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APPLICATIONS  GÉOMÉTRIQUES  DU  CALCUL  INFINITÉSIMAL. 


CHAPITRE   PREMIER. 

APPLICATIONS  DU  CALCUL  DIFFÉRENTIEL  A  LA  GÉOMÉTRIE  PLANE. 


§1- 

TANGENTES    ET    NORMALES    AUX    COURBES    PLANES. 

504.   Soit  M(x,y)  un  point  d'une  courbe  donnée.  L'équation 
d'une  droite  MP  passant  par  ce  point  sera  de  la  forme 

A-(Ç-ar)+B(iî— r)  =  o. 

Si  l'on  prend  sur  la  courbe  un  autre  point  M',  dont  les  coordon- 
nées soient  x  -h  h,  j  -\-  A,  la  distance  de  ce  point  à  la  droite  MP 
sera,  en  supposant  les  coordonnées  rectangulaires, 

AA  +  BZ- 


N/A^ 


B2 


Supposons  maintenant  h  et  k  infiniment  petits  5    on  aura,  en 

H. —  Cours  de  Calcul  iiifîn.,  II.  I 
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désignant  par  e  une  quantité  infiniment  petite  en  même  temps 

que  h, 

*  =  (/  +  .)*, 

et,  par  conséquent, 

J=(A-'-B,r,-4-Bfi)A 

\/A2  -+-  B2 

Cette  formule  montre  que,  en  général,  £  est  infiniment  petit  du 
premier  ordre  en  même  temps  que  h. 

Mais,  si  l'on  détermine  le  rapport  -  de  manière  que  l'on  ait 

A  +  B/  =  o,     d'où     _  =  _/, 
l'équation  de  la  droite  devenant 


d  sera  alors  un  infiniment  petit  d'ordre  supérieur  au  premier. 
L'équation  (i)  représente  donc  une  droite  déterminée,  jouissant 
de  la  propriété  que,  dans  le  voisinage  du  point  (x,y),  cette  droite 
s'approche  infiniment  plus  de  la  courbe  que  toute  autre  droite 
menée  par  le  même  point.  Cette  droite  s'appelle  la  tangente  à  la 
courbe  au  point  (x,y). 


505.   Si  l'on  remplace  y'  par  sa  valeur  indéfiniment  approchée 
dx 


dy 
■■>  l'équation  de  la  tangente  prend  la  forme 


ou 

g-.r  _r,—  X 
(2)  ~dx~-~dj"' 

et  sous  cette  forme  elle  représente  rigoureusement  une  sécante 
rencontrant  la  courbe  aux  deux  points  (x,y)  et  (x  -f-  dx,  y  -h  dy). 
Donc  la  tangente  à  une  courbe  au  point  {x,  y)  est  la  limite  des 
sécantes  qui  rencontrent  la  courbe  en  ce  point  et  en  un  point  in- 
finiment voisin. 

En  poussant  plus  loin  le  développement  de  h  =y'h  -|-  -  {.j  "  -f-  e)  h2, 

on  a,  pour  l'expression  de  la  distance  M' P  du  point  (x -h  h,  y  -h  k) 
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à  la  tangente, 


^A2  +  B2 

sa  vale 
B 


ou,  en  mettant  pour  -  sa  valeur,  et  négligeant  un  infiniment  petit 


du  troisième  ordre, 

ô   :   r. 


vr 2  + 1 

Cette  distance  est  donc  un  infiniment  petit  du  second  ordre,  sauf 
dans  le  cas  où  y"  serait  nul. 

Remarquons  que  tous  les  calculs  précédents  s'appliqueraient  au 
cas  des  coordonnées  obliques,  faisant  entre  elles  un  angle  9,  si  ce 
n'est  qu'alors  le  dénominateur  de  B  serait 

- — s/A* -+-  B2 -f-  2  AB  cos B ,      ou      - — J  i  -j-  v'2  +  2r'cosÔ. 
sinô  y  sine  v         J  J 

506.   Si  l'équation  de  la  courbe  est  donnée  sous  la  forme 


on  a  alors 


df  _,_    ,  ^ 
ax  oy 


ou,  aux  infiniment  petits  près  du  second  ordre, 

—  d x  H-  — -  rfr  =  o. 

Substituant,  dans  cette  équation  homogène,  kdx  et  à  rf)  les  quan- 
tités proportionnelles  g — x,  n — -y,  en  vertu  de  l'équation  (2), 
on  a,  pour  l'équation  de  la  tangente  en  quantités  finies, 

(3)  f(Ç-*)H-|(„-r)=o. 

507.  -La  perpendiculaire  à  la  tangente  au  point  de  contact,  c'est- 
à-dire  la  normale  à  la  courbe,  a  pour  équation,  en  vertu  des  équa- 
tions (2)  et  (3), 

(4)  (S  —  x)dx-\-[n—  y)dy  =  o, 
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Ç  —  or. 

■o—  y 

df 

dy 

4 
ou 


On  peut  encore  obtenir  l'équation  (4)  en  exprimant  qu'un  point 
quelconque  de  la  normale  est  sur  la  limite  de  la  perpendiculaire 
élevée  au  milieu  de  la  corde  qui  joint  les  deux  points  (x,y)  et 
(x  -h  dx,  y  -+-  dy).  On  obtient  cette  condition  en  exprimant  que 
la  distance  du  point  (£,  fl)  au  point  (x,y)  ne  change  pas,  lorsqu'on 
y  remplace  x,y  par  x  H-  dx,  y  H-  dy.  En  égalant  donc  les  carrés 
des  deux  distances,  on  a 

(ç  _  ,)t  +  (,  _  y)*  =  (ç  _  ,  _  dz)*  +  (i  -  y  -  dy)\ 
ou 

rf[(ç-*)«H-(i-.r  )*]  =  <>, 

la  différentielle  étant  prise  en  faisant  varier  seulement  x,jA,  et 
laissant  £,  yj  constants.  En  effectuant  la  différentiation,  on  retrouve 
l'équation  (4). 

Si  les  coordonnées  sont  obliques  au  lieu  d'être  rectangulaires, 
l'équation  de  la  normale  sera 

d[[l  —  x)*-\-  (x  —y)'  "'r  2(Ç  — ar)  (lj  —  j)  cosô]  =  o, 

c'est-à-dire 

[>  —  x  -+-  (vj  — j)  COSÔ]  <"Z.r  +  [(£  —  x)  cosS  +  Y)  — y]dy=zo. 

De  cette  équation  et  de  la  différentielle  de  l'équation  de  la  courbe 

on  tire 

H  —  x  -+■  (yj  —  j )  cos 9        (  £  —  a?)  cos 6  -+-  yj  —  y 

pour  l'équation  finie  de  la  normale  en  coordonnées  obliques. 


508.  Désignons  par  ds  =  \jdx'2-\~dy-  la  longueur  de  la  corde 
infiniment  petite  qui  joint  les  deux  points 

[x,y]      et      [se  4-  dx,  y  +  dy). 

En  appelant  a,  jS  les  angles  que  fait  cette  corde  avec  les  axes  coor- 
donnés, ces  angles  auront  pour  limites  les  angles  que  fait  la  tan- 


SOUS-TANGENTES,    SOUS-NORM ALES  ,    ETC. 

gente  avec  les  mêmes  axes.  On  aura  ainsi 

dx  =  ds  COS  « ,      dy  ■=.  ds  COS  |3 , 


d'où 


dx 
ds 


dy^ 
ds 


Ces  valeurs  déterminent  non-seulement  la  position  de  la  tan- 
gente, mais  encore  le  sens  dans  lequel  on  la  parcourt  en  passant 
du  point  {oc,  y)  au  point  [x  -t-  dx,  y  -+-  dy),  ds  étant  considéré 
comme  une  longueur  absolue. 

509.  On  nomme  sous-langente  à  une  courbe  la  distance  TP 
{fig-  34)  entre  le  pied  de  l'ordonnée  et  l'intersection  de  la  tangente 

Fig.  34. 


avec  l'axe  des  x;  sous-normale  la  distance  PN  entre  le  pied  de 
l'ordonnée  et  l'intersection  de  la  normale  avec  l'axe  des  x;  tan- 
gente et  normale  les  longueurs  comprises  sur  les  droites  de  même 
nom  entre  la  courbe  et  l'axe  des  x. 

Chacun  des  triangles  MTP,  MPN  est  semblable  au  triangle  in- 
finitésimal MM'Q,  qui  a  pour  côtés  ds,  dx,  dy.  En  désignant  donc 
par  St,  Sn,  T,  N  les  longueurs  ci-dessus,  on  aura  la  double  pro- 
portion 


T:S,:j  =  N:j 

d'où  l'on  tire  les  valeurs 

dx        y 

di     y 


ds        y     , 

■   =7^ 


dy 


■y 


S„ 


N 


ds  ;  dx  '.  dy. 


■>'dx=JJ> 


510.  On  peut  se  proposer  divers  problèmes  relatifs  à  ces  lignes. 
Par  exemple,  on  peut  chercher  quelles  sont  les  courbes  pour  les- 
quelles l'une  de  ces  lignes  est  constante. 
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I.   Si  la  sous-tangente  doit  être  constante,  on  a 


et,  en  intégrant, 


dx  dy       dx 

y  —  =  a,      d  ou      —  =  —  ; 
J  dy  y  a 


C        a 


équation  de  la  courbe  logarithmique. 

II.  Si  la  sous-normale  est  constante,  on  a 

dv 
y—=a,     ydy  =  adx,      d'où     jî  =  2«x+  C, 

équation  d'une  parabole  ayant  pour  axe  de  figure  l'axe  des  x. 

III.  Si  la  tangente  est  constante,  on  a 


J 
Posons 

d'où 


y/i  +  pr  =  «,     f,  =  ^-j\     dx  =  dy^-l. 


-  =  Chœ, 

y 


i 


a2  dy  Shcp 

y  y  a 


et,  par  suite, 

dx  =  —  a  Th2  w  .  df  =  a  da>  (  —  i  ) 

\Ch-y  / 

d'où,  en  intégrant, 


=ZC_T, s/a*-y*___  ,_«+v/^_.r 


=  Th  œ  —  cp  = loff 


équation  de  la  tractoire. 

IV.  Enfin,  si  la  normale  est  constante,  on  a 

yJ'x+y*  =  a,    yy _ V/^F_ ^    dx=^=£=<t    x  —  C  =  —  \la*— y\ 

\la?  —  y* 

ou  enfin  (x  —  C)2-f-  j2  =  «2,  équation  d'un  cercle  dont  le  centre 
est  sur  l'axe  des  x. 
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511.   La  distance   de  l'origine  des  coordonnées  à  la  tangente 
ri — T=,7'/(£  —  x)  a  pour  expression 


xy 


S/I-HJ'2 


x  dy  —  y  d.i 
ds 


La  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  sur  la  tangente  a  pour 

équation 

£  dx  -+-  vj  dy  =  o . 

Combinant  cette  équation  avec  celle  de  la  tangente,  que  l'on  peut 
écrire  sous  la  forme  \dy —  ridx=  xdy — ydx,  il  vient 

'£  ■/}  %dr  —  ydx        xdy  —  ydx 

dy        —  dx         dy-  -+-  dx2  ds2 

d'où  l'on  tire 

dy  dx. 

Ç  —  zj  ——     et     ïj  =  —  vj  ——  • 
ds  ds 

Le  lieu  des  points  (£ ,  m)  s'appelle  la  podaire  de  la  courbe  par  rap- 
port à  l'origine. 

Pour  avoir  la  podaire  par  rapport  à  un  point  quelconque  (a,  b) 
du  plan,  on  remplacera,  dans  le  calcul  précédent,  £,  ri,  oc,  y  par 
H  —  a,  ri  —  b,  x — a,  y  —  b. 

512.  Mener  une  tangente  à  une  courbe  par  un  point  extérieur 
à  cette  courbe. 

Les  coordonnées  x,  y  du  point  de  contact  seront  déterminées 
par  la  double  condition  de  satisfaire  à  l'équation  de  la  courbe 

et  à  l'équation  générale  de  la  tangente 

(2)  /'(*)(Ç-*)+//(r)(«-r)  =  o, 

où  l'on  prendra  pour  £,  v  les  coordonnées  du  point  donné  par  où 
doit  passer  la  tangente.  On  peut  considérer  les  équations  (i)  et  (2) 
comme  représentant  deux  lieux  géométriques,  à  l'intersection 
desquels  doit  se  trouver  le  point  de  contact  cherché. 

Lorsque  l'équation  (1)  est  algébrique,  on  peut  simplifier  en  gé- 
néral le  problème,  en  remplaçant  la  seconde  équation  (2)  par  une 
autre  de  degré  moins  élevé.   Soit,  en  effet,  m  le  degré  de  la  fonc- 
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tion  f{oc,j),  supposée  rationnelle  et  entière,  et  décomposons 
cette  fonction  en  groupes  homogènes  um,  um_t ,  .  .  . ,  de  degrés 
m,  m  —  i,  .  .  .  .  L'équation  (i)  prendra  la  forme 

(  3  )  Um  -f-  Um_i  +  ...+  «!+  «o  =  °- 

On  a,  d'ailleurs,  en  appliquant  à  chaque  groupe  homogène  le 
théorème  d'Euler  [322], 

xf'(x)  -4-  yf'[y)  =  mum+  [m  —  i)  hb_!+  .  -  .+  2K2+  «!, 

ou,  en  combinant  cette  égalité  avec  l'équation  (3)  multipliée  par 
—  m, 

xf'{x)  -f  r/'(j)  =—  «m-i  —  2«,„_2  — •  •  •—  [m  —  i)  «!—  m«0- 
Si  l'on  substitue  cette  valeur  dans  l'équation  (a),  celle-ci  devient 

(4)     ?/'(^)  +  -fl/'(j)  +  wB_i  +  2«m_2  +  .  .  .-4- (m  —  i)  «i-4-muo^o, 

équation  qui  n'est  plus  que  du  degré  ni  —  i  en  x,  j.  Donc  les 
points  de  contact  sont  déterminés  par  la  rencontre  de  la  courbe 
donnée  de  degré  m  avec  une  autre  courbe,  représentée  par  l'équa- 
tion (4),  et  de  degré  m  —  i.  Le  nombre  des  systèmes  de  racines 
communes  aux  équations  (i)  et  (4)  étant  en  général  m  [ni  —  i) 
[142],  on  en  conclut  que,  par  un  point  donné  hors  d'une  courbe, 
on  peut  mener  à  cette  courbe,  en  général,  m  [m — i)  tangentes, 
réelles  ou  imaginaires,  ni  étant  le  degré  de  l'équation  de  la  courbe. 
Si  l'on  applique  ces  résultats  à  une  courbe  du  second  degré, 
représentée  par  l'équation 

ax2  +  i bxy  -+-  cy2  -f-  idx  -f-  ley  -+-/=  o, 

on  voit  que  les  2(2 —  1)  =  2  points  de  contact  des  tangentes  me- 
nées par  le  point  (£,*/;)  sont  donnés  par  la  combinaison  de  l'équa- 
tion de  la  courbe  avec  l'équation 

lf[x)  +  vf(jr)  4-  idx  H-  ley  -+-  if—  o, 

qui  est  l'équation  d'une  droite,  appelée  corde  de  contact,  laquelle 
coïncide  avec  la  polaire  du  point  (£,  yj). 

513.  L'équation  de  la  normale, 

g—  X  _   'O  —  Y 

/'(*)"  TÛr)' 
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n'est  pas  susceptible  de  la  même  simplification  que  celle  de  la 
tangente.  On  conclut  de  là  que  les  pieds  des  normales  menées  à 
une  courbe  de  degré  m  par  un  point  donné  sont  déterminés  par 
l'intersection  de  la  courbe  proposée  avec  une  autre  courbe  de 
même  degré  m,  ce  qui  donne  généralement  m-  solutions.  Donc, 
par  un  point  donné,  on  peut  mener  à  une  courbe  de  degré  m,  m- 
normales,  réelles  ou  imaginaires. 

514.  Soit  proposé  maintenant  de  mener  une  tangente  (ou  une 
normale)   parallèle  à  une  direction  donnée.   On  cherchera  pour 

cela  les  points  de  la  courbe  pour  lesquels  —  aura  une  valeur  don- 
née ex.  En  remplaçant  y'  par  cette  valeur  dans  l'équation 

T>xf[x,y)  =o, 
il  vient 

équation  de  degré  m —  i,  si  f(x,jr)  est  de  degré  m.  Cette  équation, 
combinée  avec  la  proposée,  déterminera  m  (m — i)  solutions, 
comme  pour  le   cas  de  la   tangente  menée  par  un  point  donné 

[512]. 

515.  Voyons  maintenant  comment  on  peut  déterminer  la  tan- 
gente à  des  courbes  rapportées  à  d'autres  systèmes  de  coordonnées 
que  le  système  rectiligne. 

Considérons  d'abord  le  cas  des  coordonnées  polaires.  Nous 
avons  vu  [194]  que  l'on  détermine  la  tangente  à  une  courbe  rap- 

Fig.  35. 


portée  à  un  tel  système  de  coordonnées,  au  moyen  de  l'angle  9  que 
fait  la  direction  de  la  tangente,  qui  correspond  au  sens  des  angles /> 
croissants,  avec  le  prolongement  du  rayon  vecteur.  Cet  angle  est 
égal  à  la  limite  de  l'angle  M'MR  (fig.  35)  ou  à  celle  de  l'angle 
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SM'R'  =  MM'N.  Si  l'on  abaisse  MN  perpendiculaire  sur  OM', 
on  a,  en  posant  la  corde  MM'  =  ds, 

M'N  =  ffrcosMM'N,     MN  — ^sinMM'N. 

Or  M'N  =  M' m  -!-  77zN,  si  l'on  prend  Om=OM,  et  nous  avons 
vu  [194]  que  //z N  est  un  infiniment  petit  du  second  ordre.  On  a 
donc,  aux  quantités  près  du  second  ordre,  M'N  =  dr.  On  a  pareil- 
lement, avec  la  même  approximation, 

7  7    sinafo 

MN  =  r  sin  dp  =  rdp  — - —  —  rdp. 
dp 

Donc,  en  prenant  au  lieu  de  MM'N  sa  limite  0,  on  aura 

dr  =  ds  cos  0 ,      rdp  — ds  sin  0 , 

d'où  l'on  tire  les  formules 


ds  =  sjdr*  H-  r%  dp*  —  dp  \Jr"2  -f-  r'"' 

dr  r'  rdp 

cos  0  =  — -  =  -  ?      sin  0  =  — —  = 


rdp  r 

**»  =  ■£  =  ■?• 

516.  On  peut  encore  obtenir  tango  en  partant  de  l'équation  de 
la  tangente  en  coordonnées  rectangulaires.  Si  l'on  désigne  par  x 
l'angle  de  la  tangente  avec  l'angle  des  x,  on  a  0  —  x — p.  D'ail- 
leurs 

dï      ,  y 

iang  t  = 

Donc 


tangT=^'      tang/? 


.rr/y  —  yc/.r rcosp  d(r  sin/?)  —  r  sinp  d[r  cos/)) 


a?  ffo  -t-  jdj  I"  ^  ( 7*2  ) 

d'où  l'on  tire  la  même  valeur  que  ci-dessus. 
Ou  bien  encore 

,  .        dœ  x        dr  y        \d(r^)        di 

cos 0  =  cos  ( t  —  p)  = ! — —  -  =  - — - — '  =  —  5 

ds   r         ds  r  rds  ds 

et  de  même  pour  sin0. 

517.   Il  est  quelquefois  avantageux  d'introduire,  au  lieu  du  rayon 


SOUS-TANGENTES,    ETC.,    POUR    LES    COORDONNEES    POLAIRES.        II 

vecteur  r,  son  inverse  u  —  -  •  On  a  alors 

du  dr 

u  r 

d'où 

i      / dp    i— —  udp  u 

ds=—  Jdu*  -h  u*dp2  =  -h  Ju*  -+-  u'\     tango  = -£-= -. 

ir  u*  du  u' 

518.   Si  l'on  prolonge  la  tangente  et  la  normale  jusqu'à  la  ren- 
contre, en  T  et  en  N  [fig-  36),   de  la  perpendiculaire  TON  au 

Fig.  36. 


rayon  vecteur,  les  segments  OT,  ON  de  cette  perpendiculaire 
sont  dits  la  sous-tangente  et  la  sous-normale  dans  le  système  des 
coordonnées  polaires.  Les  distances  MT,  MN,  comptées  à  partir 
du  point  de  contact,  sont  appelées  la  tangente  et  la  normale. 

Chacun  des  triangles  OMT,  ONM  étant  semblable  au  triangle 
infinitésimal  m  M  M',  qui  a  pour  côtés  ds,  dr,  rdp,  on  a  les  propor- 
tions 

ds  :  dr  :  rdp  =  T  :  r  :  St  =  N  :  S„  :  r, 
d'où  l'on  tire 

r^dp        ?'-  i 

S,  —  — — -  =  —  =  /-tango  = p 

dr  r  u 


S„=   - 
dp 


T  = 


N 


rds 

~dr 

ds 

dp 


r'  =  r  cot  0  — s  j 

uÂ 

L.  y/r2  +  r'*  =  \/r*  +  S?, 
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On  peut  se  poser,  relativement  à  ces  lignes,  les  mêmes  pro- 
blèmes que  pour  les  lignes  analogues  du  système  des  coordonnées 
rectangulaires  [510].  Si  l'on  cherche,  par  exemple,  la  courbe  pour 
laquelle  la  tangente  est  constante,  T  =  a,  on  trouve  qu'elle  est 
représentée  par  les  deux  équations 

r—acosl,     p  =  tangt—t, 

si  l'on  détermine  la  constante  arbitraire  de  manière  que  p  s'annule 
en  même  temps  que  t. 

519.  Le  lieu  des  extrémités  T  de  la  sous-tangente  est  donné  par 
les  équations 

celui  des  extrémités  N  de  la  sous-normale,  par  les  équations 
R  =  S„,     P,=  /3  +  -. 

2 

La  perpendiculaire  g,  abaissée  de  l'origine  sur  la  tangente,  a 
pour  expression 

r~ dp 


p-  —  r  sin  0 


ds 


La  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  sur  la  normale,  laquelle 
est  égale  à  la  distance  entre  le  point  de  contact  et  la  projection  de 
l'origine  sur  la  tangente,  a  pour  valeur 

rdr 


rcosB  = 

ds 


520.   Supposons  maintenant  chaque  point  du  plan  déterminé 

Fig.  37. 


par  ses  distances  r,  R  à  deux  points  fixes  a,  k(fig.3j).  Une  re- 
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lation  f[r,  R)  =  o  entre  r  et  R  sera  l'équation  d'une  certaine 
courbe.  La  tangente  à  cette  courbe  sera  déterminée,  lorsqu'on  con- 
naîtra une  relation  entre  les  angles  6  et  0  qu'elle  fait  avec  les  deux 
rayons  vecteurs  r  et  R.  En  abaissant  du  point  M  des  perpendicu- 
laires sur  les  deux  rayons  vecteurs  du  point  M' infiniment  voisin 
de  M,  et  raisonnant  comme  dans  le  cas  des  coordonnées  polaires 
ordinaires,  les  triangles  infinitésimaux  MM'/z,  MM'N  donneront 

dr  dR  ,       cos@         dR 

ds  — — •>      d  ou =  -—  5 

cos&        cos©  cosô         ad- 

équation qui  détermine  la  direction  de  la  tangente. 

Exemples.  —  I.  L'ellipse  est  représentée  par  l'équation 

R  -h  r  =  2  à , 

d'où 

dR 

= —  I,        COS0  =  —  COS&. 

dr 

La  tangente  est  donc  bissectrice  de  l'angle  supplémentaire  de 
l'angle  des  rayons  vecteurs. 

IL  L'équation  de  l'hyperbole  R  —  r  =  ia  donne 
dR 

— —=I,       COS0=:COS0. 

dr 
La  tangente  est  bissectrice  de  l'angle  des  rayons  vecteurs. 

III.  Le  cercle  peut  être  représenté  par  l'équation  -  =a,  d'où 
l'on  tire 

COS0 


COS0 

Les  angles  6,  0  sont  les  compléments  des  angles  i,  I,  que  les  deux 
rayons  vecteurs  forment  avec  la  normale  au  cercle.  On  a  donc 
entre  ces  derniers  angles  la  relation 

sinl  _ 
sin  i 

On  tire  de  là  une  construction  simple  pour  représenter  la  loi  de 
la  réfraction  de  la  lumière.   Si  a  est  l'indice  de  réfraction  d'un 
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milieu,  construisons,  par  le  procédé  connu,  le  cercle  qui  a  pour 
équation  —  =  a.  Si  l'on  mène  par  le  point  A  {fig.  38)  une  droite 
AM  faisant   avec    la  normale   un   angle  I  égal   à    l'angle   d'inci- 

Fig.  38. 


dence,  la  droite  Ma   fera  avec  cette   normale   un  angle  i  égal  à 
l'angle  de  réfraction,  et  AMa  sera  la  déviation  du  rayon. 

521.   Si  l'on  prend  pour  coordonnées  l'abscisse  x  et  le  rayon 
vecteur  FM  =  r  {fig.  3o,)  (ce  qui  revient  à  transporter  à  l'infini 

Fig.  39. 


N 

A 

/  \ 

\ 

0/       or 

\   T<-^^/ 

\      \         / 

1 

\     ~~Ar 

■ 

^  /        N^ 

1 

n         P\        \ 

!         x 

sur  l'axe  des  x  un  des  points  fixes  A,  a  du  système  du  numéro 
précédent),  en  désignant  toujours  par  9  et  &  les  angles  que  fait  la 
tangente  avec  le  rayon  vecteur  et  avec  l'axe  des  x,  on  aura,  comme 
précédemment, 

dr  dx  x       cos@        dx 

cosô         cos@  cosô         dr 


ds 


Soit,  par  exemple,  r  =  ax  l'équation  d'une   section  conique 

rapportée  à  son  foyer  et  à  sa  directrice.  On  aura  alors =  a, 

1  cos® 

ou,  si  l'on  appelle  i  et  I  les  angles  de  la  normale  avec  r  et  avec  x, 
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sin  i  r 

sin 


-  =  a  =  —>  Pour   construire  la  normale,  on  prendra  donc,   sur 
i  x  *■ 

MD,  MG  =  MF  —  r;  on  mènera  GN  parallèle  à  FM  et  égale  à 
MD  — j;  MN  sera  la  normale  cherchée.  En  menant  MH  perpen- 
diculaire à  x  et  —  r,  puis  HT  perpendiculaire  à  r  et  =  x,  MT 
sera  la  tangente. 

o22.   Pour  donner  un  exemple  de  l'emploi  des  coordonnées  cur- 
vilignes, considérons  deux  coniques  homofocales 

-  =  i, 


X1 

Y 

X 

-  - 

-\ 

— ■  i, 

\* 

x1  —  bl 

F 

b'~  —  pr 

où  l'on  suppose  l-^>b2~^>[A2.  Ces  deux  courbes  se  coupent  or- 
thogonalement.  En  effet,  les  cosinus  des  angles  que  fait  avec  les 
axes  la  tangente  à  l'ellipse  au  point  (x, y)  sont  proportionnels  aux 
différentielles  dx,  dy,  tirées  de  l'équation  de  cette  courbe.  De 
même,  les  cosinus  des  angles  de  la  tangente  à  l'hyperbole  avec  les 
axes  sont  proportionnels  aux  différentielles  d'x,  d'y,  tirées  de 
l'équation  de  l'hyperbole.  Or,  des  équations 

X  y  x  Y 

on  tire,  par  multiplication, 

ïïydxd'x  =   "(y- &«[(&»!  p»)*^- 

Les  équations  (i)  donnent,  par  soustraction, 

et,  X2 —  p.2  n'étant  pas  nul,  la  parenthèse  s'évanouit,  et,  par  suite, 
l'équation  précédente  devient 

dxdx  -+-  dydy1 '  =  o, 

c'est-à-dire  que  les  deux  courbes  se  coupent  à  angles  droits. 

Si  l'on  résout   les   équations   (i)   par  rapport  à  x  et  à  y,   on 
trouve 

r„ï  „.._*V.       ,2_(^-^)(^-p2). 


1  .       "       b* 

Réciproquement,  pour  avoir  les  demi-axes  1,  p  des  deux  coni- 
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ques  qui  se  coupent  en  un  point  (x,j),  on  verra,  en  résolvant 
les  équations  (i)  par  rapport  à  X2  et  à  p.-,  que  ces  deux  quantités 
sont  les  racines  de  l'équation 

lesquelles  sont  réelles  et  positives. 

On  conclut  de  là  qu'un  système  de  valeurs  de  X  et  de  p  déter- 
mine un  point  du  plan,  et  que,  réciproquement,  à  chaque  point 
du  plan  correspond  un  système  de  valeurs  de  X,  p.  On  peut  donc 
prendre  ces  quantités  X,  p.  comme  des  coordonnées  propi-es  à  dé- 
terminer tous  les  points  du  plan,  et  une  relation  entre  X  et  ^  repré- 
sentera une  courbe. 

On  voit,  en  particulier,  que  X  =  const.  représente  une  des 
ellipses  liomofocales,  {x  =  const.  une  des  hyperboles. 

Si  nous  considérons  l'ellipse  X=  const.,  on  obtiendra  les  di- 
vers points  de  cette  ellipse  en  faisant  varier  p,  ce  qui  donne,  en 
vertu  des  équations  (2), 


bdi,x  =  1  dp ,     b  d^y  =  —  ».  dp  i  /  — 


En  désignant  par  d^s  la  corde  infiniment  petite  de  l'ellipse,  on  a 
donc [5081 


dç.s  =  sjd^x*  -+-  dpj2  =  du.  4  /  — 


On  trouvera  de  même,  pour  la  corde  infiniment  petite  de  l'hyper- 
bole, 


d\s  =  dl 


vl 


b2 

Cela  posé,  soient  M,  M'  {fig.  40)  deux  points  infiniment  voi- 

Fig.  40. 


sins,  pris   sur  une  courbe    quelconque / (X,p)  =  0.  Menons  par 
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ces  points  les  ellipses  de  demi-axes  X  et  X  -f-  dX,  et  les  hyperboles 
de  demi-axes  //.  et  y.  -+-  du.,  ce  qui  formera  le  rectangle  infinitési- 
mal MM,  M'M'2,  dont  les  côtés  sont  d^s,d\s,  et  la  diagonale  la 
corde  infiniment  petite  ds  de  la  courbe.  En  désignant,  de  plus, 
par  8  l'angle  de  la  tangente  à  la  courbe  avec  la  tangente  à  l'ellipse, 
ou  la  limite  de  l'angle  de  ds  avec  d^s,  on  aura 

ds"-  =  d,/-  +  dxs*  =  [  r-  -  ■/) +  — T- 

r  v  \j,'  —  b-        u-  — 


dKs       d\       /b1 
tangÔ=  — =  — 
d„s       du. 


dxs        dl       A2—  *j}  dKs        du 

sm0  =  —-  =  ---  4  /  — —  ,      cos9  =-j-  =  -j- 


rfls  r/*   V   )>2  —  "'2  ^  ûfa   V    &2  — 


§11. 

ASYMPTOTES    RECTILIGNES    HES    COURBES    PLANES. 

523.  On  entend  par  asymptote  rectiligne  d'une  courbe  donnée 
une  droite  dont  une  branche  infinie  de  la  courbe  s'approche  indé- 
finiment. Supposons  d'abord  la  courbe  rapportée  à  des  coordon- 
nées rectilignes. 

Evidemment  il  est  indifférent,  dans  ce  cas,  de  compter  la  dis- 
tance d'un  point  de  la  courbe  à  l'asymptote  suivant  une  perpen- 
diculaire ou  suivant  une  oblique  à  cette  asymptote,  pourvu  que 
ce  soit  suivant  une  direction  faisant  avec  l'asymptote  un  angle  Jïni 
et  différent  de  zéro.  On  peut  donc  compter  cette  distance  suivant 
une  parallèle  à  l'axe  des  y,  toutes  les  fois  que  l'asymptote  elle- 
même  ne  sera  pas  parallèle  à  cet  axe. 

On  est  ainsi  conduit  à  distinguer  deux  cas  dans  la  recherche 
des  asymptotes  :  celui  où  l'on  cherche  les  asymptotes  parallèles  à 
l'axe  des  y,  et  celui  où  l'on  cherche  les  asymptotes  non  parallèles 
à  cette  direction. 

Remarquons  que  l'on  pourrait  ramener  le  premier  cas  au  second, 
en  échangeant  entre  eux  les  axes  des  x  et  desj}\  Et  réciproque- 
ment, toutes  les  fois  qu'il  ne  s'agit  pas  d'asymptotes  parallèles  à 
l'axe  des  x,  on  pourrait  ramener  le  second  cas  au  premier,  en 
cherchant,  par  une  transformation  de  coordonnées,  quelle  direc- 

H.  —  Cours  de  Cale,  infinie,  II.  2 
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tion  il  faudrait  donner  à  l'axe  des  y  pour  que  la  courbe  admît 
des  asymptotes  parallèles  à  cet  axe. 

52 i.  Asymptotes  parallèles  à  l 'axe  des  y.  —  Supposons  que 
le  premier  membre  de  l'équation  de  la  courbe  se  présente  sous  la 
forme  d'une  série,  composée  d'un  nombre  fini  ou  infini  de  termes, 
et  ordonnée  suivant  les  puissances  décroissantes  dej^;  et,  de  plus, 
qu'aucun  des  coefficients  de  ce  développement  ne  devienne 
infini  pour  les  valeurs  particulières  de  x  que  nous  aurons  à  consi- 
dérer. Ce  cas  comprend  évidemment  celui  des  courbes  algébriques 
dont  on  a  ramené  l'équation  à  la  forme  entière  et  rationnelle. 
Soit  donc 

l'équation  proposée,  /,  m,  .  .  .  étant  des  nombres,  entiers  ou  non, 
positifs  ou  négatifs,  mais  algébriquement  décroissants,  de  sorte 
que  l'on  ait  l  ^>  ?n^> .  .  . .  Il  faut  chercher  si  l'équation  peut  être 
vérifiée  en  attribuant  à  la  fois  une  valeur  finie  à  x  et  une  valeur 
infinie  ky. 

Divisons  le  premier  membre  de  l'équation  par  la  plus  haute 
puissance  dey,  ce  qui  donne 

Il  est  clair  que  cette  équation,  dont  tous  les  termes,  à  l'exception 
du  premier,  sont  multipliés  par  des  puissances  négatives  de  y, 
sera  vérifiée,  en  donnant,  d'une  part,  à  x  une  valeur  qui  annule  le 
premier  terme  fK  [x)  sans  rendre  les  coefficients  suivants/*2  {x),. . . 
infinis,  et,  d'autre  part,  h  y  une  valeur  infinie.  On  obtiendra  donc 
les  abscisses  auxquelles  correspondent  des  asymptotes  parallèles 
auxj',  en  égalant  à  zéro  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance 
dey. 

Etant  donnée,  par  exemple,  l'équation  du  second  degré 

ax"-  -(-  bxy  ■  -f-  ex  -+-  dj  -h  e  =  o, 

on  aura  l'asymptote  parallèle  à  l'axe  des  y,  en  déterminant  x  par 
l'équation  bx  -h  d  =  o. 

Remarquons  que,  pour  qu'une  racine  de  l'équation  ft  (x)  =  o 
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corresponde  à  une  asymptote  réelle  de  la  courbe,  il  faut  que  la 
courbe  ait  une  branche  réelle  dans  le  voisinage  de  cette  asymptote. 
Ainsi,  la  courbe  x2j2 —  ax  -h  h-  =  o  n'ayant  pas  de  points  réels 
pour  x  très-peu  différent  de  zéro,  on  ne  peut  pas  dire  que  l'équa- 
tion x-  =  o  détermine  des  asymptotes  de  cette  courbe.  Cette  re- 
marque s'étend  aussi  aux  autres  cas  de  détermination  des  asym- 
ptotes". 

525.  Asymptotes  parallèles  à  l'axe  des  x.  —  On  verra,  abso- 
lument de  la  même  manière,  que  les  asymptotes  parallèles  à  l'axe 
des  x  peuvent  s'obtenir  en  ordonnant  l'équation  de  la  courbe  sui- 
vant les  puissances  descendantes  de  x,  et  égalant  à  zéro  le  coeffi- 
cient de  la  plus  haute  puissance  de  cette  variable.  —  On  peut, 
d'ailleurs,  faire  rentrer  la  recherche  des  asymptotes  parallèles  à 
l'axe  des  x  dans  le  cas  plus  général  qu'il  nous  reste  à  traiter. 

526.  Asymptotes  non  parallèles  à  V  axe  des  y.  —  Nous  allons 
traiter  cette  question  dans  la  supposition  que  le  premier  membre 
de  l'équation  de  la  courbe  soit  ordonné  en  une  série,  finie  ou  in- 
finie, de  groupes  homogènes  par  rapport  à  x  et  ky,  dont  les  de- 
grés forment  une  suite  décroissante. 

L'équation  peut  se  mettre  immédiatement  sous  cette  forme, 
toutes  les  fois  que  son  premier  membre  est  une  fonction  algé- 
brique, entière  et  rationnelle,  de  x  et  de  y,  ou  plus  généralement, 
de  puissances  quelconques  x'K,  j _|A  de  ces  variables.  Pour  l'y  rame- 
ner, s'il  est  possible,  dans  les  autres  cas,  posons,  dans  l'équation 
F(x.y)  —  o,  j  =  tx,  et  développons  la  fonction  F(x,tx)  sui- 
vant les  puissances  descendantes  de  x.  On  obtiendra  ainsi  un  dé- 
veloppement de  la  forme 

/,  m,  7?,  .  .  .  étant  des  nombres  algébriquement  décroissants;  et  en 

y 
mettant  pour  t  sa  valeur-?  l'équation  devient 


.1. 


»l£)+*"x(z 


Pour  qu'une  droite,  représentée  par  l'équation 

y  =  ax  -+-  b, 
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soit  asymptote  de  la  courbe,  il  faut  que  la  différence 

j  —  ax  —  b  =  î, 

entre  l'ordonnée  y  de  la  courbe  et  l'ordonnée  ax  -\-  b  de  la  droite, 
soit  infiniment  petite  pour  x  infiniment  grand.  Or  on  a,  en  résol- 
vant la  dernière  équation  par  rapport  au  coefficient  angulaire  a, 

y         b  -+-  s 
a=- -, 


et  puisque  b  -f-  e  doit  avoir  une  limite  finie  b  pour  x  =  oo  ,  on  en 
conclut 


y 

a  =  lim  '- . 


On  a  ensuite,  en  mettant  pour  a  la  valeur  constante  ainsi  déter- 
minée, 

b  —  y  —  ax  —  s  =z  lim  (j-  —  ax). 

527.  Si  l'on  divise  l'équation  (i)  par  la  plus  haute  puissance  de 

y,  on  a 

<»>  '(=)+5M=) -■•  =  '>• 

Cette  équation  sera  satisfaite,  si  l'on  suppose  à  la  fois  x  infini  et 
lim  -  égal  à  l'une  des  racines  de  l'équation 

(3)  f(a)  =  o, 

que  l'on  obtient  en  égalant  à  zéro  l'ensemble  des  termes  du  degré 
le  plus  élevé,  dans  lesquels  on  fait  x  =  i ,  y  =  a. 

On  suppose  ici  que  Ion  a  préparé  l'équation  de  telle  manière 
qu'aucune  des  fonctions  x(a) ,  4'(a)>  •  •  •  ne  devienne  infinie,  lors- 
qu'on prend  pour  a  une  des  racines  de  l'équation  (3). 

528.  Pour  déterminer  maintenant  l'ordonnée  à  l'origine  b  de 

Y  3 

l'asymptote,  posons^  —  ax~  (3,  d'où-  =  a-\-  — »  etconsidérons 

d'abord  le  cas  où  a  est  une  racine  simple  de  l'équation  (3).  On 
aura,  à  cause  de  ©(a)  —  o, 
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D'après  cela,  l'équation  (2),  multipliée  par  x,  peut  s'écrire  sous  la 
forme 


(4)  H(.  +  ,l)  +  ^lX(.  +  i) 


-h    .  .=  o. 


Si  la  différence  /- — m  entre  les  degrés  des  deux  premiers  groupes 
de  l'équation  (1)  est  plus  grande  que  l'unité,  cette  équation  de- 
vient, pour  x.  -■=  co  ,  b  =  limjS, 

bf'(a-)  =0, 

et,  ^(a)  n'étant  pas  nul,  on  a  b  =  o.  Donc,  dans  ce  cas,  toutes  les 
asymptotes  de  la  courbe  qui  correspondent  à  des  racines  simples 
de  (3)  passent  par  l'origine. 
Si  / —  m  =  1,  il  vient  alors 

Si  / — m<^i,  avec  x{a)  différent  de  zéro,  l'équation,  contenant 
un  terme  affecté  de  la  puissance  positive  x~l+m+l  de  x,  donnera, 
pour  x  —  co  ,  b  ==  co  ,  et  par  conséquent  il  n'y  aura  pas  d'asym- 
ptote pour  cette  direction.  Tel  est  le  cas  que  présente  la  courbe 

111 
x1  —  y2  =  A'- . 

Mais  si  x{a)  —  °>  et  cIue  M{a)  s°it  la  première  des  fonctions 
X{a)>  ty(a)i  -  •  •  1  qui  ne  s'annule  pas  pour  la  valeur  considérée  de 
a,  l'équation  deviendra 


,%'(<* +-^)+^4 


i)  +  ...+^ul.  +  i\ 


et  1  on  en  conclura  0  =  0, ~ — ->  co  ,   suivant    que   L — p   sera 

&  (a) 

^>  I  ,  =i_-  I ,   OU  <^  [  . 

529.   Supposons  maintenant  que  a  soit  une  racine  double  de 
(3),  <p'(rt)  étant  nul  et  rf'(a)  différent  de  zéro.  En  poussant  alors 

jusqu'au  troisième  terme  le  développement  de  <ç  (  a  -{ —  ]  ?  et  mul- 
tipliant l'équation  (2)  par  x-,  il  vient 
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Si  / —  m  ^>  i,  j32  =  o,  et  la  double  asymptote,  correspondante  à 
la  racine  double  de  l'équation  (3),  passera  par  l'origine. 
Si  l — m  —  2,  on  aura 


-v7- 


2/Jtf) 


Si  cette  valeur  est  réelle,  la  courbe  aura  deux  asymptotes  distinctes, 
parallèles  entre  elles. 

Si  l  —  m  <^  2,  sans  que  x(a)  s0lt  nin?  ^  est  innni>  et  il  n'y  a  pas 
d'asymptote  pour  cette  valeur  de  a;  mais  si  x{a)  —  °>  en  dévelop- 
pant x  (  a  -+-  -  )  -,  l'équation  devient 


2^  V    \  #/       a:'-»2-1  Vf-  \  xj        x'-,l~-  •  \  x 

Si  l'on  a  à  la  fois  / — /?z^  i,  /  —  n^2,  b  sera  donné  par  une  équa- 
tion du  second  degré.  Si  l'une  des  différences  l—m — i,  / — n  —  2 
est  négative,  sans  que  x'  ia)  et  ^  (a)  s'annulent,  il  n'y  a  pas  d'asym- 
ptote, et  ainsi  de  suite. 

On  verra  de  la  même  manière  que,  si  a  est  une  racine  triple  de 
l'équation  (3),  la  valeur  de  b,  lorsqu'elle  est  finie,  est  donnée  par 
une  équation  du  troisième  degré,  et  ainsi  de  suite. 

530.  Asymptotes  des  courbes  rapportées  à  des  coordonnées 
polaires.  —  Si  une  branche  de  courbe  infinie  a  une  asymptote 
rectiligne,  alors,  pour  un  point  de  cette  branche  infiniment  éloigné, 
le  rayon  vecteur  fera  un  angle  infiniment  petit  avec  l'asymptote,  et 
sera  infiniment  grand;  donc  on  aura  r  =  co  pour  une  valeur  dé- 
terminée a  de  l'angle  p,  et  cette  valeur  sera  l'angle  de  l'asymptote 
avec  l'axe  desx.  Par  conséquent,  on  aura  les  directions  qui  peuvent 
correspondre  à  des  asymptotes,  en  cherchant  les  valeurs  ce  de  l'angle  p 
qui  répondent  à  /*  =  00  . 

Fig.  41. 

Km 


Il  faut,  de  plus,  que  la  distance  MQ  (Jîg-  41)  du  point  infini- 
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ment  éloigné  M,  à  la  parallèle  menée  à  l'asymptote  par  l'origine, 
tende  vers  une  limite  finie  PQ,  qui  sera  la  distance  de  l'asymptote 
à  l'origine.  Cette  distance  MQ  =  §  a  pour  valeur  r  sin  [p  —  a).  Il 
faudra  donc  chercher  la  limite  d  pour  p  =  y.  et  r  =  ao   de  l'ex- 

pression  r  sm(p —  x)  =  r[p- —  y.)  —~ p  c  est-a-dire  la  quan- 
tité 

d  =  lim  r[p  —  a). 

531.  Pour  pouvoir  traiter  généralement  la  question,  nous  sup- 
poserons que  l'équation  entre  r  et  p  puisse  être  ordonnée  suivant 
les  puissances  décroissantes  de  r  en  une  série  finie  ou  infinie, 
supposition  qui  revient  à  celle  que  nous  avons  admise  [526]  dans 
le  cas  des  coordonnées  rectilignes.  Soit  donc  l'équation 

r'f(p)+r»x(p)  +  r»*(/»)+...  =  q, 

où  l'on  suppose  l^>  m^>  tz^>  .  .  . .  De  plus,  nous  admettons  que, 
en  multipliant  par  un  facteur  convenable,  on  ait  fait  en  sorte  que 
les  coefficients  x{p)>  4/(/j>)»  •  •  •  ne  deviennent  infinis  pour  aucune 
des  valeurs  particulières  de  p  que  l'on  aura  à  considérer. 

En  raisonnant  comme  nous  l'avons  fait  [524]  dans  la  recherche 
des  asymptotes  parallèles  à  l'axe  des  y,  on  voit  que  l'on  obtiendra 
des  valeurs  p  =  x,  qui  répondent  aux  valeurs  infinies  de  r,  en  po- 
sant <p(a)  =  o. 

Soit  maintenant 

p  =  ex.  -\-  s, 

et  cherchons  la  limite  d  de  r[p  —  a)  =  re.  On  a,  en  substituant 
à  p  sa  valeur  y.  +  s,  et  divisant  par  rl~' , 


Cette  équation,  étant  entièrement  semblable  à  l'équation  (4)  du 
n°  528,  donnera  lieu  à  une  discussion  identique,  sur  laquelle  il  est 
inutile  de  revenir. 

Exemple.  —  Soit  l'équation  d'une  section  conique 

k 

i  H-  e  cosp =  o. 
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On  a  ici 

l  =  o,      m  =  —  i, 

?(/»)  = 

i  +  e  cosp 

l 


L'équation  ç(«)  =  o  donne  cosa  = 5  valeur  inadmissible  pour 

e  <^  i .  On  a  ensuite 

_   _  z^ ^_ * 

y'(«)  ~  -  csin«  ~~  +  ^^^T' 

valeur  infinie  pour  e  =  i ,  finie  pour  e  ^>  i . 

532.  Limite  de  la  tangente  en  un  point  d'une  branche  infinie, 
—  Si  la  tangente  à  une.  branche  de  courbe  tend  vers  une  position 
limite  déterminée,  lorsque  le  point  de  contact  s'éloigne  indéfini- 
ment, cette  position  limite  sera,  en  général,  une  asymptote  à  la 
courbe.  Nous  allons  le  démontrer  pour  le  cas  où  l'équation  peut 
être  ordonnée  suivant  les  puissances  décroissantes  de  y  ou  déve- 
loppée en  série  de  groupes  homogènes  de  degrés  décroissants, 
comme  nous  l'avons  fait  pour  traiter  la  théorie  des  asymptotes. 

I.  Supposons  d'abord  l'équation  mise,  comme  au  n°  52-1,  sous 
la  forme 

y/i  (*)  +  jmA  [■*)  -:-  -  •  • = o. 

On  tire  de  cette  équation 

,ly  _  _  r[/,'M+^/,'W  +  -.] 

Cette  valeur  devient  infinie  si  l'on  prend  pour  x  une  valeur  xt, 
pour  laquelle  on  ait  à  la  fois  fK  [xK  )  =  o,  j  r  ==.  oo  ,  en  supposant 
f[(x{)  différent  de  zéro.  Alors  l'équation  de  la  tangente 

l  —  x—  j-[-Q—  l) 
dx 

se  réduit  à  \  =  x{,  et  la  tangente  coïncide  avec  l'asymptote  paral- 
lèle à  l'axe  desj^,  déterminée  au  n°  52i. 

On  traiterait  de  même  le  cas  où  l'équation  serait  ordonnée  sui- 
vant les  puissances  décroissantes  de  x. 
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533.  IL  Dans  le  cas  d'une  tangente  limite  non  parallèle  à  Taxe 
des  r,  la  règle  de  la  recherche  des  vraies  valeurs  [381]  donne, 
pour  x  et  y  infinis, 

,.   dx     v   y 

lim  --  =  Jim  -  ; 
dx  x 

donc,  lorsque  -f-  tendra,  pour  x  et  r  infinis,  vers  une  limite  dé- 
1      dx 

terminée,  cette  limite  sera  la  même  que  celle  de  -  •>  c'est-à-dire  que 

le  coefficient  angulaire  de  l  asymptote. 

Pour  l'ordonnée  à  l'origine  de  la  tangente,  on  a 

dr 
T'»=J-Xdx' 

mais,  comme  —  n  est  jamais  e°al  a  sa  limite  a,  mais  en  diiiere 

'  •     dx  J  °  ' 

d'un  infiniment  petit  s,  on  ne  peut  pas,  sous  cette  forme  générale, 
affirmer  que  limr/0=  lim[^  — [a-he)x]  sera  toujours  égale  à 
l'ordonnée  à  l'origine  de  l'asymptote,  lim(j  — ax).  Nous  verrons, 
en  effet,  qu'il  peut  exister,  dans  certains  cas,  une  asymptote,  sans 
que  la  tangente  à  la  branche  infinie  tende  vers  une  limite  fixe. 

Considérons  le  cas  où  l'équation  peut  se  mettre  sous  la  forme  (i) 
dun°526, 

F  (a?,  y)  =x!?('-)  -hx'"z  [J-  )  +.  ..:=o. 

On  en  tire 

dF 

dx 


+  ffl«m-1x(- 


-S[-y(=)+-*8)+-} 

ou,  en  retranchant  du  second  membre  le  produit  nul 


-r-  =—  U  —  7)i)x'"- 
Ox  v  ' 


■*g)--5H9+^(9+-l 


Ensuite 
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donc 

dF  l  —  m      (y 

dy  dx        y 

dx 


„l—m    t- 


dy  \*J       xl-"l/"  \x) 

Si  donc  -  tend  vers  une  limite  finie  a,  qui  ne  rende  infinie  au- 
x 

cune  des  fonctions  %(«),  •  •  • ,  et  qui  n'annule  pas  </(«),  -y-  tendra 

vers  la  même  limite,  d'où 

y       dï  y       y 

hm  —  —  hm  -  =  a. 
dx  x 

C'est  ce  qui  aura  lieu  encore,  si  l'on  a  çp'(«)  =  o,  avec  xia)  ~  °  et 
'//(a)  difFérent  de  zéro,  etc. 

On  a  ensuite,  pour  l'ordonnée  à  l'origine  de  la  tangente, 

*  —  m '.  (z\, 

dy  _  x'-"1-1  Z  \  r  j 


dx  ,(y\  i  (y\ 


Dans  le  cas  où  (ç>'(a)  ne  sera  pas  nul,  cette  expression  aura,  comme 
l'ordonnée  à  l'origine  de  l'asymptote,  pour  limite 

7» 
?» 

selon  qu'on  aura  / —  m^>  i ,  =  i ,  <^  i  • 

Les  cas  exceptionnels  de  cette  formule  donneraient  lieu  à  une 
discussion  analogue  à  celle  que  nous  avons  faite  pour  les  asym- 
ptotes [528,  529]. 

534.   Si  la  courbe  est  rapportée  à  des  coordonnées  polaires,  et 

Fig.  42. 


que  la  tangente  ait  une  limite  fixe  HI  {fig.  4a),  la  distance  OH 
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de  cette  limite  à  l'origine  sera  la  limite  de  la  perpendiculaire 
abaissée  de  l'origine  sur  la  tangente,  c'est-à-dire  Iim7'sin0;  ou 
encore   ce  sera  la  limite    de   la  sous -tangente   OT,   c'est-à-dire 

lim  ;•  tang  9  =  lim  —  • 

On  cherchera  donc  d'abord,  comme  dans  la  théorie  des  asym- 
ptotes, la  valeur  de  p  pour  laquelle  r  =  oo  .  On  examinera  ensuite 

.  r- 
si  —  tend  vers  une  limite  finie,  lorsque  p  approche  de  sa  limite  a. 

Or,  en  supposant,  comme  au  n°  531 ,  l'équation  ordonnée  suivant 
les  puissances  décroissantes  de  ;*,  on  trouvera,  par  une  réduction 
analogue  à  celle  du  numéro  précédent, 

■ry(Py+r'"x!(p)-*---- 


[l  —  m)rm--/{p)  -+-... 
d'où 

l  —  m 

ri         ri—m-\  y~[p)  ~^~  ■  •  ' 
S*  =  -7  = : 


expression  qui,  en  supposant  <j/(a)  différent  de   zéro,  aura,  pour 
p  =.  a,  la  même  valeur  limite  que  d  [531  ]. 

535.  On  peut  donc  obtenir  généralement  les  asymptotes,  en 
cherchant  les  limites  des  tangentes  à  l'infini,  quand  ces  limites 
existent. 

Exemples.  —   I.   Soit  la  courbe 

Y 


On  a  d'abord 


Jz  =z  COS 


•   y 

xsvn. .r-  y 

dy  .t. 

dx  .    y 

y  sin  — 

J         x 


Or,  pour  x  =  oo  ,  y  étant  fini, 

lim  (  x  sin  —  j  =.  lim  I  y 


—  limj=:i±:  r 
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Donc  lim  -~  =  o  :  ensuite 

dx 


cl  y  ix^y 


=y- 


dx  .  .     y 

">,x-  y  —  x  sin  — 

J  x 

quantité  quia  pour  limite  limj^  =  ±i;  donc  la  courbe  a  pour 
tangentes  limites  à  l'infini  les  droites  y  =  -f- 1,  y  —  —  i ,  qui  sont 
les  asymptotes. 

II.    Soit   la    spirale    hyperbolique    r  =  —  ■    On   a  /'  =  oo    pour 

p  —  ex=z  o.  Ensuite   7*'= >   d'où  S;— — a;    donc   la   sous- 

P 
tangente  a  pour  limite  — a,  ce  qui  détermine  la  tangente  limite 

ou  l'asymptote. 

536.  Il  y  a  des  cas  où  la  courbe  a  une  asymptote,  sans  que  pour 
cela  la  tangente  à  l'infini  tende  vers  une  limite  déterminée.  Consi- 
dérons, par  exemple,  la  courbe  qui  a  pour  équation 


a  étant  ^>  i  et  m  positif.  On  a  d'abord  y  —  o  pour  x  infini;  donc 
l'axe  des  x  est  une  as3rmptote.  Mais,  si  Ion  cherche  la  limite  de 
la  tangente,  on  trouve  bien  que 

dv        cos.r        »?  (<? -^  sin .r) 
dx  —    x"1    '  xm+i 

a  toujours  pour  limite  zéro;  mais  l'ordonnée  à  l'origine  de  la  tan- 
gente 

dv        (i — ■  m)  (a  -h  sin  x)        cos.r 

—  u; 

aura  pour  limite 

,.     cos.r 

—  hm 1 

x"1-1 

quantité  nulle  pour  777  ~>  1  (auquel  cas  la  limite  de  la  tangente  est 
l'asymptote),  indéterminée  et  oscillant  entre  — 1  et  -+- 1  pour 
777  =  1 ,  oscillant  entre  —  ce  et  -j-  00  pour  777.  <^  1 . 

Pour  nous  rendre  compte  de  cette  circonstance,  remarquons  que, 


y  —  x  — 
dx 
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dans  les  environs  du  point  de  contact,  situé  à  une  distance  infini- 

cly  •  y 

ment  grande  de  l'origine,  —  ayant  pour  limite  lim  -i  et  le  point 

de  contact  étant  infiniment  voisin  de  l'asymptote,  la  tangente,  dans 
un  intervalle  fini  à  partir  de  ce  point  de  contact,  différera  infini- 
ment peu  de  l'asymptote.  Mais,  si  l'on  remonte  jusqu'à  l'axe  desj', 
situé  à  une  distance  infiniment  grande  du  point  de  contact,  l'or- 
donnée de  la  tangente  par  rapport  à  l'asymptote  sera  le  produit 
d'un  coefficient  angulaire  infiniment  petit  par  une  abscisse  infini- 
ment grande.  Or  rien  ne  prouve  donc  que  ce  produit  ait  pour 
limite  zéro,  ni  qu'il  tende  vers  une  limite  déterminée. 


§  III. 

LONGUEUR  d'un  ARC  DE  COURBE.  ANGLE  DE  CONTINGENCE. 

DÉTERMINATION  DU  SENS  DE  LA  CONCAVITÉ  d'l'NE  COURBE. 

537.  On  sait,  par  la  XXe  proposition  du  Ier  Livre  d'Euclide, 
que  dans  un  triangle  un  côté  quelconque  est  moindre  que  la 
somme  des  deux  autres,  d'où  il  résulte  :  i°  que  la  différence 
de  deux  côtés  d'un  triangle  est  moindre  que  le  troisième  côté; 
20  qu'un  côté  quelconque  d'un  polygone  fermé  est  moindre  que  la 
somme  de  tous  les  autres. 

Si  donc  un  triangle  a  un  seul  angle  infiniment  petit,  la  différence 
entre  les  côtés  qui  comprennent  cet  angle  est  moindre  que  le  troi- 
sième côté,  et,  comme  celui-ci  est  infiniment  petit  par  rapport  à 
chacun  des  deux  autres,  il  s'ensuit  que  la  différence  des  côtés  qui 
comprennent  l'angle  infiniment  petit  est  infiniment  petite  par 
rapport  à  chacun  de  ces  deux  côtés;  ou,  en  d'autres  termes,  que 
les  deux  côtés  d'un  angle  infiniment  petit  d'un  triangle,  dont  les 
deux  autres  angles  sont  finis,  diffèrent  entre  eux  infiniment  peu. 

Si  l'un  des  deux  angles  finis  est  droit,  cette  différence  est  même 
infiniment  petite  du  second  ordre  par  rapport  à  chacun  de  ces 
côtés;  car,  a,  b,  c  étant  les  côtés  d'un  triangle  rectangle, 

,,         a        1.    «       a~  b             a 
a- — ù-=c,      clou      = 


quantité  infiniment  petite  du  second  ordre,  si  c  est  infiniment  petit 
par  rapport  à  a. 
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On  en  conclut  que,  si  un  triangle  a  deux  de  ses  angles  infini- 
ment petits,  la  différence  entre  le  plus  grand  côté  et  la  somme  des 
deux  autres  est  infiniment  petite  du  second  ordre  par  rapport  à  ce 
plus  grand  côté. 

Il  en  est  de  même  pour  la  différence  entre  un  côté  d'un  poly- 
gone et  la  somme  de  tous  les  autres,  lorsque  tous  ceux-ci  forment 
avec  le  premier  des  angles  infiniment  petits. 

538.  Soit  donné  un  arc  de  courbe  plane.  Nous  supposerons  cet 
arc  convexe,  c'est-à-dire  tel  qu'un  rayon  vecteur,  mené  par  un 
point  fixe,  parallèlement  à  chaque  position  de  la  tangente,  tandis 
que  le  point  de  contact  parcourt  l'arc  d'une  extrémité  à  l'autre,  se 
déplace  en  tournant  toujours  dans  le  même  sens,  sans  jamais  re- 
venir en  arrière. 

Admettons,  en  outre,  pour  plus  de  simplicité,  que  l'arc  soit  tel 
que  l'angle  des  deux  positions  extrêmes  du  rayon  parallèle  à  la 
tangente  soit  moindre  que  deux  angles  droits,  de  sorte  que  les  tan- 
gentes extrêmes  et  la  corde  de  l'arc  forment  un  triangle  contenant 
l'arc  dans  son  intérieur. 

Si  ces  conditions  n'étaient  pas  remplies,  on  partagerait  l'arc  en 
portions  pour  lesquelles  les  deux  conditions  eussent  lieu. 

Si  à  cet  arc  AB  on  inscrit  et  l'on  circonscrit  deux  polygones 
quelconques,  les  longueurs  des  périmètres  de  ces  polygones  seront 
toujours  comprises  entre  celle  de  la  corde  AB  et  la  somme  AT  4-  TB 
des  tangentes  extrêmes.  Donc  ces  périmètres  auront  toujours  des 
longueurs  finies,  quels  que  soient  les  nombres  de  leurs  côtés. 

Si  l'on  subdivise  les  arcs,  en  introduisant  de  nouveaux  sommets 
et  de  nouveaux  points  de  contact,  le  périmètre  du  polygone  in- 
scrit augmente,  celui  du  polygone  circonscrit  diminue,  et,  de  plus, 
le  périmètre  du  polygone  inscrit  est  toujours  moindre  que  celui 
du  polygone  circonscrit. 

Soit  maintenant  AM  (fig.  43)  un  arc  infiniment  petit.  La  corde 
AM  fera  un  angle  infiniment  petit  avec  la  tangente  en  un  point 
quelconque  de  l'arc  AM,  ainsi  qu'avec  toute  corde  sous-tendant 
une  portion  quelconque  de  l'arc  AM.  Il  résulte  de  là  :  i°  que 
la  corde  infiniment  petite  AM  diffère  infiniment  peu  de  toute 
portion  de  polygone  infinitésimal  circonscrit  à  la  courbe ,  com- 
prise entre  les  ordonnées  des  extrémités  A  et  M;    i°  que  cette 
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corde  diffère  infiniment  peu  de  toute  ligne  polygonale  inscrite  dans 
l'arc  AM. 

Il  s'ensuit  de  là  que  la  somme  des  cordes  infiniment  petites,  ou 
le  périmètre  d'un  polygone  inscrit,  dont  tous  les  côtés  sont  infini- 
ment petits,  diffère  infiniment  peu  du  périmètre  d'un   polygone 

Fis-  43. 


infinitésimal  circonscrit  au  même  arc  fini  AB.  Si  donc  on  multi- 
plie indéfiniment  le  nombre  des  côtés  des  deux  polygones,  les  deux 
périmètres,  l'un  croissant,  l'autre  décroissant,  et  différant  l'un  de 
l'autre  infiniment  peu,  tendront  vers  une  limite  commune,  plus 
grande  que  chacun  des  polygones  inscrits,  plus  petite  que  chacun 
des  polygones  circonscrits. 

On  verrait,  d'ailleurs,  par  un  raisonnement  tout  pareil  à  celui 
du  n°  237,  que  cette  limite  est  indépendante  du  mode  de  subdivi- 
sion de  l'arc  en  parties  infiniment  petites  par  les  sommets  du  po- 
lygone inscrit  ou  les  points  de  contact  du  polygone  circonscrit. 

Cette  limite  commune  des  périmètres  des  polygones  inscrits  et 
circonscrits  à  un  arc  de  courbe  est  ce  qu'on  nomme  la  longueur 
de  l'arc  de  courbe. 

Cette  limite  jouit  de  toutes  les  propriétés  des  polygones  inscrits 
et  circonscrits,  indépendantes  du  nombre  des  côtés. 

539.  Si  l'on  considère  un  arc  infiniment  petit,  compris  entre  les 
points  [x,  y)  et  (x  +  dx,  y  H-  dy),  sa  corde  ds  ~  \Jdx-  4-  dy2 
différera  infiniment  peu  d'un  polygone  quelconque,  inscrit  ou  cir- 
conscrit à  cet  arc.  Elle  différera  donc  aussi  infiniment  peu  de  la 
longueur  de  l'arc;  donc  on  peut,  aux  infiniment  petits  près  d'ordre 
supérieur  au  premier,  prendre  la  corde  ds  pour  la  longueur 
même  de  l'arc  infiniment  petit,  et  la  longueur  d'un  arc  fini  sera 
égale  à  la  limite  de  la  somme  de  ces  éléments  infiniment  petits  ds. 

Ainsi  la  longueur  d'un  arc  de  courbe  dont  les  extrémités  ont 
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pour  abscisses  x0  et  X  sera  exprimée  par  l'intégrale 


ds=  !        \lclx1  4-  <^2  =   /       dx  \j 

X=.  X„  1/  xn  %) xn 


I-r-j' 


Remarquons,  de  plus,  que  la  différence  entre  la  corde  et  un 
quelconque  des  polygones  inscrits  ou  circonscrits  à  l'arc  infinité- 
simal, est  infiniment  petite  du  second  ordre  par  rapport  à  la 
corde;  elle  est  donc,  absolument  parlant,  du  troisième  ordre.  Donc 
un  arc  infiniment  petit  diffère  de  sa  corde  d'un  infiniment  petit 
du  troisième  ordre. 

540.  Le  calcul  de  l'intégrale  qui  exprime  la  longueur  d'un  arc 
de  courbe  constitue  le  problème  de  la  rectification  de  cette  courbe. 
Donnons-ën  quelques  exemples. 

ï.   Soit  la  parabole  cubique 


On  a 

d'où 


lydy  =  3x-dx, 


ds*  =  dx*  -h    ^  dx*  =  (  14-  S  -T.    !  .■/.: 


C  -,        I         Q  8  /         q     \l        „ 

,?  =3   i  dx  i  /  ï  H-  V  -^  =  —     1+7J;        -i-  C, 

J     V      4      27v     4  y 

la  constante  arbitraire  dépendant  de  l'origine  à  partir  de  laquelle 
on  mesure  l'arc. 

II.   Soit  la  cycloïde  représentée  par  les  équations 

x  =  a[t  4-  sinï),  y  =  a[\  —  cos?). 
On  a 

dx  =z  adt[i -\-cost),  dy  =  asmtdt, 
d'où 

dy*—  «2(i  —  cosf)  (1  4-  cos?)  dfi-=ay[\  4-  cos?)  dt'-, 

ds*  =  dx'-  4-  dy'-  =  a2  ^2  [ (  1 4-  cos  f  ) 2  4-  sin2  ? ]  —  ia'-  df-  (  1  4-  cos  t )  =  —  rfj  •* , 
et  par  suite,  en  comptant  l'arc  à  partir  du  sommet  de  la  courbe, 

\lia 


=  f" 
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III.  L'équation  de  la  spirale  d'Archimède  étant  r  =  ap,  on  en 
tire  dr  =  adp,  et  par  suite  [515] 


ds*  =  dr1  -+-  r2  dp*-  =  a?  dp*  (  i  +  p*  ) ,     d'où     s  =  aj  dp  J i  -h  p*. 
Si  l'on  pose  p  =  Shcj,  il  vient 

s  =  afCh^fdf  =  -  aj (i  +  Cli2a>)ety  =-AypH —  Sh2y  J  -4-  C, 

«  2  2        \  2  —      ~     / 

ou  enfin,  en  comptant  l'arc  s  à  partir  de  l'origine,  ce  qui  donne 

G  =  o, 

s  =  ~  a  [logCp  +  \l l  +  P'1)  +/,^1+/]' 

541.  Soient  M(x,  j^),  M'(,r  H-A,  j^)  deux  points  infiniment 
voisins,  pris  sur  une  courbe  y=f(x).  Désignons,  sans  distinc- 
tion, par  e  toute  quantité  qui  devient  infiniment  petite  en  même 
temps  que  h.  On  aura,  en  poussant  plus  ou  moins  loin  le  dévelop- 
pement par  la  série  de  Taylor, 

jr,=f[x)1     yi=/'(a:  +  A)=iy/  +  .=jr'H-A(/r  +  «). 
Ayant  ainsi  les  tangentes  des  angles  M'Mx,  TMx,  T'M'<r  {fig-  44) , 

Fig.  44- 


on  en  tire,  pour  les  tangentes  des  différences  de  ces  angles  deux  à 
deux, 

iAfy  +  g)  i     hr" 

tangM'MT  = 


tangMM'A  = 


tang  T'A  T 


i +  (/-+- s)  [f- 


2   I  -+-J 

i     Ay 


>  +  .), 


2   I  +J 
A.) 


^  U  +  8;. 


i+rir  +  e, 

H.  —  Cours  de  Cale,  infin.,  II. 


i  +  r 


I  4- 
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On  a  donc,  à  des  infiniment  petits  du  second  ordre  près, 


M' MA—  MM'A  —  -  T'AT. 

2 


L'angle  M'AT  de  deux  tangentes  infiniment  voisines  s'appelle 
X angle  de  contingence.  On  peut  le  considérer  comme  égal  à  sa 
tangente,  et  il  vient,  en  désignant  cet  angle  par  dx, 

hj" 

dz  — : — -  (  i  -+-  s  ) . 

i+  y2  v       ; 

C'est  ce  que  l'on  aurait  pu  obtenir  directement,  en  différentiant 

l'équation 

t  =  arc  tangjr'. 

On  voit,  en  même  temps,  que  le  triangle  AMM'  est  isoscèle,  de 
sorte  que  les  tangentes  issues  d'un  point  infiniment  voisin  de  la 
courbe  sont  égales  (aux  infiniment  petits  près  d'ordre  supérieur 
au  premier). 

L'angle  M'MT  de  la  corde  avec  la  tangente  est  égal  à  la  moitié 
de  l'angle  de  contingence  correspondant  à  l'arc  sous-tendu  par 
cette  corde. 

Le  rapport- — - —  étant  infiniment  peu  différent  dey',  on  peut 
écrire,  en  remplaçant  h  par  dx, yx- — y  par  dy, 

1  ~r 


h 

c'est-à-dire 

as*     v  ' 

S42.   On  a  ensuite,  pour  la  distance  du  point  A  à  la  corde, 

.  ^       i         ,                         ds  dz  .  ,        i    ,    . 

AP  =  -  MM'  tancTMM'  = (  i  +  s  )  =  -  dsdr, 

2  &  2     2     V  '  4 

aux  infiniment  petits  près  du  troisième  ordre,  c'est-à-dire 

i  j"dx3 
AP  —  _■£ . 

4      ds 
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L'aire  du  triangle  des  deux  tangentes  est 

AMM'  =  -  MM'.  AP  =  -t  ds\h  =  J-  r"dx\ 
2  S  tr 

La  flèche  PQ  =  ^  MM' tangQMM'.   Or  le  point  Q  correspond 

à  une  abscisse  égale  à  x  -} —  h,  aux  infiniment  petits  près  de  l'ordre 

de  PA,  c'est-à-dire  aux  infiniment  petits  près  du  second  ordre. 
On  a  donc,  h  différant  infiniment  peu  de  h', 

tangQM*  =  ^ ^      ■        >  =/  +  i=/+  -  (**  +  ■)• 

Donc 

tangQMM'  =  tang(M'Mx  —  QM*)  =  j    -  ^  ~^,      ==  7  d-, 

d'où 

PQ  =  1  dsch  =  QA  =  -  AP, 
0  2 

comme  cela  a  lieu  pour  la  flèche  d'un  arc  fini  de  parabole,  menée 
parallèlement  à  l'axe. 

543.  Soit  y.(x  H-  \,  j  H-  yj)  un  point  de  l'arc  MM'.  On  aura 

2 

quantité  qui  ne  diffère  que  d'un  infiniment  petit  du  troisième 
ordre  de  l'ordonnée  d'une  parabole  ayant  son  axe  parallèle  à  l'axe 
desj.  L'élément  d'aire  du  segment  MAM'  diffère  donc  infiniment 

peu  de  l'élément  d'aire  (  y'\  H — J'"'£'2  )  d\  de  cette  parabole  ;  donc, 

d'après  une  propriété  connue  de  la  parabole,  l'aire  du  segmentMQM' 

2  1 

est  les  -  du  triangle  MAM',  et  a  pour  valeur  — y" dxz . 

544.  La  différence 

MP  ^ds         I   / Vt\2         1 

MA-MP=  — =f (i-cosM'MA)  =  -^-f-  •  -     -      =  —  ds  dr*  ; 

cosMMA  COS-2-r/r     2  \  2  /  10 

3. 
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donc  la  différence  entre  la  somme  des  tangentes  et  la  corde 

MAM'  —  MPM'  ==  ^  ds  d^ 
o 

est  du  troisième  ordre,  et  il  en  est  de  même,  à  plus  forte  raison, 
de  la  différence  entre  l'arc  et  la  corde. 

On  peut  d'ailleurs  calculer  cette  différence  directement.  On  a, 
aux  infiniment  petits  près  du  quatrième  ordre, 


afrcMM'  =  f.  Jd?-hdn*=f   d%  y  i  +  (y'  -H  f'I  +  \f'^  Y 

_V  J     J0  L  2(1+7")  2(I+J'^J 

v     '  J    L       a(.-H.r")+         6(*+j'2)2         "J' 
corde  MM'=  V^'2  +  (ji-j)2  =  *  i/  «  +  (j'  +  ^  j"  h  +  g  j'"^2)  * 

=**-4,+»-Fïy?)  +  ^^ »WfJ' 

En  prenant  la  différence  entre  ces  deux  valeurs,  on  a 


i 


arc  —  corde  =  — -,  A3  J  i  +  r'2  (  — : -     =  — 7  ds dz1  : 

24      v  \i+J7         24 

donc  la  différence  entre  l'arc  et  la  corde  est  le  tiers  de  la  différence 
entre  la  corde  et  la  somme  des  tangentes  menées  à  ses  extrémités. 

54o.   Soit  M" [x  -h  h  -f-  7^,,  r2)  [fig-  4^)  un  nouveau  point  de 
la  courbe.  Si  l'on  mène  la  corde  M 'M7,  on  aura 

tanglL'M'*  =  />  +  *  ^  )-/(■* +  *)  =f,[x  +  h]+z  =y,+  , 

"1 

=/'(*  + A)  +  |  [/*(*)  +  s]  =  /'(*)  +  2^±--1  (jr'  +  n), 
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d'où 


h  +  /#, 

— : —  [r  • 


'2  v   n    bh 


l+j"+5  2  I-Hjr 


quantité  égale  à  tangM'AT,  lorsque  ht  est  égal  à  7z,  ou  infiniment 
peu  différent  de  h,  comme  cela  arrive  lorsque  la  différentielle  de  x 


est  constante,  ou  qu'elle  correspond  à  un  accroissement  constant 
d'une  variable  dont  x  est  une  fonction  continue.  Donc,  lorsque  h 
est  constant  ou  varie  d'une  manière  continue,  l'angle  de  deux 
cordes  consécutives,  infiniment  peu  différentes  entre  elles,  est  égal 


à  l'angle  de  contingence. 


Autrement,  on  a 


d^-l  =  d[y'+^ 


d'où 


7                   yt  —  Y            dly'  -4-  s)  ,  .   ,  , 

«arc  tang  ■ — - — -  — — — =  (i  +  ejaarc  tangj  , 


i+(j'+£)2 


c'est-à-dire  =(i+  î)c!t. 


546.  Sens  de  la  concavité  d'une  courbe.  —  Une  courbe  est  dite 
concave  vers  le  haut  (ou  convexe  'vers  le  bas),  lorsque,  dans  le  voi- 
sinage du  point  considéré,  elle  est  située  au-dessus  de  la  tangente 
en  ce  point.  Elle  est  dite,  au  contraire,  concave  vers  le  bas  (ou 
convexe  vers  le  haut),  lorsqu'elle  est  située  au-dessous  de  la  tan- 
gente. 

La  courbe  sera  concave  vers  le  haut  si,  pour  une  abscisse  x-\-h 
infiniment  voisine  de  l'abscisse  x  du  point  de  contact,  l'ordonnée  Y 
de  la  courbe  est  algébriquement  plus  grande  que  l'ordonnée  m  de 


38  LIVRE    III.  —   CHAP.     I,    §    III. 

la  tangente.  Or  on  a,  pour  l'abscisse  x  -+-  h, 

r,=y-^hy',     Y=y-+-hy'-\ (j"+5), 

2 

d'où  l'on  tire 

A2 

*-i  =  -(.rr+«). 

quantité  qui,  pour  h  assez  petit  et  j  "  différent  de  zéro,  sera  de 
même  signe  que  y";  donc,  pour  j"^>o,  la  courbe  est  concave 
vers  le  haut.  Au  contraire,  pour  j"<^o,  la  courbe  sera  concave 
vers  le  bas. 

547.  On  peut  estimer  de  la  même  manière  le  sens  de  la  conca- 
vité par  rapport  à  la  direction  des  abscisses  positives.  Si 

—  =  x"  =  —■— 
<If'2  ~        j'3 

est  positif,  la  courbe  tournera  sa  concavité  du  côté  des  x  positifs 
ou  vers  la  droite;  si  x"<^o,  la  courbe  sera  concave  vers  la  gauche. 
Remarquons  que  la  quantité  x"  est  de  même  signe  que 

ou  encore  de  même  signe  que  —  — ,-• 

548.  Si  j  "  est  de  même  signe  que  y,  ou  si  l'on  a  yj  "  'z>  o,  la 
courbe  sera  convexe  vers  V axe  des  x.  Si  yj  " <^  o,  elle  sera  con- 
cave vers  l'axe  des  x. 

De  même,  elle  sera  convexe  ou  concave  vers  V  axe  des  y,  suivant 
que  xx"  sera  positif  ou  négatif. 

Exemple.  — ■  Considérons  la  cycloïde  allongée  ou  raccourcie, 
représentée  par  les  deux^équations 

x  =  a(nt — sinf),     y  =  a(i  —  cosl). 
On  tire  de  ces  équations 

dx  =  adtin  —  cos/),      dy  =:  adt.ûnt,      d'où      y'= •> 

K  '         J  '  ■  n  —  cost 

,   ,        n  cosr  —  i  zzcosf — i 

«)    =  ; n»*i      doù    /  = 


(n  —  cost)2  a(n  —  cost) 
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Pour  n  <[  i,  ce  qui  est  le  cas  de  la  cycloïde  raccourcie,  y"  change 
de  signe  avec  n —  cosf,  et  la  concavité  change  de  sens.  Pour 
n  ^>i,  ce  qui  répond  à  la  cycloïde  allongée,  c'est  le  numérateur 
de  y",  au  lieu  du  dénominateur,  qui  change  de  signe.  Pour  n  =  i, 
j  "  est  toujours  négatif,  et  la  courbe  toujours  convexe  vers  le  bas. 
Le  sens   de   la  concavité  relativement  aux  x  dépend  du  signe 

y11  ji  COSf  I 

du  rapport  — —  = : — ; r-.->  c'est-à-dire  du  signe  de 

11  y'  a$,mt[n  —  cosfj-  ° 

i  —  n  cos  t 


suif 

Remarquons  que  la  détermination  du  sens  de  la  concavité  d'une 
courbe  revient  à  examiner  si  y'  croît  dans  le  même  sens  que  x  ou 
en  sens  contraire. 

5-49.  Points  d'inflexion.  —  Si  y  "  s'annule,  alors  la  différence 
Y -j=  g  #>(/"+ s) 

changera  de  signe  avec  7^,  de  sorte  que,  d'un  côté  du  point  de  con- 
tact, la  courbe  est  au-dessus  de  la  tangente,  tandis  que,  de  l'autre 
côté,  elle  est  au-dessous.  On  dit  alors  que  la  courbe  présente  un 
point  d'inflexion. 

Remarquons  que  les  conditions  d'existence  d'un  point  d'in- 
flexion reviennent  à  celles-ci  \}xy'=o,  D^j' différent  de  zéro. 
Ce  sont  là  précisément  les  conditions  du  maximum  ou  du  minimum 
dey',  comme  on  pouvait  le  prévoir  a  priori. 

Si  j  "'  s'annule  en  même  temps  que  j  ",  il  faut  alors,  pour  qu'il 
y  ait  inflexion,  que  la  première  des  dérivées  suivantes  qui  ne  s'an- 
nule pas  soit  d'ordre  impair. 

Cela  revient  à  chercher  la  condition  pour  que  y"  change  de  signe 
lorsqu'on  passe  de  l'abscisse  x  —  h  k  l'abscisse  x  -j-  h,  c'est-à-dire 
pour  que  la  concavité  de  la  courbe  change  de  sens.  C'est  là  le  seul 
caractère  que  l'on  puisse  employer  dans  le  cas  où  le  minimum  de 
y'  correspondrait  à  y"  =■  co  [392]. 

La  règle  serait  en  défaut  si  la  valeur  j  "  =  co  ,  même  accompa- 
gnée d'un  changement  dans  le  sens  de  la  concavité,  correspondait 
à  un  maximum  ou  à  un  minimum  de  x.  Dans  ce  cas,  pour  juger 
s'il  y  a  inflexion,  on  examinerait  s'il  y  a  changement  de  sens  de  la 
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concavité  dans  la  direction  des  x,  c'est-à-dire  s'il  y  a  changement 

y" 
de  signe  àey'y"  ou  de  ~  [547]. 


550.  Exemples.  —  I.  La  courbe  y  =  — —  a  une  inflexion  pour 

,(3-*) 

c'est-à-dire  pour  x  =  3. 

II.  La   courbe  y  =  x-  —  x''    a    deux   points    d'inflexion   pour 


v4 


'6 

III.   Si  l'on  considère  la  cycloïde  allongée  ou  raccourcie  [548], 

on  a. y"  =  o  pour  cos£0  —  -•>  ce  qui  ne  peut  convenir  qu'au  cas  de 

n~^>  i  ou  de  la  cycloïde  allongée.  On  voit  bien,  dans  ce  cas,  que  y" 
change  de  signe  avec  t — 10,  et  par  suite  avec  h  =  x  —  x0. 

Dans  le  cas  de  la  cycloïde  raccourcie,  y"  devient  infini  et  change 

de  signe  pour  cost  =  /z;  mais  alors  —  s'annule  et  change  aussi  de 

signe  ;  donc  x  passe  par  un  maximum  ou  par  un  minimum.  D'autre 

part,  —f  ne  change  pas  de  signe,   ce  qui  montre  que  la  valeur 

y 

cos£  =  ri  ne  correspond  pas  à  une  inflexion. 

Pour  la  cycloïde  ordinaire,  72  =  1,  yl/  = ; r-5  valeur 

J  '  ,J  a(i-cost)2 

toujours  négative;  donc  la  courbe  est  toujours  concave  vers  le  bas, 
et  n'a  pas  d'inflexion.  Pour  t  z=  o,  on  a.  y"  —  co  ,  valeur  qui  corres- 
pond à  un  point  de  rebroussement. 

551.  Si  la  courbe  est  rapportée  à  des  coordonnées  polaires,  le 
sens  de  la  concavité  par  rapport  à  l'origine  sera  donné  par  le  signe 
de  la  différence  OT  —  OM'  (fîg.  4°*)  entre  les  rayons  vecteurs  de 
la  courbe  et  de  la  tangente  dans  le  voisinage  du  point  de  contact. 
Or,  en  menant  MN  perpendiculaire  sur  OM',  on  a 

MTN  =  Q  —  h,     OM'=  r  +  dr  —  r  -f-  r'h  4-  -  (r"  H-  el  h\     ON  =  r  cos/i, 

2  v 
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d'où 


M'N  =  r(i  —  cos/i)  4-  r'h  +  -  (r"  +  s)  /i8. 


On  a  ensuite 


TN  =  r  sin/z  cot  [0  —  h)  =  r  sinh    cot  9  +    .      *  h 
v  sin26 


r'  sin  A  H /*«  (  i  +  e  ) . 


On  a  d'ailleurs,  aux  infiniment  petits  près  du  troisième  ordre, 

]  —  COS/z  =r  -  h*,      sm/i  =  h  ; 
2 

donc 

TM'=TN-  M'N  =  —-  rh*~—  -  r"lf+  r—^-—  h'-  =  fr2+2r'2-  /r")  —  • 
2  2  /•  2r 

Cette  expression  peut  se  mettre  sous  la  forme 

2  yr  '  r/         2«- 

I 

en  posant  u  =  — •, 

C'est  donc  le  signe  de  u  -f-  m"  qui  déterminera  le  sens  de  la  con- 
cavité. Pour  u-\-u"^>o,  la  courbe   sera  concave  vers  l'origine; 


pour  u  -+-  m''^  o,  elle  sera  convexe  vers  l'origine,  dans  l'hypothèse 
de  r  et  de  u  positifs.  Si  r  et  u  étaient  négatifs,  on  aurait  dû  prendre 
la  différence  entre  M'O  et  O'T  en  sens  contraire,  et  la  courbe  se- 
rait concave  ou  convexe  vers  l'origine  suivant  que  u~\-u"  serait 
négatif  ou  positif. 

Si  l'on  considère,  par  exemple,  une  section  conique 

Au  =  i  -f-  e cos/>, 
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on  a 

ku"  =  —  e  cosp,      d'où     u  -+-  u"  =  -  ~^>  o  ; 

donc  la  courbe  est  concave  vers  l'origine  lorsque  le  rayon  vecteur 
est  positif,  convexe  lorsqu'il  est  négatif. 

Les  points  d'inflexion  sont  donnés  par  la  condition  que  M'T 
change  de  signe  avec  h.  Il  faut  pour  cela  que  u  -{-  u"  change  de 
signe,  et  par  suite  qu'il  s'annule  en  général,  et  quelquefois  qu'il 
devienne  infini. 

§  iv. 

COURBURE    UES    COURBES    PLANES. 

552.  L'angle  TAT',  dont  dévie  la  tangente  aune  courbe  lorsque 
le  point  de  contact  passe  d'une  extrémité  à  l'autre  d'un  arc  MM' 
(Jîg-  47)?  s'appelle  la  courbure  absolue  de  cet  arc.  Cet  angle  est 
égal  à  l'angle  MOM',  que  font  entre  elles  les  normales  menées  aux 
extrémités  de  l'arc. 

Si  la  courbe  est  un  cercle  de  rayon  p,  on  a,  en  désignant  par  s 

Fig.  /,7. 


la  longueur  de  l'arc  MM',  et  par  9  la  courbure  absolue  de  cet  arc, 

p 

donc,  dans  un  même  cercle,  la  courbure  absolue  est  proportion- 
nelle à  l'arc.  Pour  une  même  longueur  d'arc  prise  dans  des  cercles 
différents,  elle  est  inversement  proportionnelle  au  rayon  du  cercle. 
La  courbure  spécifique  d'un  cercle  est  la  courbure  absolue  d'un 

arc  égal  à  l'unité  de  longueur.  Elle  est  donc  représentée  par-» 
Si  maintenant  s  désigne  un  arc  quelconque  de  cercle,  et  que  ô  soit 
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sa  courbure  absolue,  comme  on  a  s  =  6p,  il  s'ensuivra  que  la  cour- 
bure spécifique  du  cercle  sera  exprimée  par  le  rapport 

ï  _  9 

P  ~~  * 

Dans  le  cas  d'une  courbe  quelconque,  le  rapport  -  sera  dit  la 

courbure  moyenne  de  l'arc  de  longueur  s,  dont  Q  est  la  courbure 
absolue.  Ce  sera  la  courbure  spécifique  d'un  cercle  qui,  pour  une 
même  longueur  d'arc,  présenterait  la  même  courbure  absolue. 
Si  l'arc  s  est  infiniment  petit,  la  quantité 

-  =  lim  - 

P  s 

sera  la  courbure  du  cercle  de  même  courbure  spécifique  que  l'arc 
infiniment  petit  s.  C'est  ce  qu'on  appellera  simplement  la  courbure 
de  la  courbe  au  point  considéré.  Le  rayon  p  ainsi  déterminé  se 
nomme  le  rayon  de  courbure.  Si,  sur  la  normale  au  point  M,  on 
porte,  dans  le  sens  de  la  concavité  de  la  courbe,  une  longueur 
OM  =  p,  le  point  O  sera  le  centre  de  courbure,  et  le  cercle  décrit 
de  ce  centre  et  du  rayon  p  sera  le  cercle  de  courbure. 

En  appelant  x  l'angle  que  fait  la  tangente  en  M  avec  une  direc- 
tion fixe  quelconque,  la  variation  dx  de  cet  angle  sera  la  déviation 
infiniment  petite  de  la  tangente,  en  passant  d'une  extrémité  à 
l'autre  de  l'arc  ds.  On  pourra  donc  mettre  les  expressions  de  la 
courbure  et  du  rayon  de  courbure  sous  la  forme 

ï         eh  fis 

p         ds  di 

Ainsi  le  rayon  de  courbure  est  égal  à  l'élément  d'arc  divisé  par 
l'angle  de  contingence  [541]. 

553.  Le  centre  de  courbure  est  la  limite  du  point  d'intersection 
de  la  normale  en  M  avec  la  normale  en  un  point  infiniment  voisin. 
En  effet,  les  quatre  points  M,  O,  M',  A  étant  sur  un  même  cercle, 
l'angle  inscrit  MO  M'  a  pour  mesure  l'arc  de  cercle  MAM',  divisé 
par  le  diamètre  OA.  En  posant  donc  MOM'^TAT'^:  6,  on  a 

arc  MAM' 

AO  = 
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Mais,  pour  MM'  infiniment  petit,  chacun  des  arcs  qui  aboutissent 
aux  mêmes  extrémités  M,  M'  diffère  infiniment  peu  de  la  corde 
commune  [537,  544],  et,  par  conséquent,  ces  arcs  diffèrent  infi- 
niment peu  entre  eux.  On  peut  donc,  dans  la  limite  de  rapport, 
remplacer  l'arc  de  cercle  MAM'  par  l'arc  de  courbe  MBM'  ou  ds. 

On  a  donc 

ds 

hm  AO  =  hm  MO  =  IimT=p, 
ck 

et,  par  conséquent,  le  point  O  a  pour  limite  le  centre  de  courbure. 

554.   Si  l'on  prend,  pour  fixer  la  direction  de  la  tangente,  son 
angle  avec  l'axe  des  x,  on  a 

dy        , 


d'où 


&  dx 


dx2 
dr  =  cos2~  dy'  =  — — -   dy' , 
J  ds2     J 


comme  nous  l'avions  trouvé  au  n°  534.  Donc 

i  _  dr  _  dx^-dy'  _  fdxy  dy' 
p         ds  ds*  \ds  /      dx. 

,   ,  ds*  ds* 


P 


en  posant  [302 


dx 


dl1L 

n       dy  dx 

dx  dx 


ce  qui  revient  à.  y"  =  -yV'  lorsque  la  variable  indépendante  est  x. 
On  peut  encore  écrire 

i  y"  fi-+-.r'2)^ 


ds 
Si  l'on  désigne  par  N  la  longueur  de  la  normale  y  —  [509],  on 

aura  la  relation 

i  _  y*  y"  ]N3 

p— "NT'     P  =  yTf7' 
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Calculons  maintenant  les  coordonnées  du  centre  de  cour- 
bure. Ce  centre  est  sur  la  normale,  qui  a  pour  équation  [507] 

[%  —  x]dx  -\-  ( ïj  —  y )  dy  =  o. 
Le  carré  de  la  distance  de  ce  centre  (|,  y)  au  point  (x,y)  est 

■!)-■■ 


;  y"  dx% 
On  a  donc 


v/(g  — *)2-+-(q— .r 


d'où  l'on  tire  les  valeurs  de  £  —  x,  77  — j)',  mais  avec  une  ambiguïté 

de  signe.  Pour  lever  cette  ambiguïté,  rappelons-nous  que  la  for- 

ds* 
mule  (1)  du  numéro  précédent,  p  =    n       ?  donne  pour  p  dx  une 

valeur  positive  ou  négative,   suivant  que  la  courbe  sera  concave 

vers  le  haut  ou  vers  le  bas  [546].   Or  le  centre  de  courbure  étant 

dans  la  concavité,  r; — y  doit  être  de  même  signe  que  y",  et,  par 

suite,  que  pdx.  Donc  il  faut  prendre  le  signe  supérieur,  ce  qui 

donne 

dy  ds2dy  dx  ds^ 


ds  y" do?'  r        r  ds        y"dxl 

556.   On  peut  arriver  au  même  résultat,  en  cherchant  la  limite 
de  l'intersection  de  deux  normales  infiniment  voisines. 
Soit,  en  général, 

V=V(Ç,  r,,  x, y)  =0 

l'équation  d'une  ligne,  dans  laquelle  £,  y;  sont  les  coordonnées  va- 
riables, et  x,  y,  qui  jouent  le  rôle  de  paramètres,  les  coordonnées 
d'un  point  donné  sur  une  autre  courbe  donnée.  Si  l'on  passe  du 
point  {oc,  y)  au  point  infiniment  voisin  [x  -+-  dx, y  -+-  dy)  de  la 
même  courbe,  l'équation  V=  o  devient 

V  (  ?,  ïj,  x  -f-  dx,  y  -+-  dy  )  =  V  +  dV  =  o, 

la  différence  dV  ou  dx  yY,  étant  prise  par  rapport  à  x,  y,  en  lais- 
sant £,  n  constants.  Pour  avoir  l'intersection  des  deux  lieux  infini- 
ment voisins 

V— o,     Y-hdV=o, 
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il  faut  considérer  ces  deux  équations  comme   existant  simulta- 
nément, ce  qui  revient  à  poser  à  la  fois 

V=o,     dV—o, 

et,  de  ces  deux  dernières  équations,  on  tirera  les  valeurs  de  \  et 
de  n. 

557.   Si  maintenant  V=  o  représente  l'équation  de  la  normale, 
les  deux  équations  précédentes  pourront  s'écrire  sous  la  forme 

Ç—  x  +  j'(u  —y)  =  o,      —  i  -f-/"(vî  —  y)  —  yn  —  o, 

d'où  l'on  tire 

t  -4-  r'2  ds*-  ,     i  -i-  y'2  dyds* 

v  —  y  =    J    =  .j'j~t  '    * ~~  x = ~  y 


f         ydx*      *  y"  y"dxà 

fis*      , -        ,      A» 


P  =  v/(? -  .*)2  4-  [vj  - j-)2  =  ^  -17—7 d 1  +y *  =  ±  — 

'         T  '  y  cLr/  y "  dx6 

le  signe  étant  choisi  de  manière  que  la  valeur  soit  positive,  lorsqu'on 
ne  veut  avoir  que  la  longueur  absolue  de  p. 

558.  On  peut  calculer  l'angle  de  contingence  d'une  autre  ma- 
nière, qui  fait  connaître  en  même  temps  le  centre  de  courbure. 
Pour  cela ,  démontrons  d'abord  une  formule  importante  et  d'un 
fréquent  usage. 

Soient  a,  b  les  cosinus  des  angles  qu'une  droite  mobile  fait  avec 
les  axes  ;  a  -f-  da,  b  -+-  db  les  cosinus  analogues ,  correspondants 
à  une  autre  position  de  la  droite;  0  l'angle  que  font  entre  elles  ces 
deux  positions.  Le  cosinus  de  cet  angle  aura  pour  valeur,  à  cause 
de  a2-hb2=i, 

cos  6  =  a  [a  +  da)  -+-  b  (6  -f-  db)  =  i  -f-  a  da  ■+-  b  db . 

On  a  d'ailleurs 

I  =  (a  +  daf  +  [b  -f-  dbf  =  i  -+-  i{ada  +  b  db)  -f-  da*  +  db\ 

d'où 

ada-h  bdb  —  —  -  (da*-+-db*), 

2   v  ' 
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ce  qui  donne  la  formule  rigoureuse 

\]i  (i  —  cosô)  =  2  sin  -  9  =  \Jda?  4-  dô2. 

Si  maintenant  les  accroissements  rfa,  db  sont  infiniment  petits, 
ainsi  que  l'angle  6  =  rfr,  on  aura 

2  sin  -  0  =  dz, 

2 

aux  infiniment  petits  près  du  troisième  ordre,  d'où  la  formule  gé- 
nérale pour  l'angle  de  deux  directions  infiniment  voisines 


dz  =  s/da*  +  db2. 

559.  Cela  posé,  par  le  point  M(x,j^)  (/%.  48),  menons  la  tan- 
gente MT  en  ce  point  et  la  parallèle  MT'  à  la  tangente  au  point 
M'(x  -h  dx,j  -+-  rfj  ).  Prenons  sur  ces  deux  droites  des  longueurs 
quelconques  égales  entre  elles  MT=MT'— /.  La  droite  TT', 
dirigée  de  T  vers  T',  tendra  vers  le  sens   de  la  concavité  de  la 

Fig.  48. 


courbe,  et  sa  direction  aura  pour  limite  une  parallèle  au  rayon  de 
courbure,  puisque  les  angles  à  la  base  du  triangle  isoscèle  MTT' 
ont  chacun  pour  limite  un  angle  droit. 

Or  les  cosinus  des  angles  que  fait  la  tangente  MT  avec  les  axes 

ont  pour  valeurs  [508]  a  =  — -,  b  ~  —  •  On  aura  donc,  en  appli- 
quant la  formule  (i)  du  numéro  précédent, 


h=V[ 


's)'+('S 


560.   Si  l'on  projette  le   contour  du   triangle  MTT'  sur  l'axe 
des  x,  et  que  l'on  désigne  par  \,  y.  les  angles  que  fait  la  direc- 
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tion  TT'  avec  les  axes,  on  aura 

Wï.a  -f-TT'cosÀ— T'M(a  +  rffl)  =  o, 

ou,  à  cause  de  TT'=  MT.  dz,  aux  infiniment  petits  près  du  troi- 
sième ordre, 

dz  cosl  =  da, 

et  de  même 

dz  cos  y.  =  db  ; 

donc 

da  db  ,      r—z — 

dz  = =  =  ±  Jda-  -+-  db2, 

cos  A         cosp  v 

où  nous  prendrons  le   signe  -f-,   si  nous  voulons  considérer  dz 

comme  une  grandeur  absolue.  Donc,  en  mettant  pour  a,  b  leurs 

1  dx    dy     ., 

valeurs  —■>  —  j  il  vient 
ds    ds 

•       I        dx  i        rfj 

cosa  =  — -  rf  — -5      cosw=  — -a— -» 
dz       ds  dz      ds 

a        dx  a        dy 

Ç  —  07  =:  p  COSA  =  -'-  rf  — -  ,       73  —  V  =  p  SUIA  =  -!—  rf  -— , 

p  étant  pris,  comme  c?t,  en  valeur  absolue. 

561 .  On  a  maintenant,  à  cause  de 

ds^  =  dx"-  -f-  dy2,     dsd%s  =  dxd^x  +  dyd^y, 

dx        ds* d% x  —  dxdsd^s         [dx*  -+-  dr*)d*x  —  dx[dxdl x  -+-  dyd"2y) 
ds  ds2  ds3 

dy  l  dy  d^x  —  dx  d^y)  dx 

ds3  ds3 

et  de  même 

dy 
1  dx .  dx- .  d  — - 

ds  ds3  ' 

les  valeurs  de  £  — x,  «  — y  peuvent  donc  s'écrire 

r' dx}  dy'  dx%dy' 

q-xz=-r-d7dF->    *-*  =  ?-*&* 


,      ds 
ou,  a  cause  de  p  =  —  » 
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ds 
dr 


dxzdy'  dxzdy' 

D'ailleurs 


j_  dx2dyr 


ds  j         \     ds  )         v  ;  \    <r^3     y  ds* 

d'où 

fZr  =  ±: 


<fos 


le  signe  étant  choisi  de  telle  sorte  que  le  second  membre  soit  po- 
sitif. Donc,  en  mettant  pour  dx2  sa  valeur, 


ds2  ds* 


%—x=—y   — — ,      7,—jr 


dx  dy  dx  dy' 

P  =  y/(?  -  xf  +  („  -jr)2  =  ±  ^-77  V7'  +/2 


dxdy'  dx'1  dy' 

le  signe  étant  choisi  de  manière  que  la  valeur  de  p  soit  positive. 
On  retrouve  ainsi  les  résultats  du  n°  557. 


On  peut  mettre  l'expression  (2)  [559]  de  dx  sous  une  autre 
forme.  Des  égalités  dx-  -+-  dy2  —  ds2 ,  dx d2 x  ■+■  dy  d2y  =  ds d2 s 
on  conclut 

2_  ds*~{d2x*-h  d2f)  —  idsd2s{dxd2x^-dyd2y)  +  d2sl{dx2^-dy2) 

c    -  dV~ 

_  ds2{d2x2-+-d2y2)— 2dsd*s.dsd*s+d2s*.ds*  _  d2x*-±d*y*—d2s* 

~~  d?  ~~  d?  ' 

d'où 

(3)  dx  =  j  sjd2x^  +  d2y*—d2s2. 


Il  est  facile  de  démontrer  cette  dernière  formule  directe- 
ment. Prenons  sur  la  courbe  trois  points  consécutifs  (fig-  4s>)> 

M  (x,  y),      M'  (x  +  dv,  y  +  dy), 

M"[x  +  dx  +  d[x  +  dx),    y  -h  <r/j  +  d( y  -f-  dy)], 

H.  —  Cours  de  Calcul  infi.11.,  II.  4 
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et  calculons  l'angle  des  deux  cordes  consécutives  infiniment  peu 

*'%•  49- 

(m" 


différentes  MM'M(,  M'M",  angle  que  nous  avons  vu  être  égal  à 
l'angle  de  contingence  [545].  Soient  l'arc 

MM'=ds, 
l'arc 

M' M"  =ds  H-  d*  s. 

Sur  le  prolongement  de  MM'  prenons  M'M1  =  MM'  =  ds  [544]. 
Les  coordonnées  de  M,  seront  x  -+-  idx,  y -h  idy.  Par  consé- 
quent, la  distance  M,  M"  a  pour  expression 


M1M*=  )/dixi^-dtjs. 

En  projetant  d'ailleurs  M'M,  sur  M'M",  on  a,  à  un  infiniment 
petit  près  d'ordre  supérieur  au  second  [537],  M'P  =  M'M<  =  ds, 
d'où  PM"=  d2s,  et,  de  plus,  Mi  P  =  dsdx.  Donc 


dsdz  —.  ^M"2  —  M"P2  =  <Jd*x*+  d%f~—  d*sK 

Si  l'on  s'était  appuyé  sur  le  résultat  que  l'on  vient  de  trouver 
directement  au  lieu  de  partir  de  la  proposition  du  n°  545,  on  aurait 
obtenu  une  nouvelle  démonstration  de  cette  proposition. 

On  a,  d'ailleurs,  d'après  ce  qui  précède, 

ds^dx*  —  [dx%  -Y  d/~)  [d^x*  +  d2j2)  —  [dxePx  +  dyd^yf 
=  ( dx cPy  —  dy d*-xf  =  dxk  (ddr 

d'où 


i        _i_  ^x%   ,  dy 
ds%       dx  ' 


comme  on  l'avait  trouvé  par  d'autres  procédés. 
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564.   Considérons  maintenant  le  cas  où  la  courbe  est  rapportée 
à  des  coordonnées  polaires.  Nous  avons  vu  [516]  que  l'on  a 

T  rrr  p  -+-  d,       d'où       ch  =  dp  -f-  dd. 

Or  on  a 

tang9=-,;      d  où      sec*  QdQ  =  d  — -5 
.     r  r 

r/r2       r         dr1  dr*- —  rd*- r         ,     /2-r/ 


<ft2      r'        *fcs        r'2r//j  '     /-2H-r'2 

/  dr*—rcPr\  .    idr*  —  rd*  r  ■+-  r*  dp* 

ou  enfin 

2r'2  rl,ll 


dz  =  dp 

i     -r-  i 

d'où  l'on  tire 

_ds  _  ^3  _       (a-2-4-/-'2)2 

<t/t        dp^idr'1 — rd'1  r -\~  r- dp-}         f--r2r'-- — rr" 


Si  l'on  fait  le  même  calcul  en  introduisant,  au  lieu  de  /',   son 
i 
r 


inverse  u=  -•>  on  aura  [517] 

tango  == -, 

et  l'on  en  tire  [518] 

_(u-+-u")udp  __(k8H-«'8)8  _   «3N3  i  u  +  u" 

u'- 

565.  Cherchons    les    coordonnées    du   centre    de   courbure  C 

Fi"f.  5o. 


{fig>  5o).  En  abaissant  CS  perpendiculaire  sur  le  rayon  vecteur 
OM,  et  désignant  par  R,  Pies  coordonnées  polaires  du  point  C, 

4- 
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on  a 

MCS  =  0,     CS:=pcos0,     SM=psin0, 

OS  =  Rcos(P  —  p)  =  r—  SM,     CS  — Rsin(P  —  p); 

donc 

dr 

R  sin  ( P  —  p )  =  p  cos 6  =z  p  —, 

Rcos(P—  p)  =  r  —  psin9  —  r  (  i—  ~  ). 


Or  on  a 
Donc 


p  i  dp       d9 

ds        dx  dr        dx 


.    ,~  dr        n         .  .         rdQ 

RsinfP—  p  )  =  -,?      Rcos   P  —  p  )=  —  : 
x  dx  '         dx 

dr 


R  =  —  ddr%  H-  r2dù2,      tang  (P  —  /?  ] 

dx  rdd 

566.  Pour  avoir  le  lieu  des  centres  de  courbure  d'une  courbe 
donnée,  il  suffit  d'éliminer  les  coordonnées  de  la  courbe  entre 
l'équation  de  cette  courbe  et  les  équations  qui  donnent  les  coor- 
données du  centre  de  courbure.  Donnons  quelques  exemples  de 
cette  détermination. 

I.   Soit  la  parabole,  donnée  par  l'équation 

yi  __  2  j.T^      d'0ù.     ydy  =  kdx, 
dx        dy  ds 

~y~k~  jJ^TT^ 

dx  y  dy  k 

ds  Jyi  +  /.a         ds  Jyi  +  p 

Si  l'on  pose,  pour  plus  de  simplicité,  y  ===  AShtp,  d'où  x  =  -  Sh2<p, 
il  viendra 

)     ,„,,  i  i    7_,  ,  Chip   Sha> da>  . 

cos/  =  —  rfThop^r  — — ,  cosfx  =  --<r/Sechffl  = H-'-t^ts —  — —  Th©, 

rfr  Lhy  dx  df      Ch2y  r 

<&  =  k  Ch2  y  rfy,      p  =  k  Ch3  y, 

£  —  x  =  pcos).  =  /-Ch1*©,     ïj  — j  =  pcosp  =  —  /Ch2œSh<p, 

Ç  =  *  (|  Sh2 y  -+-  Ch2 $)  =  *(i  +  f  Sh2?),   •<;  =  AShy  (î  —  Ch2?)  =  —  X- Sh3  ?. 
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Eliminant  Shcp  entre  ces  deux  dernières  équations,  il  vient 

équation  du  lieu  des  centres  de  courbure  de  la  parabole. 
IL   Soit  la  chaînette,  représentée  par  les  équations 
x==af,     y~aChœ. 
On  tire  de  ces  équations 

clx  =  ado,     dy  =  aShodo,      ds  =  aChodo, 

dx  i  Sh  wd'j)  dy  do 

a-—  =  d— —  =  cosAat  = rV-1-  >      d—  =  dThm-=cosu.d-=  — -—, 

ds  Cli  y  Ch2y  ds  '  r  Ch2y 

dx  —  — — ,      cosA  =  —  In?>j      cosu=— ; — ? 

Chy  '         Chy 

ds 
p  r= —- ==  r/ Ch2  y,     %  —  x  = — «ShyChy,     ti  ■ — y  =  aChai 
dz  ' 


%  =  a(o—  Chy  Slîy)  =  x  —  y  i/  —^  —  i,      n  =  2«Chy  =  iy. 

III.   Soit  enfin  la  spirale  logarithmique  r  —  aenP.   On  tire   de 
cette  équation 

/=  nr,      r" ' ■==.  n*r,     ds  =  r dp  \j\  -f-  nÈ-=  dr , 


tang 0  —  -,    dd  ■=.  o,     dz  =  dp,     p  =  r ^i-h  n'J 


n 


et,  par  suite, 

Rsin(P  — /?)  =  —-=  «r,     Rcos(P  —  p)  =  o. 

Donc  le  centre  de  courbure  est  sur  une  perpendiculaire  au  rayon 
vecteur,  et  R  =  nr  est  la  sous-normale.  On  voit  aisément  que  le 
lieu  des  centres  de  courbure  n'est  autre  chose  que  la  courbe  elle- 
même,  que  l'on  aurait  fait  tourner  d'un  certain  angle  autour  de 
l'origine. 


51  LIVRE    III.    —   CHAP.   I. 


V. 
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REMARQUES    SUR    LE    CERCLE    OSCTJLATEUR. 

567.   Considérons  deux  courbes,  données  par  les  équations 

f[xty)  =  ot     F(X,Y)=o. 

Si  l'on  suppose  que,  pour  une  certaine  abscisse  X  =  x,  les  deux 
courbes  se  rencontrent,  et  que  l'on  ait  Y  =  r,  la  différence  des 
ordonnées 

Y  +  A(Y'+«),      y-i-h[y-hs) 

qui  correspondent  à  une  abscisse  x  -f-  h  infiniment  voisine  de  x, 
savoir, 

sera  généralement  infiniment  petite  du  premier  ordre  en  même 
temps  que  h.  Cela  arrivera  dans  le  cas  général  où  les  courbes  ont, 
en  leur  point  commun,  des  tangentes  différentes.  On  dit  alors  que 
ces  courbes  sont  séccmtes. 

Si,  outre  la  condition  Y  ~y,  on  a  Y'=j',  alors  la  différence 
des  ordonnées, 

^=^(Y"-j"  +  Sl), 

sera  généralement  infiniment  petite  du  second  ordre,  et  le  rap- 
port de  cette  différence  à  l'accroissement  h  de  l'abscisse,  à  partir 
du  point  commun,  sera  infiniment  petit  du  premier  ordre.  On 
dit  alors  que  les  deux  courbes  ont  entre  elles  un  contact  du  pre- 
mier ordre.  Elles  sont  alors  tangentes  à  la  même  droite. 
Si,  de  plus,  Y"  =  j  ",  la  différence  des  ordonnées 

£A«Bl==.^«(Y*_<r"-hf>) 

est  alors  du  troisième  ordre,  et  le  rapport  de  cette  différence  à  la 
distance  h  est  du  second  ordre.  On  dit  alors  que  les  deux  courbes 
ont  un  contact  du  second  ordre.  Les  valeurs  de  p  étant  les  mêmes 
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pour  les  deux  courbes,  on  voit  qu'elles  ont  même  rayon  de  cour- 
bure et  même  cercle  de  courbure. 

En  général,  si,  pour  l'abscisse  X  =  x,  on  a  les  n  -4-  i  égalités 

Y  =  jj,     r=zy\     T'  =  / Tf»)=^n', 

la  différence  entre  les  ordonnées  <j1,Y1  des  deux  courbes  qui  ré- 
pondent   à   l'abscisse  infiniment  voisine   x-+-h    sera    infiniment 

Y   y 

petite  de  l'ordre  ra-f-i,   et  le  rapport     '  delà  différence  des 

ordonnées  à  l'accroissement  d'abscisse  h  sera  infiniment  petit  de 
l'ordre  n.  On  dira,  dans  ce  cas,  que  les  courbes  ont  entre  elles  un 
contact  du  nlème  ordre. 

Remarquons  que  la  définition  que  nous  venons  de  donner  de 
l'ordre  de  contact,  et  qui  est  fondée  sur  la  considération  de  la  dis- 
tance des  points  des  deux  courbes  situés  sur  une  même  ordonnée, 
conduit  à  un  résultat  indépendant  de  la  direction  des  ordonnées, 
pourvu  que  cette  direction  ne  soit  pas  parallèle  à  la  tangente  à 
l'une  des  deux  courbes  au  point  considéré;  car,  si  l'on  mène  par 
le  point  A(xH-/j,J))   {fig'  ^l)  deux  droites  de  directions  quel- 

Fig.  5i. 


conques,  non  parallèles  aux  tangentes  en  M,  les  angles  du  triangle 
infinitésimal  ABC  tendront  vers  des  limites  finies,  et  le  rapport  des 
côtés  AB,  AC  aura  aussi  une  limite  finie.  Donc  AB  et  AG  seront  des 
infiniment  petits  de  même  ordre. 

568.  Soit  une  courbe  (G),  dont  l'équation 

F(X,  Y,  «,«!,...,  an)  =  o 

renferme  72  -f- 1  paramètres  arbitraires  a,at,  .  .  . ,  an.  On  peut  dis- 
poser de  ces  paramètres  de  façon  que  la  courbe  (G)  satisfasse  à 
n  -h  1  conditions  données.  Si  ces  conditions  consistent  en  ce  que 
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la  courbe  (C)  ait  avec  une  courbe  donnée 

un  contact  d'ordre  n,  c'est-à-dire  de  l'ordre  le  plus  élevé  possible, 
la  courbe  (C)  sera  dite  alors  oscalatrice  à  la  courbe  (2)  au  point 

Soient 

F   (X,  Y,  a,  au  .  .  .,  an)  =  0, 

F,  (X,  Y,  Y',  a,  au  .  .  .,  an)  =  o, 


F„(X,  Y,  Y',  .  ..,  !(»),«,  au  ...,an)=o 

les  équations  que  l'on  obtient  en  différentiant  n  fois  l'équation  (1). 
Les  conditions  pour  que  la  courbe  (G)  ait  avec  la  courbe  donnée 
un  contact  d'ordre  n  étant  exprimées  par  les  équations 

(3)  Y  =  j-,     T=y',     Y"=y",    ...,     Y(">=jW, 

pour  X  —  x,  il  en  résulte  que  les  équations  précédentes  devront 
être  vérifiées  quand  on  y  remplacera 

X,  Y,  Y',  -  . .  ,  YW 
respectivement  par  les  valeurs  connues 

*>  y,  j'->  •  •  •  ^  j(ra)- 

On  aura  donc,  pour  déterminer  les  72  -+- 1  paramètres  de  la  courbe 
C),  osculatrice  à  la  courbe  (2)  au  point  (x,y),  les  équations 

F    (x,jr,  a,  au an)  =  o, 

Fi  [x,  y,  j\  a,  au   .  .  . ,  an)  =  o, 


F„(.r,  j,  f ,  .  .  .,  yW,  a,  ay,   .  .  .,  an)  =  0, 

y,  y';  •  •  -rj^  étant  les  valeurs  tirées  de  l'équation  (2)  et  de  ses 
n  premières  dérivées,  et  relatives  à  l'abscisse  donnée  x. 

569.  Supposons  actuellement  que  les  n  -+-  1  conditions  pour  la 
détermination  de  la  courbe  (C)  soient  que  cette  courbe  passe  par 
un  point  (oc, y)  de  la  courbe  (2)  et  par  n  autres  points  de  la  même 
courbe,  correspondants  aux  abscisses  xK,Xz,  •  •  • ,  ocn.  Les  ordon- 
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nées  des  deux  courbes,  correspondantes  aux  abscisses  x,x{, ...,  xn, 
devront  être  respectivement  égales,  c'est-à-dire  que  l'on  devra  avoir 
les  n  H-  i  égalités 

(4)  Y=j,     ¥,=^1,      •■•,     Y„  =  j7i. 

D'après  cela,  l'équation  (i)  fournira,  pour  déterminer  a,af,  .  .  .,an, 
les  72  -f-  i  conditions 

F(jj,  y,    a,  «j,  ...,an)=  o, 
Ff.ru,  jl5  «,  «j,  ...,«„)  =  o, 


FU„,jr„,  «,«!,...,  a„)  =  o. 


Si  l'on  conçoit,  maintenant,  que  les  72  -f-  1  points  donnés  sur  la 
courbe  (2)  deviennent  infiniment  voisins,  la  courbe  (C)  tendra 
vers  une  certaine  limite  ;  cherchons  ce  que  deviennent  alors  les 
conditions  précédentes. 

Soient,  pour  abréger, 

"1>  "25    •  •  •  '  'ln 

les  différences 

En  développant  les  valeurs  des  ordonnées  qui  entrent  dans  les 
équations  (4),  ces  équations  deviennent 

j   0  =  Y-j, 

o=:Y-7  +  ^(r-/)+A(r_7''  +  4 


(5: 


hn  hn 

Y-j  +  -(Y'-j')+^(Y"-y 
1  1.2 


H S_(T(»)_rC»)H-«^. 

1 .2  ...  n  v 

Donc,  pour  que  (C)  passe  par  le  point  (x,  y)  de  la  courbe  (2), 
il  faut  que  l'on  ait  Y  —  y  =  o,  ce  qui  réduit  la  seconde  des  équa- 
tions précédentes  à  Y'  —  y7-4-e1  =  o.  Si  ht,  et  par  suite  e1  de- 
viennent infiniment  petits,  cette  équation  deviendra,  à  la  limite, 
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Y' — j'  =  o,  et  par  conséquent  les  conditions  qui  expriment  que 
les  deux  courbes  ont  deux  points  communs  infiniment  voisins 
seront  Y  =y,  Y'— y',  et  ce  sont  précisément  là  les  conditions 
qui  établissent  entre  les  deux  courbes  un  contact  de  premier 
ordre. 

Ces  conditions  étant  remplies,  la  troisième  équation  (5)  se  ré- 
duit à  Y"" — y" -h  ss—  °-  Si  le  troisième  point  (x2,  y2)  se  rapproche 
indéfiniment  du  premier  (x,y),  e2  devenant  infiniment  petit  avec 
7i2,  on  aura  alors  la  condition  limite  Y"=y",  qui,  jointe  aux  deux 
précédentes,  exprimera  que  les  deux  courbes  ont  trois  points 
communs  infiniment  voisins,  et,  en  même  temps,  qu'elles  ont  entre 
elles  un  contact  du  second  ordre. 

La  quatrième  condition  se  réduit  alors  à  Y'f/ — y'"  -h  s3-—  o, 
d'où  l'on  tire,  à  la  limite,  Y/7— j/,y,  et  ainsi  de  suite.  Si  donc  les 
n  -f- 1  points  se  réunissent  en  un  seul,  on  aura,  pour  les  conditions 
que  doit  remplir  la  courbe  (C), 

Y=j,     Y'  =  jr,     Y"  =  j",    .  ..,  YW  =  yl"\ 

qui  sont  précisément  les  conditions  pour  que  les  deux  courbes 
aient  entre  elles  un  contact  du  nième  ordre  ou  soient  osculatrices. 
Ainsi  la  courbe  cherchée  sera  la  courbe  d'espèce  (G)  oscula- 
trice  à  la  courbe  donnée  (2),  ayant  avec  celle-ci  le  plus  grand 
nombre  possible  de  points  communs  infiniment  voisins,  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  ayant  avec  (2)  un  contact  de  l'ordre  le  plus  élevé 
possible. 

570.  Exemples.  —  I.  Droite  osculatrice.  L'équation  d'une 
droite 

Y:=flX+  b 

contient  deux  paramètres  a,  b.  On  pourra  en  disposer  de  manière 
à  établir,  en  général,  entre  la  droite  et  une  courbe  donnée,  un 
contact  du  premier  ordre.  On  aura,  pour  cela,  les  conditions 

y  —  a.x  -|-  b,     y'  —  a, 
d'où  l'on  tire 

a=y',      b=y  —  .vyf, 

et  l'on  retrouve  ainsi  l'équation  de  la  tangente  [504]. 

Si,  au  point  considéré  de  la  courbe,  on  a  y"=  o  =  Y",  c'est- 
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à-dire,  si  le  point  [x,  y)  est  un  point  d'inflexion  de  la  courbe,  le 
contact  de  la  courbe  avec  sa  tangente  sera  du  second  ordre.  Il  sera 
de  l'ordre  n,  si  l'on  a  à  la  fois 

II.   Cercle  oscillateur .  — -  L'équation  d'un  cercle 

(X  —  a)2  H- (Y  —  |3)2  =  R2 

renfermant  trois  paramètres,  on  pourra  obtenir,  en  général,  entre 
la  courbe  et  le  cercle,  un  contact  du  second  ordre,  en  posant  les 

équations 

[x  —  «)2H-  [y  —  P)2=R5, 

x—  a.  -+-  (y  —  p)y'=o, 

■+j'-+(7-,%"  =  o, 

équations  qui  sont  identiques  avec  celles  qui  déterminent  le  cercle 
de  courbure  [557].  Donc  le  cercle  de  courbure  est  en  même 
temps  le  cercle  osculateur. 

571.  On  peut  démontrer  géométriquement,  comme  il  suit, 
l'identité  du  cercle  de  courbure  et  du  cercle  osculateur.  Le  cercle 
osculateur  étant  la  limite  du  cercle  qui  passe  par  les  trois  points 
infiniment  voisins  M,  M',  M7'  (fi g-  $2),  son  centre  sera  la  limite  de 


l'intersection  des  perpendiculaires  élevées  sur  les  milieux  des 
cordes  MM',  M'M".  Soient  c<,  c2  les  longueurs  de  ces  cordes,  R  le 
rayon  OM',  0  l'angle  M"M'N  des  deux  cordes;  9i}  92  les  angles  des 
perpendiculaires  OP,  OQ  avec  OM'.  On  aura 


sinSi^-i-,      sin02=— 1-> 
2R  2R 
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d'où 


I-1--       ,      COS.,-  ■ 


et,  à  cause  de  6t  -f-  92  =  9, 


On  en    tire,    en  négligeant  des  infiniment  petits    du   troisième 
ordre, 

R5  — Cl  +  C% 


ce  que  l'on  aurait  pu  voir  directement,  en  négligeant  la  différence 
entre  chaque  corde  et  son  arc.  Or  nous  avons  vu  [545]  que  l'angle 
de  deux  cordes  infiniment  petites,  correspondantes  aux  abscisses 

x,  x  -h  h\ ,  x  -f-  h\  -f-  lu,  est 

/>i  -j-  //2       I  -f-j'2      _  hv  -!-  //,  dx 
~~        2         j"  (  1  +  s  j  "~~         2        dx  ' 
donc 

C\  +  c2    dx 


R 


Aj  H-  A2    flf? 


Mais  chacun  des  rapports  —•>  -^  diffère  infiniment  peu  de  —  •,  il  en 

est  donc  de  même  du  rapport —  •  Donc 

11        «i  h-  n% 

ds    dx        ds 
dx    dx        it~        ' 

572.  Le  centre  de  courbure  est  la  limite  de  l'intersection  de 
deux  normales  infiniment  voisines  [553],  tandis  que  le  centre  du 
cercle  oscillateur  est  la  limite  de  l'intersection  des  perpendicu- 
laires élevées  sur  les  milieux  de  deux  cordes  infiniment  petites. 
Bien  que  ces  deux  perpendiculaires  aient  elles-mêmes  pour  limites 
deux  normales  infiniment  voisines,  on  ne  serait  pas  autorisé  pour 
cela  à  en  conclure  immédiatement  l'identité  des  deux  points  de 
rencontre. 

Remarquons,  en  effet,  que,  si  l'on  élevait  une  perpendiculaire  à 
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l'une  des  cordes  en  son  milieu  D  [fig.  53),  et  une  perpendiculaire 
à  l'autre  corde  en  un  point  G  différent  de  son  milieu  E,  la  perpen- 
diculaire GF  aurait  bien  pour  limite  une  normale  à  la  courbe; 
mais   elle  couperait  la  perpendiculaire  DO  en   un  point  F  situé 


à  une  distance  finie  de  O,  si  GE  est  une  fraction  finie  de  la  dis- 

BG 
tance  infiniment  petite  DI.  Donc,  si  le  rapport  —  est  constam- 
ment différent  de  l'unité,  la  limite  du  point  F  ne  sera  pas  celle  du 
point  O.  Il  semblerait  donc,  au  premier  abord,  que  la  limite  du 
point  de  rencontre  de  deux  normales  infiniment  voisines  varie 
suivant  la  manière  dont  on  définit  la  normale,  comme  limite  de 
telle  ou  telle  perpendiculaire. 

La  raison  de  cette  espèce  de  paradoxe  est  que,  si  deux  droites 
font  entre  elles  un  angle  infiniment  petit,  leur  point  de  rencontre 
pourra  se  déplacer  d'une  quantité  finie,  lorsqu'on  fera  varier  la 
direction  de  l'une  de  ces  droites  d'un  angle  infiniment  petit  de 
même  ordre  que  celui  que  les  droites  font  entre  elles ,  ou  lorsqu'on 
fera  mouvoir  l'une  des  droites  parallèlement  à  elle-même  d'une 
quantité  infiniment  petite  du  même  ordre  que  la  perpendiculaire 
abaissée  d'un  des  points  de  l'une  de  ces  droites  sur  l'autre  droite. 

Soient  maintenant  AL,  BL  {fig.  54)  les  normales  à  une  courbe 
aux  points  infiniment  voisins  A,  B.  Si  l'on  remplace  l'une  de  ces 
normales  AL  par  la  perpendiculaire  AJ  à  la  corde  AB,  cette  per- 
pendiculaire faisant  avec  AL  un  angle  infiniment  petit  du  premier 

ordre  (  =  -  ALB  )  [541  ],  son  point  d'intersection  avec  BL  se  trouve 

déplacé,  de  L  en  J,  d'une  quantité  finie,  et  il  est  aisé  de  voir  que 
JL  diffère  infiniment  peu  de  LB.  Si  l'on  mène  maintenant  BO  per- 
pendiculaire à  la  corde  BG,  en  remplaçant  BL  par  BO,  le  point 
d'intersection  se   déplacera  de  nouveau  d'une  quantité  JO,  qui 


62  LIVRE    III.    —    CHAP.    I,    §  V. 

différera  infiniment  peu  de  LB,  si  BC  diffère  infiniment  peu  de 
AB.  Donc,  dans  le  cas  de  AB  =  BC,  AO  diffère  infiniment  peu  de 
AL,  et,  comme  l'angle  OAL  est  infiniment  petit,  le  point  O  est 

Fig.  54. 


infiniment  voisin  du  centre  de  courbure  L,  et  sa  limite  est  la  même. 
Ainsi,  le  centre  de  courbure  est  la  limite  du  point  de  rencontre 
des  perpendiculaires  élevées  aux  extrémités  antérieures  de  deux 
cordes  consécutives  infiniment  petites,  lorsque  ces  cordes  sont 
égales  ou  infiniment  peu  différentes.  Car  c'est  sous  cette  dernière 

condition  qu'on  a  eu  OAL  = -  OBL  =  -  AOB. 
1  2 

Si  les  cordes  étaient  inégales,  le  triangle  BOJ  ne  serait  pas  iso- 
scèle,  puisque  l'angle  des  cordes  ne  serait  plus  égal  à  celui  des 
normales  [545],  et  la  limite  du  point  O  ne  serait  plus  la  même  que 
celle  du  point  L. 

Si  nous  transportons  maintenant  la  perpendiculaire  AO  paral- 
lèlement à  elle-même  au  milieu  D  de  la  corde  AB,  en  DQ,  le  point 
Q  sera  le  milieu  de  BO,  et  par  suite,  la  limite  du  point  Q,  dans 
le  cas  des  cordes  égales,  est  le  milieu  du  rayon  de  courbure.  Mais 
si  maintenant  l'on  transporte  parallèlement  BO  au  milieu  de  BC, 
en  EN,  on  a,  dans  le  cas  des  cordes  égales,  QN  infiniment  peu  dif- 
férent de  DQ.  Donc  DN  diffère  infiniment  peu  de  AL,  d'où  l'on  con- 
clut que  la  limite  du  point  N,  ou  le  centre  du  cercle  osculateur, 
coïncide  avec  la  limite  du  point  L,  ou  avec  le  centre  de  courbure. 

Dans  le  cas  des  cordes  inégales,  on  a,  d'après  ce  que  nous  avons 
vu,  en  appelant  h,  ht  les  projections  des  deux  cordes  sur  l'axe 
des  x,  et  négligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre, 


OAL=- 


2  i  -\-y 


OJL,     d'où     LJ  —  LB  = 
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Mais,  ht  étant  différent  de  h, 

nm         l    hïL  v   »        0J        0BL        Ài 

OBL  = i       d  ou 


2   I+/2 

OB        OJL         // 

2^,                                       / 

OJ  =  ,       \    p,      AO=2    i 

h{      ^                2A 

h  -+-  hl  )  "  ~~  h  -f-  ht 

par  conséquent,  BQ  = —  p.  Mais 

/2  H-  Il  i 

QN         IK        BE 

\K        fh 

DQ  ~~  DK~  BD  " 

"  Jâ~J' 

d'où,  à  cause  de  DQ  =  BQ, 

NO-7'1-      h       o- 

h, 

^-J-k  +  hJ- 

—  1    ',    T~  ?■> 

d'où  enfin  DN  =1  +  -!    DQ  =  p.  Donc,  dans  tous  les  cas,   le 

cercle  osculateur  coïncide  avec  le  cercle  de  courbure. 

Si  les  points  D,  E  n'étaient  plus  les  milieux  des  cordes,  mais 
que  l'on  eût,  plus  généralement,  AD  =  \x .  AB,  BE  =  v  .  BC,  alors, 
en  posant,  pour  abréger,  BC  —  a  .  AB,  d'où  /?<  =  xh,  on  trouve- 
rait de  la  même  manière 

•~~t  2(1    U.     ~\~    Vu) 

DN  =  — £- o. 

i  H-  «  ' 

Dans  le  cas  des  cordes  égales,  a  =  i  ;  on  aurait  DN  =  p  pour  \j.  —  v, 
c'est-à-dire  pour  AD  =  BE.    En  prenant  /x  —  v  =  -  •>  on    aurait 

DN  =  p,  quel  que  fût  a.  Pour  a  quelconque,  il  faudrait,  pour  que 
l'on  eût  DN  —  p,  que  p  et  v  satisfissent  à  la  condition 

I  —  2  y.  =  v.  (  I  —  2  v  ) . 

573.  Si  deux  courbes  ont,  en  un  point  M,  un  contact  d'ordre 
impair,  la  différence  Y1  — jK  de  leurs  ordonnées  pour  l'abscisse 
x  -+-  h  est  proportionnelle  [567]  à  une  puissance  paire  de  h,  et  par 
suite  elle  est  de  même  signe  de  part  et  d'autre  du  point  de  con- 
tact. Les  deux  courbes  ne  se  traversent  pas  mutuellement.  C'est  le 
cas  d'une  droite  ou  d'un  cercle  simplement  tangents  à  une  courbe. 

Si  l'ordre  de  contact  est  pair,  la  différence  Y, — j  t  est  pro- 
portionnelle à  une  puissance   impaire  de  h,   et  change  de  signe, 
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lorsqu'on  passe  d'un  côté  à  l'autre  du  point  de  contact.  Les  deux 
courbes  se  traversent  donc  mutuellement.  C'est  le  cas  de  la  tan- 
gente à  une  courbe  en  un  point  d'inflexion;  c'est  aussi  le  cas  du 
cercle  osculateur  à  une  courbe  en  un  point  quelconque. 

On  voit  a  priori  que  la  courbe  doit  traverser  son  cercle  oscula- 
teur, puisque,  d'un  côté  du  point  de  contact,  la  courbure  doit 
aller  en  augmentant,  et  devenir  plus  grande  que  celle  du  cercle 
osculateur,  tandis  que  le  contraire  a  lieu  de  l'autre  côté  du  point 
de  contact. 

574.  H  y  a  exception  pour  les  points  où  la  courbure  est  un 
maximum  (ou  un  minimum).  En  ces  points,  elle  va  en  décroissant 
(ou  en  croissant)  des  deux  côtés  du  point  de  contact,  et  par  suite 
la  courbe  est,  de  part  et  d'autre,  extérieure  (ou  intérieure)  au  cercle 
de  courbure.  Elle  doit  avoir  avec  ce  cercle  un  contact  d'ordre  im- 
pair, lequel  doit  être,  par  suite,  du  troisième  ordre  au  moins. 

Ce  cas  doit  évidemment  se  présenter  toutes  les  fois  que  la  courbe 
est  rencontrée  par  un  axe  de  symétrie,  comme  cela  a  lieu,  par 
exemple,  aux  quatre  sommets  d'une  ellipse. 

C'est  ce  que  l'on  peut  vérifier  directement  par  l'analyse.  La  con- 
dition dp  =  o  donne 

Or,  en  différentiant  trois  fois  l'équation  du  cercle  osculateur, 

(X-Ç)«-4-(Y-,)?  =  p«, 
par  rapport  à  ses  coordonnées  courantes  X,  Y,  il  vient 

X  —  l  H-  (Y  —  V)T  —  o, 

i  +  Y'2~f-(Y  —  îj)Y"=o, 

3ï'r+(J-ï)ïw=o, 
d'où  l'on  tire 

3  Y' Y"2 


y" 


i  +  Y'2 


Comme  on  a  déjà  Y'=  y',  Y"=y",  il  en  résulte  Yw=jw;  donc 
le  contact  de  la  courbe  avec  son  cercle  de  courbure  de  rayon  maxi- 
mum ou  minimum  est  du  troisième  ordre  au  moins. 
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§  VI. 

DÉVELOPPÉES  ET  DÉVELOPPANTES  DES  COURBES  PLANES. 

575.  Nous  avons  vu  [551]  que  le  centre  de  courbure  d'une 
courbe  plane  n'est  autre  chose  que  la  limite  du  point  de  rencontre 
de  deux  normales  infiniment  voisines.  Donc  le  lieu  des  centres  de 
courbure  est  le  lieu  des  limites  des  intersections  de  deux  nor- 
males infiniment  voisines,  ou,  comme  on  dit  pour  abréger,  le  lieu 
des  intersections  successives  des  normales  à  la  courbe  proposée.  Ce 
lieu  s'appelle,  pour  des  raisons  que  nous  verrons  tout  à  l'heure,  la 
développée  de  la  courbe  proposée. 

D'après  ce  que  nous  avons  vu  [556,  557],  l'intersection  de  deux 
normales  infiniment  voisines  est  déterminée  par  les  équations 

(  I  )  (  l  —  x)  clx    -4-  (ïj  —  y)  dy     —  o, 

(2)  (c  -  x)d*x  +  [-o  —y)d*j  =  tls\ 

En  éliminant  la  variable  indépendante,  dont  xety  sont  fonctions, 
entre  ces  deux  équations,  on  aura  l'équation  entre  |  et  y]  qui  re- 
présentera la  développée. 

576.  La  normale  à  la  courbe  est  tangente  à  la  développée. 
Soient,  en  effet,  N,  N'  {Jîg.  55)  deux  centres  de  courbure  infi- 

,        Fig.  55. 


niment  voisins,  situés  sur  les  normales  MN,  M'N',  et  soit  O  l'in- 
tersection de  ces  normales.  Le  point  O  a  pour  limite  ou  le  point  N 
ou  le  point  N',  suivant  que  l'on  fait  tendre  le  point  M'  de  la  courbe 
vers  le  point  M,  ou  le  point  M  vers  le  point  M'..  Dans  le  premier 
cas,  on  fait  varier  l'abscisse  de  M  dans  un  certain  sens;' dans  le 
H.  —  Cours  de  Cale,  infinit.,  II.  J 
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second,  on  la  fait  varier  en  sens  contraire.  La  distance  MO  étant 
une  fonction  continue  de  l'abscisse  x'  de  M',  la  différence 
MO  —  NO  changera  généralement  de  signe  avec  la  différence 
x' — x.  Si  donc  on  projette  tous  les  points  de  la  figure  sur  l'une 
des  normales  ou  sur  toute  autre  direction  infiniment  peu  inclinée 
sur  chacune  d'elles,  la  projection  de  O  s'approchera  ou  s'éloi- 
gnera de  celle  de  M  suivant  que  M'  passera  d'un  côté  ou  de  l'autre 
de  M.  Par  conséquent  O  doit  être  plus  près  de  la  courbe  MM'  que 
l'un  des  points  N,  N',  et  plus  loin  de  la  courbe  que  l'autre.  Il  est 
aisé  d'en  conclure  que  le  triangle  NON'  a  deux  angles  aigus  NN'O, 
N'NO,  dont  la  somme  MOM'  est  infiniment  petite,  et  qui  par  suite 
sont  l'un  et  l'autre  infiniment  petits ,  ainsi  que  le  côté  NN';  il  en 
résulte  que  N'  est  distant  d'une  quantité  du  second  ordre  de  la 
droite  MNO.  Donc  [504]  MN  est  tangente  à  la  courbe  NN'. 

On  peut  encore  le  voir  analytiquement.  Pour  cela,  différentions 
l'équation  (i)  par  rapport  à  tout  ce  qui  varie  lorsqu'on  passe  du 
point  N  au  point  N',  c'est-à-dire  par  rapport  à  £,  n  et  à  x, y,  dx,  dy. 
Il  viendra,  en  ayant  égard  à  l'équation  (2), 

d^dx  -+-  dc\ dy  z=z  o, 

ce  qui  montre  que  la  tangente  à  la  développée  au  point  (£,*;)  est 
perpendiculaire  à  la  tangente  à  la  courbe  proposée  au  point  (x, y). 
Elle  coïncide  donc  avec  la  normale  MN  à  la  courbe  proposée. 

577.  Les  deux  droites  M'N',  NN'  faisant  des  angles  infiniment 
petits  avec  MN,  tout  segment  pris  sur  une  de  ces  droites  différera, 
d'une  quantité  infiniment  petite  du  second  ordre  par  rapport  à 
lui-même,  de  sa  projection  sur  MN.  De  plus,  l'angle  de  la  corde 
MM'  avec  MN  différant  infiniment  peu  d'un  angle  droit,  la  projec- 
tion du  point  M'  sur  MN  sera  à  une  distance  infiniment  petite 
du  second  ordre  du  point  M.  On  aura  donc,  aux  quantités  près 
du  second  ordre,  M'N'=MP,  NN'=NP,  d'où  NN'=M'N'—  MN, 
et  comme  NN'  diffère  d'un  infiniment  petit  d'ordre  supérieur  au 
premier  de  l'arc  NN'  de  la  développée,  on  en  conclut  que  l'accrois- 
sement infiniment  petit  de  l'arc  de  développée  est  égal  à  la  dif- 
férence des  deux  rayons  de  courbure  qui  aboutissent  à  ses  extré- 
mités. 

Il   est  facile  de   démontrer  analytiquement  cette   proposition. 
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Soit  de  =  sJd£--\-  d'ri1  l'élément  d'arc  de  la  développée,  compté, 
pour  fixer  les  idées,  dans  le  sens  du  prolongement  du  rayon  de 

courbure  au  delà  du  point  N.  On  a  alors,  —  et  —  étant  les  cosinus 
1  air         da 

des  angles  que  fait  la  direction  MN  avec  les  axes, 

dl  do 

?-'r  =  ^'      *-*  =  ?■%' 

Substituant  ces  valeurs  dans  la  différentielle  de  l'équation 

laquelle  est,  en  ayant  égard  à  l'équation  (i), 

(  £  —  x)  dl,  -h  ( ïj  —  y  )  dri  =  'p dp, 

il  vient  p  —  =  pdp,  c'est-à-dire  du  =  dp. 

Si  l'on  avait  compté  l'accroissement  de  l'arc  positivement  dans 
le  sens  NM,  on  aurait  eu,  au  contraire,  do  =  —  dp. 

578.  De  la  relation  da  ==t  dp  il  résulte,  en  désignant  par 
p0,  pt  les  rayons  de  courbure  correspondants  aux  extrémités  d'un 
arc  g  de  la  développée,  que  l'on  a  a  ■■=  ±  (pt  —  p0).  On  voit  par  là 
que  la  développée  d'une  courbe  donnée  par  son  équation  est  tou- 
jours une  courbe  rectijîable,  c'est-à-dire  que  la  longueur  de  son 
arc  peut  se  calculer  par  de  simples  différenliations,  et  est  toujours 
exprimable  au  moyen  des  fonctions  élémentaires,  lorsque  les  coor- 
données de  la  courbe  le  sont.  Nous  avons  vu,  par  exemple  [540, 1], 
que  la  courbe  lieu  des  centres  de  courbure  de  la  parabole  [566,1] 
est  rectifiable. 

11  s'ensuit  de  là  que,  si  l'on  enroule  sur  le  lieu  des  centres  de 
courbure  un  fil  flexible  et  inextensible,  et  qu'on  le  déroule  ensuite 
en  le  tenant  toujours  tendu,  le  point  du  fil  qui  se  trouvait  primi- 
tivement sur  la  courbe  donnée  ne  cessera  pas  de  se  mouvoir  sur 
cette  courbe,  qui  sera  ainsi  engendrée  par  le  développement  du 
lieu  des  centres  de  courbure.  De  là  le  nom  de  développée  que 
nous  avons  donné  à  ce  lieu. 

La  courbe  proposée  est  dite,  réciproquement,  la  développante 
du  lieu  de  ses  centres  de  courbure. 
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Chaque  point  du  fil  que  l'on  déroule  décrit  une  courbe  normale 
à  ce  fil,  comme  on  le  démontrerait  facilement,  et  ayant  en  chaque 
point  pour  centre  de  courbure  le  même  point  de  contact  du  fil. 
Donc  toutes  ces  courbes  ont  même  développée  ;  et  réciproquement 
une  même  développée  donnée  a  une  infinité  de  développantes. 

La  distance  de  deux  développantes  d'une  même  courbe,  comptée 
sur  leur  normale  commune,  est  constante.  On  dit,  pour  cette  rai- 
son, que  toutes  les  développantes  d'une  même  courbe  sont  des 
courhes  parallèles. 

579.  Soienty(£,  •//)  =  o  l'équation  de  la  développée,  et  a  l'arc 
de  cette  développée,  compté  à  partir  d'une  origine  quelconque; 
g  -+-  C  sera  le  rayon  de  courbure  d'une  développante  quelconque, 

C  désignant  une    constante    arbitraire.    De  plus,  —  5  —  sont   les 

°  1  du     aa 

cosinus  des  angles  que  fait  avec  les  axes  la  tangente  à  la  dévelop- 
pée, dirigée  dans  le  sens  des  a  croissants.  Si  donc  on  considère 
l'arc  a  comme  croissant  dans  le  sens  parcouru  par  le  point  de  con- 
tact de  la  tangente  mobile,  les  projections  du  rayon  de  courbure 
de  la  développante  sur  les  axes  coordonnés  seront 

,_5=_[.+c)|,  r_;=-(,+C)*.; 

Si  l'on  considérait  cr  comme  décroissant  dans  le  sens  parcouru 
par  le  point  de  contact,  il  faudrait  prendre  les  seconds  membres 
de  ces  équations  en  signe  contraire,  c'est-à-dire  avec  le  signe  -h. 

Exemple.  —  Cherchons  les  développantes  de  la  chaînette  re- 
présentée par  les  équations 

On   a    [566,11],  du  =  aGhydy,    d'où    cr  =  «Shcj- -;- C;    ensuite 

— -  =  - — ?  et  —  =  Th<p.  Les  développantes  de  la  chaînette  sont 
cla         Cli<p  an  J  L  L 

donc  représentées  généralement  par  les  équations 

.T  =  a    ?rp(Sh<p  +  C)-i-    ,      r  =  4Ch?zp(Sh<?H-C)Th?]. 

Si  l'on  suppose  l'arc  a  compté  à  partir  du  sommet,  pour  lequel 
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cp  =  o,  et  croissant  dans  le  sens  du  mouvement  du  point  de  con- 
tact, on  a,  en  faisant  C  =  o,  et  prenant  le  signe  supérieur, 

a 

.r.=.a\<!>  —  Th <p   ,      1  =  — —  1 

équations  qui  représentent  la  courbe  aux  tangentes  égales  ou  la 
tractoire  [510,111]. 

580.  Le  rayon  de  courbure  pt  de  la  développée  est  égal  à  l'élé- 
ment d'arc  cLg  divisé  par  l'angle  de  contingence  de  la  développée, 
lequel  est  évidemment  égal  à  celui  dx  de  la  développante.  On  a 

donc 

de         dp        p  dp 
dz         dz         ds 


Pi 
Donc  on  a  la  proportion 


pY  de 

p  ds 


c'est-à-dire  que  les  rayons  de  courbure  des  deux  courbes  sont  pro- 
portionnels aux  éléments  d'arc  correspondants. 

On  peut  encore  le  voir  autrement.  On  a,  en  effet  [554], 


d(T3 

Pi  =  - 


dl 

Or  on  a,  d'après  ce  qui  précède, 

do  dx  I  d%         dy 

d<j  =  dp,      -—=——-  = ,      —  =  — , 

'        rf§  dy  y         de        ds 


d'où 

Donc 
ou  enfin 


,  dn        dy' 


ds%  y'2  _  dp      dsz 
?l~(?  dj*d/~ds  dx'-dy' ' 


pdp 
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§  VIL 

DES    COURBES    ENVELOPPES. 

581.  Une  équation 

(i)  F(.r,r,  C)  =  o, 

renfermant  un  paramètre  arbitraire  C,  représente  une  infinité  de 
courbes,  lorsqu'on  donne  à  ce  paramètre  une  série  de  valeurs  dif- 
férentes. Il  peut  arriver  alors  que  la  courbe  variable  parcoure  le 
plan  tout  entier,  comme  cela  a  lieu  pour  les  cercles  concentriques 
représentés  par  l'équation  x- -\-y2=  C2.  D'autres  fois,  la  courbe 
laissera  une  portion  du  plan  dans  laquelle  elle  ne  pénétrera  pas. 
Ainsi  le  cercle  vaiùable  X--+- y- —  tîC(x-hy')  -t-  C2  =  o,  tangent 
aux  deux  axes  coordonnés,  ne  se  mouvra  que  dans  l'angle  des  coor- 
données positives  et  dans  l'angle  opposé,  et  ne  pénétrera  pas  dans 
les  deux  autres  angles. 

Si  l'on  suppose  que  le  passage  de  la  courbe  mobile  laisse  une 
trace  sur  la  partie  du  plan  parcourue,  la  limite  de  l'espace  occupé 
par  ces  traces  s'appellera  Y  enveloppe  de  la  courbe  mobile.  Dans  le 
dernier  exemple,  cette  enveloppe  se  compose  de  l'ensemble  des 
deux  axes  coordonnés. 

Chacun  des  points  de  cette  courbe  limite  lui  sera  commun 
avec  quelqu'une  des  courbes  variables.  Mais  la  courbe  variable  ne 
pourra  couper  l'enveloppe  en  ce  point  commun,  sans  quoi  elle 
entrerait  dans  la  partie  du  plan  où,  par  hypothèse,  elle  ne  doit  pas 
pénétrer.  Donc  l'enveloppe  est  généralement  tangente  aux  diverses 
courbes  (i),  auxquelles  on  donne  le  nom  à' enveloppées. 

582.  On  peut  encore  définir  autrement  les  courbes  enveloppes. 
Si  l'on  considère  deux  courbes  de  la  série  (i),  correspondantes  à 
deux  valeurs  infiniment  voisines  C,  C,  du  paramètre  variable,  elles 
se  couperont  généralement  en  un  point  M  (fi g.  56),  qui  tendra 
vers  une  certaine  limite  p,  lorsque  G<  tendra  vers  C.  Lorsqu'on 
fera  varier  C,  le  point  jj.  décrira  une  certaine  ligne  qu'on  appelle 
le  lieu  des  intersections  successives  de  la  courbe  variable. 

Supposons  que  la  fonction  F(x,y,  G)  soit  uniforme  et  continue 
par  rapport  à  chacune  des  quantités  x,  y,  C.  Les  coordonnées  du 
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point  d'intersection  de  la  courbe  (C)  avec  (C,)  varieront  d'une  ma- 
nière continue  en  même  temps  que  le  paramètre  C{.  et  générale- 
ment à  des  accroissements  infiniment  petits  de  signes  contraires 
donnés  à  C<  correspondront  des  accroissements  de  signes  con- 
traires de  chacune  des  coordonnées  x,y  de  ce  point. 

De  plus,  la  quantité 

dF 


y 


dx 

àj 


étant  supposée  une  fonction  continue  de  C,  les  valeurs  de  y'  cor- 
respondantes aux  deux  courbes  infiniment  voisines  qui  se  coupent 


Fig.  56. 


en  M  seront  infiniment  peu  différentes,  et,  par  suite,  l'angle  des 
tangentes  à  ces  courbes  en  ce  point  sera  infiniment  petit.  Il  en 
sera  de  même  de  l'angle  de  deux  cordes  infiniment  petites,  telles 
que  pM.-,  Mp.,. 

On  conclut  de  ces  remarques  que,  si  p,  (it  sont  les  deux  limites 
du  point  M,  lorsqu'on  fait  tendre  soit  C(  vers  C,  soit  C  vers  C^  les 
projections  des  droites  M//,  M//,  sur  une  direction  infiniment 
voisine  des  tangentes  en  M  seront  de  sens  contraire.  Donc  le 
triangle  |xMfi1  a  deux  angles  infiniment  petits  en  fx  et  (/,,  puisque 
la  somme  de  ces  angles  est  l'angle  des  cordes  (/.M,  M/u.,. 

Or  les  côtés  [àM,  fx^  de  ce  triangle  ont  pour  limites  respec- 
tives les  tangentes  à  la  courbe  G  et  au  lieu  des  points  p.  Donc  ces 
limites  coïncident  entre  elles,  et,  par  suite,  le  lieu  des  intersections 
successives  est  tangent,  en  chacun  de  ces  points,  à  la  position  de 
la  courbe  variable  qui  passe  par  ce  point. 

583.  Voyons  maintenant  comment,  en  partant  de  chacune  de 
ces  définitions,  on  peut  trouver  l'équation  de  l'enveloppe. 
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Nous  supposerons  d'abord,  pour  plus  de  simplicité,  que  l'équa- 
tion de  l'enveloppée  (i)  soit  rationnelle  et  entière  en  x,  y  et  C, 
ou  du  moins  que  son  premier  membre  soit  une  fonction  jouissant, 
comme  les  fonctions  rationnelles  et  entières,  de  la  propriété  d'être 
finie,  ainsi  que  ses  dérivées  partielles,  pour  toutes  les  valeurs  finies 
de  x,  y,  C. 

Cherchons  à  déterminer  l'enveloppe,  d'après  sa  propriété  d'être 
tangente  à  toutes  les  enveloppées.  Pour  chaque  valeur  du  para- 
mètre, une  des  enveloppées  vient  à  son  tour  toucher  l'enveloppe. 
Il  y  a  donc  une  dépendance  entre  la  valeur  de  C  et  l'abscisse  du 
point  de  contact  correspondant,  de  sorte  que  la  valeur  qu'il  faut 
donner  à  C  pour  que  l'enveloppée  vienne  passer  en  un  point  de 
l'enveloppe  d'abscisse  =x  est  une  certaine  fonction  de  x.  On  aura 
donc  successivement  tous  les  points  de  l'enveloppe,  en  remplaçant, 
dans  l'équation  de  l'enveloppée,  G  par  une  fonction  convenable 
de  x  (ou  de  x  et  dey).  Nous  déterminerons  cette  fonction  par  la 
condition  qu'au  point  commun  l'enveloppe  et  l'enveloppée  aient 
même  tangente,  c'est-à-dire  que  le  y'  soit  le  même  pour  C  fonc- 
tion de  x  que  pour  C  constant. 

Or  la  valeur  de  y',  dans  le  cas  de  C  constant,  est  donnée  par 
l'équation 

d¥         ,  dF 
do-.  Oj- 

dans  le  cas  de  C  fonction  de  x,  on  a 

dF         ,  dF       dC  dF 
dx      J    dj        dx  dC 

Pour  que  les  valeurs  de  j^'  tirées  de  ces  deux  équations  soient  les 
mêmes,  il  faut  que  l'on  ait 

dC  dF_ 
d7r~dc~°' 

condition  à  laquelle  on  satisfait  soit  en  posant  —  =  o,  ou  C  =  const. , 
ce  qui  correspondrait  à  une  enveloppée  ;  soit  en  posant 

1    \  dF 
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Cette  dernière  équation  détermine  pour  G  la  valeur  variable  qui 
correspond  à  l'enveloppe.  En  éliminant  donc  C  entre  les  équa- 
tions (1)  et  (2),  on  aura  l'équation  de  l'enveloppe. 

La  valeur  de  y' ,  dans  le  cas  de  C  variable,  peut  s'écrire  sous  la 

forme 

dF        dÇ  dF  y 

/___  f!f  _  dx  âc 

dy  dy 

Son  second  terme,  par  lequel  elle  diffère  de  la  valeur  correspon- 
dante à  G  constant,  peut   s'annuler  non-seulement  en  supposant 

dF  .  dF  n  .  . 

—  =  0,  mais  encore  en  supposant  —  =00.  dette  supposition, 
ôC  L  L  dy  l  L 

inadmissible  dans  le  cas,  que  nous  avons  considéré  d'abord,  de 
F(x,y,  C)  entière  et  rationnelle,  peut,  au  contraire,  donner  des 
solutions  lorsque  F(x,y,  C)  est  de  forme  quelconque. 

Remarquons  que,  sauf  le  cas  où  l'on  aurait  y'  =■  o  en  tout  point 
de  l'enveloppe,  et,  où,  par  suite,  celle-ci  serait  une  droite  parallèle 

dF 
aux  x,  la  supposition  —  =  co  entraîne  en  même  temps  l'équation 

dF_ 
dx 

On  voit  de  plus  que,  bien  que  le  second  terme  de  la  valeur  (3) 
de  y',  soit  nul  en  chaque  point  de  l'enveloppe,  il  n'en  sera  pas  de 
même,  en  général,  de  sa  dérivée;  d'où  il  s'ensuit  que  la  valeur 
de  y"  n'est  pas  généralement  la  même  pour  l'enveloppe  et  l'en- 
veloppée, de  sorte  que  ces  deux  courbes  n'ont  entre  elles  qu'un 
contact  du  premier  ordre.  Il  peut  cependant  y  avoir  des  exceptions, 
dont  nous  nous  occuperons  plus  tard. 

584.  Cherchons  maintenant  à  déterminer  l'enveloppe  comme 
lieu  des  intersections  successives  de  l'enveloppée. 

Si  nous  considérons  les  deux  enveloppées  correspondantes  aux 
valeurs  C  et  C  H- A  du  paramètre,  leur  intersection  sera  donnée 
par  l'ensemble  des  équations 

F  [x,  y,  C)  =  o,     F  (.r,  r,  C  +  h)  =  .0, 

dont  la  dernière  peut  s'écrire 

F(x,  y,  C)  -+-  h  F'c(.r,  r,  C -4-  6 h)  =  o, 
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ou  simplement,  en  ayant  égard  à  la  première, 

F'c(.r,.r,  C  +  9/0=0. 

Si  l'on  suppose  maintenant  h  infiniment  petit,  on  voit  que  la 
limite  de  l'intersection  de  deux  enveloppées  infiniment  voisines 
est  donnée  par  le  système  des  deux  équations 

d¥ 

F(.r,  j,  C)  =  o,      ^  =  o. 

On  aura  le  lieu  de  ces  intersections  limites,  en  éliminant  C  entre 
ces  deux  équations,  ce  qui  s'accorde  avec  la  règle  du  numéro 
précédent. 

585.  Pour  qu'il  y  ait  intersections  successives,  il  faut  qu'à  deux 
valeurs  différentes  du  paramètre,  G  et  G  -+-  /*,  puisse  répondre  un 
même  système  de  valeurs  de  x  et  de  y.  Si  donc  l'équation  était  ré- 
solue par  rapport  à  G  sous  la  forme  G  =f(x,y),  il  faudrait  que 
le  second  membre  f(x,y)  fût  susceptible  de  deux  valeurs  au 
moins,  fK  et  f%,  dont  l'une  serait  égalée  à  C,  l'autre  à  C-f-A; 
par  suite,  la  différence/^ — f\  de  ces  valeurs  serait  égale  à  h. 
En  faisant  maintenant  h  =  o,  on  a,  pour  l'équation  de  l'enveloppe, 

donc  l'équation  de  l'enveloppe  n'est  autre  chose  que  la  condition 
qui  rend  égales  deux  racines  de  l'équation  ¥[x,  y,  C)  =  o,  où  C 
est  l'inconnue. 

Si  la  fonction  F  est  entière  et  rationnelle  par  rapport  à  C,  cette 

condition  d'égalité  des  racines  est  donnée  par  l'équation  —  =  o, 

et  l'on  est  ainsi  ramené  à  la  règle  des  numéros  précédents. 

On  voit  d'ailleurs  que  le  point  de  contact  de  l'enveloppe  avec 
chaque  enveloppée  partage  celle-ci  en  deux  régions,  et  le  point  de 
rencontre  de  deux  enveloppées  infiniment  voisines  appartient  à  la 
branche  postérieure  de  l'une  et  à  la  branche  antérieure  de  l'autre. 
Ces  deux  branches  (Jig-  5y)  correspondent,  pour  chaque  courbe, 
à  des  déterminations  différentes  de  C  en  fonction  de  x  et  de  y, 
sans  quoi  les  branches  de  deux  courbes  voisines  ne  pourraient  se 
rencontrer   en  M  ;    et   ces    deux   déterminations   se   confondent, 


COURBES    ENVELOPPES.  75 

lorsqu'à  la  limite  le  point  M  vient  sur  l'enveloppe.  On  peut  être 
ainsi  conduit  a  priori  à  poser  l'équation  (2)  par  la  considération  de 
l'égalité  des  racines  de  l'équation  (1)  en  C. 

Ainsi  cette  règle  de  l'égalité  des  racines  convient  non-seulement 


au  cas  de  la  fonction  F  (.r,  y,  C  )  entière  et  rationnelle,  mais  encore 
au  cas  où  cette  équation  serait  résolue  par  rapport  à  C,  et  où  la 
règle  du  n°  582  conduirait  à  l'équation  absurde  1  =  0. 

586.  Si  l'on  considère  C  comme  une  fonction  de  x  et  de  y  dé- 
terminée par  l'équation  (1),  les  dérivées  partielles  de  cette  fonction 

ont  pour  valeurs 

dF  dF 

o\r~~ ~  ÔF_'      dj~       dF' 
dC  dC 

Dans  le  cas  où  F(x,  y,  G)  est  rationnelle  et  entière,  le  dénomi- 

àF  ,  !  ,  1         •  t^ 

nateur  ^—  est  nul,  sans  que  les  numérateurs  le  soient.  Donc  on  a, 

en  chaque  point  de  l'enveloppe,  les  deux  équations 

dC  dC 

ox  ôr 

Si  l'on  vient  maintenant  à  changer  la  forme  de  l'équation 
F[x,y,  G)  =  o,  la  dépendance  entre  x,  y  et  G  n'étant  pas  altérée, 
les  dérivées  partielles  de  G  ne  devront  pas  changer  de  valeurs,  et, 
par  suite,  ne  cesseront  pas  d'être  infinies  en  chaque  point  de  l'en- 
veloppe. Si  donc  le  changement  de  forme  de  l'équation  F  =  o  fait 

perdre  des  solutions  à  l'équation  —  =  o,  ces  solutions  devront  se 
retrouver  dans  les  équations 

dF  dF 

ox  oy 
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que  nous  avons  déjà  rencontrées  au  n°  583,  et  qui  sont  la  consé- 
quence l'une  de  l'autre,  sauf  le  cas  où  l'enveloppe  serait  une  droite 
parallèle  à  l'un  des  axes  coordonnés. 

587.  Si,  au  lieu  d'un  seul  paramètre  G,  l'équation  de  la  courbe 
variable  contenait  deux  paramètres  C,  C,,  liés  entre  eux  par  une 
équation  de  condition  <p(C,  Cm  )  =  o,  on  procéderait  de  la  même 
manière,  en  considérant,  dans  la  différentiation  par  rapport  à  C,  C, 

comme  une  fonction  de  C,  dont  la  dérivée  — -  s'obtiendrait  en  dif- 

férentiant  l'équation  de  condition. 

On  procéderait  encore  d'une  manière  analogue,  si  l'équation  de 
l'enveloppée  contenait  n  paramètres,  liés  entre  eux  par  n —  i  équa- 
tions de  condition. 

588.  Exemples.  —  I.  Soit  le  cercle  variable,  représenté  par 
l'équation 

(i)  (.r-C)2+j2  =  2A-C. 

En  différentiant  par  rapport  à  C,  il  vient 

—  [x  —  C  )  =  k,     d'où     Ç=.r+  k. 

Substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (i),  on  a,  pour  l'enveloppe 
des  cercles  représentés  par  cette  équation,  la  parabole 

(2)  f—  ikx=k*. 

Si,  au  lieu  de  prendre  l'équation  du  cercle  sous  sa  forme  entière 
et  rationnelle,  on  la  résout  par  rapport  à  C,  ce  qui  donne 

C  =  x  +  k  ±  \J~fc*  -h  2  kx  —  j2, 

en   égalant  entre  elles  les  deux  valeurs  de  C,  on  retrouve  l'équa- 
tion (2)  de  l'enveloppe. 

On  obtient  encore  la  même  équation,  en  posant 

OC  k  dC  y 

-T-  =  i  ±  —  =  oo  ,    ou    —  =  q=  '  =  00  , 

Ox  y/^-^^kx—y2  ày  ^kt-hzkx  —  j* 

équations  dont  l'une  entraîne  l'autre. 

On  aurait  pu  encore  différentier  C  comme  une  fonction  implicite 
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de  x  et  de  y,  déterminée  par  l'équation  (i),  ce  qui  aurait  donné 

dC  x  —  C  dC  r 

— -  =z  - =  00  ,      ou     -^—  ==  ■ —  00  , 

dx       x  —  C-hk  dj      x  —  C-hk 

d'où  C  =  x  -+-  k,  comme  dans  la  première  méthode. 
II.   Soit  le  cercle  mobile 

.r2+j2  —  2C(.r+j)  +  C2=0. 

dF 

L'équation  —  =o  donne  C  =  x-+-y,  d'où,  en  substituant,   on 

déduit  l'équation  de  l'enveloppe  xj  =  o,  qui  représente  les  deux 
axes  coordonnés. 

En  résolvant  par  rapport  à  C,  ce  qui  donne 

et  égalant  les  deux  racines,  on  serait  arrivé  au  même  résultat. 
En  prenant  la  règle  du  n°  586,  on  aurait 


dx  y 


r 

dC 

=  co , 

ou 

. ; 

IX 

ôj 

—  =  00 


La  première  de  ces  équations  donne  x=o,  la  seconde  j  =  o. 
Ainsi  chacune  donne  une  partie  seulement  de  l'enveloppe.  Gela 
tient  à  ce  que  cette  enveloppe  se  compose  de  deux  droites  paral- 
lèles l'une  aux  x,  l'autre  aux  y  [583,  586]. 

III.   Cherchons  l'enveloppe  des  cercles  qui  ont  pour  diamètres 
les  cordes  de  l'ellipse 

a2        S2 

—  -t-  - —  —  i 

parallèles  à  l'axe  ih  de  cette  ellipse.  L'équation  d'un  de  ces  cercles 

sera 

(.r-«)2-hJ2  =  i32. 

En  différenciant  ces  deux  équations  par  rapport  à  a,  dont  (î  est 
une  fonction,  il  vient 

— -  -+-  — —  =  o,      [x  —  a)  du  +  S  dp  —  o, 
a1  bl 
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clou,  en  éliminant  —  •> 
aa. 

x  —  k         a  #2  .r  è2  ,r 

— r7—  ~  ~%r'      a  —  ~~s r^'      r  —  K  =  ~3 77' 

y-  a-  «j  +  b-  «-  -1-  o- 

et,  par  suite, 

S2  a»jp* 


62  («2  +  è2' 


Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  du  cercle,  on  a,  pour  l'en- 
veloppe, 


.t.-  y- 

a*  +  b*  +"P"  =  f' 

équation  d'une  ellipse  de  même  petit  axe  que  la  proposée,  et  ayant 

pour  grand  axe  le  diamètre  du  cercle  directeur  de  cette  ellipse. 

La  valeur  maximum  de  x  étant  Ja-  -h  b2,  et  la  relation  entre  x 

, ,  -,     r  x  v.       I  b1     .,    , 

et  a.  pouvant  s  écrire  sous  la  forme  — ==.  —  —  4  /  H — - 1  il  s  en- 

suit  de  là  que,  pour  que         "        ne   surpasse  pas  l'unité,   il  ne 

y/a2  -+•  b2 

suffît  pas  que  a.  soit  <C  a  :  il  faut  encore  que  a  soit  <a.  -• 

\la-  -h  6* 

Pour  tous  les  cercles  qui  correspondent  à  des  valeurs  de  a  com- 
prises entre  --  et  a,  il  n'y  a  plus  d'intersection  mutuelle  des 

sj.a*  -h  b2 

cercles  variables. 

IV.   Soit   la  tangente  à  une  courbe  f  ( x, y)  =  o,    représentée 
par  l'équation 

(i)  (Ç  —  sn)dy —  (13  —  -j)rf.r  =  o. 

Ici  x  et j^  sont  des  paramètres,  liés  entre  eux  par  l'équation  de  la 

courbe  donnée,  et  qui,   comme  —  >  sont  fonctions  de  la  variable 
1  dx 

indépendante.  Pour  avoir  l'enveloppe  de  cette  tangente,  différen- 

tions  l'équation  (1)  par  rapport  à  cette  variable  indépeudante.  Il 

vient 

(2)  .    [i-*)*jr-[v-jr)d*x  =  o. 
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Ces  équations  (i)  et  (2)  donnent  pour  £  — x  et  rt — y  des  valeurs 
nulles,  à  moins  que  le  déterminant 

dx         dy 
d2  x     d'y 

ne  soit  nul.  On  aura  donc,  en  général,  £  =  x,  yj  =y,  ce  qui  donne 
pour  enveloppe  le  lieu  des  points  de  contact,  c'est-à-dire  la  courbe 
elle-même.  Ainsi  une  courbe  est  l'enveloppe  de  ses  tangentes. 
Dans  le  cas  où  le  déterminant  serait  nul,  on  aurait 

dxd'y  —  dyd'-x  dy  dy 

— =  d  —  =  o,       --  =  C,     y  =  Gx  -+  C  ; 

dx-  dx  dx 

ce  serait  le  cas  où  la  courbe  proposée  se  réduirait  à  une  droite, 
avec  laquelle  se  confondraient  toutes  ses  tangentes. 

V.   Soit  la  normale  à  une  courbe 

(  c  —  x )  dx  +  (  o  —  y  )  dy  =  o. 

Pour  avoir  son  enveloppe,  différentions  par  rapport  à  la. variable 
indépendante  dont  x  ety  sont  fonctions.  Il  viendra 

[l  —  x)  d^x  +  (u  —  y)  d'y  =  dsK 

Ces  deux  équations  ne  sont  autre  chose  que  celles  qui  nous  ont 
servi  à  trouver  la  développée  de  la  courbe  proposée  [575].  En 
effet,  par  sa  définition  même,  la  développée  d'une  courbe  n'est 
autre  chose  que  l'enveloppe  des  normales  à  cette  courbe. 

§  VIII. 

POINTS    SINGULIERS    DES    COURBES    PLANES. 

589.  Les  points  pour  lesquels  les  courbes  présentent  des  parti- 
cularités qui  mettent  les  règles  générales  précédentes  en  défaut 
sont  de  deux  sortes.  Les  uns  dépendent  simplement  du  système  de 
coordonnées  auquel  on  rapporte  la  courbe,  et  varient  avec  ce  sys- 
tème. Tels  sont  les  points  de  maximum  ou  de  minimum  de  l'abscisse 
ou  de  l'ordonnée.  On  peut  faire  rentrer  ces  points  dans  la  règle 
générale  par  un  changement  du  système  de  coordonnées,  en 
échangeant,  par  exemple,  entre  eux  les  axes  des  x  et  desjy. 
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Les  autres  tiennent  à  la  forme  géométrique  de  la  courbe,  et  ne 
cessent  pas  d'être  des  points  exceptionnels,  à  quelque  système  de 
coordonnées  que  cette  courbe  soit  rapportée.  C'est  à  ces  derniers 
points  que  l'on  donne  spécialement  le  nom  de  points  singuliers. 

Les  principales  espèces  de  points  singuliers  que  l'on  rencontre 
dans  les  courbes  planes  sont,  outre  les  points  d'inflexion,  dont 
nous  nous  sommes  occupés  dans  le  §  III  :  i°  les  points  multiples  ; 
i°  les  points  isolés  ou  conjugués  ;  3°  les  points  de  rebrous  sèment; 
4°  les  points  à' arrêt  ou  de  rupture;  5°  les  points  saillants  ou  an- 
guleux. 

590.  Une  courbe  algébrique,  dont  l'équation  a  été  ramenée  à  la 
forme  entière  et  rationnelle,  ou  du  moins  dans  l'équation  de  la- 
quelle les  radicaux  sont  pris  dans  toute  leur  généralité  algébrique, 
ne  peut  présenter  de  point  d'arrêt,  c'est-à-dire  de  point  où  vienne 
se  terminer  brusquement  une  seule  branche  de  courbe. 

En  effet,  une  branche  de  courbe  se  termine  pour  une  certaine 
abscisse,  lorsque  l'équation  en  y,  dont  les  coefficients  sont  des 
fonctions  de  x,  admet  une  racine  réelle  d'un  côté  de  cette  abscisse, 
imaginaire  de  l'autre.  Or  une  équation  algébrique  à  coefficients 
réels  n'admet  des  racines  complexes  que  par  paires;  si  bien  que, 
lorsqu'une  racine,  par  la  variation  des  coefficients  de  l'équation, 
passe  du  réel  à  l'imaginaire,  la  racine  conjuguée  doit  passer  en 
même  temps  du  réel  à  l'imaginaire.  Au  moment  précis  où  les  ra- 
cines conjuguées  u±u\j — i  se  changent  en  racines  réelles,  les 
quantités  u  et  v  variant  d'une  manière  continue,  v  \J —  i  s'évanouit 
en  passant  de  l'imaginaire  au  réel,  et  les  deux  racines  deviennent 
égales.  Donc  au  point  même  où  s'arrête  la  première  branche  de 
courbe  vient  se  terminer  une  seconde  branche,  qui  fait  la  conti- 
nuation de  la  première,  et  généralement  ce  point  répond  à  un 
simple  maximum  ou  minimum  de  l'abscisse,  qui  changerait  avec 
la  direction  des  axes,  et  qui,  en  lui-même,  ne  se  distingue  en  rien 
des  autres  points. 

Il  en  serait  de  même  si  l'équation  était  résolue,  les  radicaux 
étant  pris  avec  toute  leur  généralité  ;  car  alors  elle  équivaudrait 
complètement  à  l'équation  délivrée  de  radicaux. 

591.  Une  courbe  algébrique,  dans  les  mêmes  circonstances  que 
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ci-dessus,  ne  peut  présenter  non  plus  de  point  saillant,  c'est-à-dire, 
de  point  où  viennent  se  terminer  deux  branches  de  courbe  dont 
les  tangentes  feraient  entre  elles  un  angle  fini. 

En  effet,  si,  entre  l'équation  de  la  courbe  et  sa  différentielle,  on 
élimine^,  il  en  résultera  une  équation  entre  x  et  y',  qui  donnera, 
pour  chaque  abscisse,  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente,  et  qui 
sera  algébrique,  comme  l'équation  primitive  entre  x  et  y.  Si  l'on 
construit  la  courbe  dont  y'  est  l'ordonnée,  cette  courbe  ne  peut 
avoir  de  point  d'arrêt,  d'après  ce  qu'on  vient  de  voir.  Donc  la 
courbe  primitive  ne  peut  avoir  non  plus  de  point  saillant,  où  la 
direction  de  la  tangente  varierait  brusquement  d'une  quantité 
finie. 

Donc  les  points  d'arrêt  et  les  points  saillants  ne  peuvent  se 
trouver  dans  les  courbes  algébriques,  tant  qu'on  n'v  particularise 
pas  la  signification  des  radicaux. 

592.  Il  en  serait  autrement,  si  l'on  restreignait  la  généralité  des 
radicaux,  en  réduisant  les  radicaux  d'ordre  pair  à  leur  valeur 
arithmétique.  Dans  ce  cas,  les  lignes  représentées  par  les  équa- 
tions 

présenteraient  des  points  d'arrêt,  et  les  lignes  représentées  par  les 
équations 

j  ■  =  \Jx* ,     y  =  V  (  sja*  —  .t2  —  b  ) l 

offriraient  des  points  saillants. 

Ces  deux  sortes  de  points  singuliers  se  rencontrent  dans  les 
courbes  qui  représentent  certaines  fonctions  discontinues,  expri- 
mées par  des  intégrales  définies,  comme  nous  en  avons  vu  des 
exemples  aux  nos457,  480,  483.  On  les  trouve  encore  dans  cer- 
taines courbes  représentées  par  des  équations  transcendantes. 
Par    exemple,    les  courbes 
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ont  des  points  d'arrêt  pour  x  =  o  ;  les  courbes 

X  I 

y  = r  î       y  --  x  arc  tang  - 

x 

ont,  pour  x  =  o,  des  points  saillants. 

593.  Passons  maintenant  à  la  recherche  des  autres  espèces  de 
points  singuliers,  que  peuvent  présenter  les  courbes  algébriques, 
et  parlons  d'abord  des  points  multiples.  Soit 

f(x,y)  =  o 

l'équation  de  la  courbe,  supposée  mise  sous  forme  entière  et  ra- 
tionnelle, si  elle  est  algébrique  ;  sinon,  nous  supposerons  que  son 
premier  membre  soit  une  fonction  transcendante  jouissant  des  pro- 
priétés des  fonctions  entières,  qui  ne  dépendent  pas  de  leur 
degré. 

Si  l'on  donne  à  x  et  à  y  des  accroissements  infiniment  petits 
h,  À,  et  que  l'on  désigne  généralement  par  en  un  infiniment  petit 
d'ordre  n,  on  aura  [339] 

/(•*+  h,y-±-k)=f{x,j)  H-  £i 

=-/(.r,r)  +  (/.D,-f-/-DJ)/(^,j)+£2 

=f[x,y}^{hBa.+/,-Dy)f{x,y)^~(/iBz+AByy2f{x,y)  +  S3, 

et  ainsi  de  suite,  suivant  que  l'on  voudra  pousser  plus  ou  moins 
loin  le  développement. 

Supposons  maintenant  que  [x,  y)  soit  un  point  de  la  courbe; 
alorsy(x,  y)  =  o,  et  l'on  aura,  pour  un  point  [x  -j-  h,  y  +  k)  in- 
finiment voisin  de  {oc, y), 

Imaginons  qu'au  point  {oc, y)  passent  deux  branches  de  courbe, 
non  tangentes  entre  elles.  Alors,  pour  la  même  valeur  de  h,  on 
aura  deux  valeurs  de  À",  différant  entre  elles  d'un  infiniment  petit 
du  premier  ordre  [567].  Soient  l,  A'  ces  valeurs;  on  devra  avoir, 
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avec  l'équation  (i),  l'équation 

Retranchant  l'une  de  l'autre  ces  deux  équations,  et  divisant  par  h 
il  vient 

_         h        dy  h 

La  limite  de — -  étant  finie  et  celle  de       ,   —  nulle,  on  en  con- 

k  h 

dut  -^-  =  o.  L'équation  (i)  se  réduisant  alors  à 

df  ^  H 
dx        h 

on  en  conclut  que  -r-  est  pareillement  égal  à  zéro.  Donc  on  a,  en 
ce  point,  la  double  condition 

df  df 


Si  l'on  suppose  actuellement  que  les  deux  branches  aient  entre 

le 


elles  un  contact  du  premier  ordre,  alors  — — —  aura  une  limite  finie 


[567].  Or  des  équations 

.  df        .  df       h*  d*f  ,  ,     d*~f  *«  d*f 

dx  dy       2  d.r-  dxdj  i   dy1 

,  df       „  df       h*  dvf  ,  „    d"-f  hn  daf       , 

dx  dy        a   dx~  dxdy  2    dy1 

on  tire,  par  soustraction, 

k'—kldf        ,     d2f        k'  +  kdV       s, 


A2      \dj  drdj"  2        dj2         k' —  k 

et  n,  5  -± j  étant  des  quantités  înnniment  petites,  on  en 

,  df  .  .df  . 

conclut  encore  que  v-  ?  et  par  suite  aussi  -—-  sont  nuls. 
1      dy        L  dx 

En  général,   si  les   deux  branches   ont  entre  elles  un  contact 

6. 
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d 'ordre  n,  ■ — ---—  ayant  une  limite  finie,  on  développera  les  équa- 
tions précédentes  jusqu'aux  termes  d'ordre  n,  ce  qui  donnera 
,  àf       ,    àf 

Ô.ï:  Ôf 

En  faisant  la  soustraction,  il  ne  restera  dans  le  développement  que 
les  termes  divisibles  par  k' — k,  et  l'on  aura 

k'—k  I  df 

1        + 


h"      \dr  k'—k 

Tous  les  termes  de  la  parenthèse  qui  suivent  le  premier  étant  infi- 
niment petits,  il  en  résultera  toujours  que  -r-  doit  être  nul. 

Donc,  en  général,  on  a,  pour  un  point  multiple  où  il  passe  plus 
d'une  branche  de  courbe,  les  relations  (a),  qui  doivent  avoir  lieu 
en  même  temps  que  l'équationy"(x,  y)  —  o. 

o9i.  Si  par  le  point  (xKy)  il  passe  une  troisième  branche  de 
courbe,  non  tangente  aux  deux  autres,  on  aura,  en  ayant  égard 
aux  équations  (2),  qui  sont  nécessairement  satisfaites, 

-  *!  &f       ,.     à-.f        ^  â*f   _  _ 
2   dx1  dxdj       2    dy- 

avec  deux  autres  équations  semblables  pour  les  accroissements 
A',  h"  des  ordonnées  des  autres  branches.  On  en  tire  par  soustrac- 
tion 

<y-f   ,  /■'  -+-  k  d\r      ■:,  - ., 


d.vdj"  7/1       ([)'         h  [k'—k 

d9-f        k"-hkdV        £-s. 

O  =  -;— \-  -I- 


dxdy  1I1      ôj'-       i,[k"—k) 

ii,    dj*  '  h[k"'—  k)    h[k' -  k)' 

d2f 
Cette  dernière  équation  donne,  en  passant  à  la  limite,  -r-r  =  o; 
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en  revenant  ensuite  aux  équations  précédentes,  on  en  conclut  que 

— —  et  — — ,  s'annulent  également.  Donc  si,  par  le  point  (x,  7  ),  il 
Oxôr       ox-  L  ■       ■  ^      J  ' 

passe  trois  branches  de  courbe  qui  se  coupent  sans  être  tangentes 
entre  elles,  les  dérivées  partielles  du  second  ordre  de  f(x,  y)  de- 
vront s'annuler  en  ce  point,  comme  les  deux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre,  et  l'on  aura,  outre  l'équation^x,  jr)  ==  o  et  les 
équations  (2),  les  conditions 

,a,  à\f  <y-f  d*f 

(  à  — —  =  o, ■  =  o,       ;  =  o. 

On  étendrait,  comme  précédemment,  ce  résultat  au  cas  où  deux 
de  ces  branches,  ou  toutes  les  trois,  seraient  tangentes  entre  elles. 

On  voit  sans  peine  comment  on  peut  poursuivre  ces  considéra- 
tions, lorsque  la  courbe  a  un  nombre  quelconque  de  branches  pas- 
sant par  le  point  (x,y). 

595.  La  propriété  des  points  multiples,  d'annuler  les  deux  déri- 
vées partielles  du  premier  membre  de  l'équation  de  la  courbe,  a 
lieu  également  pour  les  points  isolés  et  pour  les  points  de  rebrous- 
sement. 

Soit,  en  effet,  (x0,  J'o  )  un  tel  point.  On  pourra  tracer  par  ce  point 
une  infinité  de  droites  telles  que,  d'un  côté  d'une  de  ces  droites,  il 
n'existe  aucun  point  de  la  courbe  infiniment  voisin  du  point  (x0,  To)- 
Si  l'on  prend  donc  sur  une  telle  droite,  de  part  et  d'autre  du  point 
( •*'<> > ,>  0 ) ?  deux  points  infiniment  voisins 

(x0  —  h,  r0—  /■),      [x0  +  h,  70+  /•), 

on  pourra  mener  de  l'un  de  ces  points  à  l'autre  une  ligne  continue 
qui  ne  rencontre  pas  la  courbe,  et,  par  conséquent,  en  aucun 
point  de  laquelle  la  fonction  f(x,  y)  ne  puisse  s'annuler.  Cette 
fonction,  étant  supposée  finie  et  continue  pour  toutes  les  valeurs 
finies  de  x  et  dejr,  ne  pourra  donc  changer  de  signe,  lorsque  x  et 
y  passent  des  valeurs  x0  —  //,  j  0  —  k  aux  valeurs  x0  +  h,  y0  -+-  A  • 
Or,  à  cause  dej'[x0,y0)  =  0,  on  a 

/(■'•o+ /Vr0+ /•)=/, /"(x0)  4-*/'(.ro)-l-«i- 

Pour  que  cette  quantité  ne  change  pas  de  signe  avec  h  et  A,  i]  faut 
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k 
évidemment,  y  étant  arbitraire,  quef'(x0)  ^  f'{jo)  soient  nuls, 

et  par  suite  que  les  coordonnées  du  point  isolé  ou  du  point  de 
rebroussement  satisfassent  aux  conditions  (2). 

596.  Donc,  pour  obtenir  les  points  de  la  courbe  f(x, y)  =  o 
qui  peuvent  être  singuliers,  on  cherchera  d'abord  les  solutions 
communes  aux  trois  équations 

/  [x,  y  }  =  o,        -— z=  o,        —  =  0; 

puis  l'on  examinera  en  particulier  chacun  des  points  correspon- 
dants à  ces  solutions. 

Dans  le  voisinage  du  point  [oc, y)  qui  satisfait  à  ces  conditions, 
on  a 

_ 7'2  d*f  ,        a2/      *■  a2/ 

2  dx%  dxdy       2  dj%        3" 

En  supposant  que  les  conditions  (  3  )  ne  soient  pas  toutes  satisfaites, 
h 
h 


la  limite  y'  du  rapport  -  sera  donnée  par  l'équation  du   second 


degré 

(4)  0  =  -^"+  '  dV    1   '  r/2 dV 

2  dx2  dxdy       2  '      t)j2 

Toutes  les  fois  que  les  racines  de  cette  équation  ne  seront  pas 
réelles,  c'est-à-dire  toutes  les  fois  qu'on  aura 

rP/\2     a*Vd«/ 


dxdy  )        dr2   àj2 
le  rapport -î  infiniment  peu  différent  de  y1,  ne  sera  pas  réel  non 

plus.  Il  n'existera  donc  aucun  point  réel  [x  -j-  h, y  ~\-  k)  de  la 
courbe  dans  le  voisinage  du  point  (x,y).  Ce  point  sera  donc  un 
point  isolé. 

Si  l'équation  (4)  a  ses  racines  égales,  et  par  suite  réelles,  les 

deux   valeurs  de  -  différeront  infiniment  peu  l'une  de  l'autre.  On 

h  L 

aura  donc  deux  branches  tangentes  entre  elles,  se  continuant  de 
part  et  d'autre  du  point  (x,y),  ou  bien  s'arrêtant  toutes  les  deux 
en  ce  point,  qui  sera  alors  un  point  de  rebroussement;  ou  bien 
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k 

enfin  -5  quoique  différant  infiniment  peu  d'une  valeur  réelle,  sera 

imaginaire,  et  le  point  {oc, y)  sera  un  point  isolé. 

Si  les  racines  de  l'équation  (4)  sont  réelles  et  inégales,  c'est-à- 
dire,  si  l'on  a 


\dxôj  J 


-d^'d?>0' 


le  point  {oc,  y)  sera  généralement  un  point  double,  ou  exception- 
nellement un  point  isolé. 

Si  les  trois  dérivées  partielles  du  second  ordre  sont  nulles,  on 
poussera  le  développement  plus  loin,  et  l'on  discutera  les  racines 
de  l'équation  du  troisième  degré  enj7.  Et  ainsi  de  suite. 

597.  Un  point  de  rebroussement  est  dit  de  première  ou  de  se- 
conde  espèce,  suivant  que  les  deux  brandies  de  courbe  qui  vien- 
nent se  toucher  et  s'arrêter  en  ce  point  sont  situées  de  part  et 
d'autre  de  la  tangente  commune,  ou  d'un  même  côté  de  cette 
tangente. 

En  exceptant  le  cas  dej'=o,  où  le  point  de  rebroussement 
correspond  à  un  maximum  ou  à  un  minimum  de  x  seulement  si 
le  rebroussement  est  de  première  espèce,  et  le  cas  de  y'~  <*>  ,  où 
le  rebroussement  de  première  espèce  correspond  à  un  maximum 
ou  à  un  minimum  de  y  seulement,  un  point  de  rebroussement  de 
première  ou  de  seconde  espèce  correspond  à  un  maximum  ou  à  un 
minimum  de  oc  et  de  y  k  la  fois.  Ce  caractère  servira  à  déterminer 
les  points  de  rebroussement,  lorsque  x  et  y  seront  exprimés  au 
moyen  d'une  variable  indépendante  quelconque,  qui  ne  devienne 
pas  maximum  ou  minimum  en  même  temps  que  les  coordonnées 
[400].  On  cherchera  dans  ce  cas  les  valeurs  de  cette  variable  t  pour 
lesquelles  x  =  q{t)  et  y  =  %{t)  sont  maxima  ou  minima  à  la  fois, 
ou  qui  donnent  x  maximum  ou  minimum  avecjy'=  o,  ou  bien  y 
maximum  ou  minimum  avec  y'=  °°  . 

598.  Considérons  la  courbe  dérivée,  dont  nous  avons  déjà  fait 
usage  [591  ],  et  qui  a  pour  ordonnée  la  valeur  de  j'  qui  correspond 
à  chaque  abscisse  x  dans  la  courbe  proposée  f{oc,y)  =  o.  En 
exceptant  le  cas  où  la  tangente  commune  est  parallèle  à  l'axe  des  y 
(cas  que  l'on  peut  toujours  éviter,  en  échangeant,  s'il  le  faut,  les 
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axes  entre  eux),  un  point  de  rebroussement  correspond  à  un  maxi- 
mum ou  à  un  minimum  de  x  dans  la  courbe  proposée,  et  par  suite 
aussi  dans  la  courbe  dérivée  (sauf  le  cas  où  une  branche  imagi- 
naire aurait  une  tangente  dont  le  coefficient  angulaire  serait  réel). 
Dans  le  cas  d'un  rebroussement  de  première  espèce,  y'  croît 
dans  le  même  sens  avant  et  après  le  point  considéré,  lorsqu'on 
passe  d'une  brandie  à  l'autre  de  la  courbe  primitive.  Il  s'ensuit  de 
là  qu'au  point  correspondant  de  la  courbe  dérivée  la  tangente  est 
parallèle  à  l'axe  des  j^.  On  a  donc  généralement,  dans  ce  cas, 

-  =  >"=». 

dx 
et  il  en  résulte  qu'en  un  point  de  rebroussement  de  première  es- 

i                     i               i                      (i+  r'-Vî  ,        !  ,i 

pece  le  ravon  de  courbure  p  =  - ; — —  est  nul,  et  la  courbure - 

y  ? 

infinie.  Par  conséquent,  la  courbe  rencontre  en  ce  point  sa  déve- 
loppée. 

Il  peut  arriver  exceptionnellement  que,  pour  un  rebroussement 
de  première  espèce  de  la  courbe  primitive,  la  courbe  dérivée  ait 
aussi  un  rebroussement  de  première  espèce;  mais,  comme  il  ne 
doit  pas  y  avoir  de  maximum  dey',  il  faut  que  la  tangente  soit  pa- 
rallèle aux  x,  et  que  l'on  ait  par  conséquent 

y"  =■  o,      d'où     p  =  go  ,      —  =t), 

u 

ce  qui  correspond  à  une  asymptote  de  la  développée. 

Si  le  rebroussement  est  de  seconde  espèce, y'  prend,  pour  les 
deux  branches,  des  valeurs  égales  au  point  considéré  ;  et,  en  par- 
tant de  ce  point  pour  aller  sur  chacune  des  branches,  y'  varie  dans 
le  même  sens.  On  en  conclut  que,  y'  devant  avoir  un  maximum  ou 
un  minimum  en  même  temps  que  x,  la  courbe  dérivée  doit  avoir 
un  point  de  rebroussement,  et  que,  si  ce  rebroussement  est  de  pre- 
mière espèce,  la  tangente  ne  doit  pas  être  parallèle  à  l'axe  des  x. 

599.  Pour  distinguer  les  deux  espèces  de  rebroussement,  il 
suffît  de  voir  si,  au  point  considéré,  ou  pour  un  point  infiniment 
voisin,  les  valeurs  de  y"  correspondantes  aux  deux  branches  sont 
de  signes  contraires  ou  de  même  signe,  c'est-à-dire  si  les  deux 
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branches  tournent  leur  concavité  dans  des  sens  contraires  ou  dans 
le  même  sens.  Mais,  si  la  tangente  était  parallèle  à  l'axe  des  r,  on 
échangerait  entre  eux  les  axes,  ou  encore  on  vérifierait  si  la  courbe 
a  des  points  de  part  et  d'autre  de  l'ordonnée  tangente,  ou  si  elle 
n'en  a  que  d'un  seul  côté  ;  en  d'autres  termes,  si  x  n'a  pas  de  maxi- 
mum ou  de  minimum,  ou  s'il  en  a  un. 

600.  Il  existe  des  relations  entre  la  forme  de  la  développée  au 
point  qui  correspond  à  un  point  singulier  de  la  courbe,  et  la  nature 
de  ce  point  singulier. 

Aux  points  d'inflexion,  et  généralement  aux  points  pour  les- 
quels la  courbe  a  avec  sa  tangente  un  contact  d'ordre  supérieur  au 
premier,  on  a  généralement  y"  =  o,  p  =  co  .  Le  rayon  de  courbure 
infini  est  une  asymptote  de  la  développée.  Les  deux  branches  in- 
finies sont  dirigées  en  sens  contraire  ou  dans  le  même  sens,  selon 
que  le  point  de  contact  est  ou  n'est  pas  un  point  d'inflexion,  c'est-à- 
dire  suivant  que  l'ordre  du  contact  de  la  courbe  avec  la  tangente 
est  pair  ou  impair. 

Aux  points  de  rebroussement  de  première  espèce  de  la  dévelop- 
pante, on  a  généralement  p  =  o  ;  la  développée  rencontre  la  déve- 
loppante à  angles  droits.  On  voit  que  la  réciproque  est  vraie,  en 
considérant  la  développante  comme  engendrée  par  le  point  de 
contact  primitif  de  la  tangente  à  la  développée,  cette  tangente  rou- 
lant sans  glisser  sur  la  développée. 

Aux  points  de  rebroussement  de  seconde  espèce  de  la  dévelop- 
pante correspondent  généralement  des  points  d'inflexion  de  la  dé- 
veloppée. 

Les  points  de  maximum  ou  de  minimum  du  rayon  de  courbure 
répondent  généralement  à  des  points  de  rebroussement  de  pre- 
mière espèce  de  la  développée,  sauf  le  cas  où  l'on  aurait  excep- 
tionnellement y"  =  o,  ce  qui  correspondrait  toujours  à  une  asym- 
ptote de  la  développée. 

Aux  points  d'arrêt  et  aux  points  saillants  de  la  développante 
correspondent  des  points  d'arrêt  de  la  développée. 

La  développante  d'une  courbe  dont  deux  branches  infinies  s'ap- 
prochent d'une  asymptote  commune  dans  deux  directions  oppo- 
sées, comme  dans  l'hyperbole  ordinaire,  a  un  point  d'inflexion  à 
son  intersection  avec  l'asymptote.  Elle  a  un  contact  du  troisième 
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ordre  avec  sa  tangente  au  point  où  elle  traverse  l'asymptote,  lorsque 
les  deux  branches  de  la  courbe  tendent  vers  la  même  région  de 

l'asymptote,  comme  dans  la  courbe  y  =  — • 

601.   Exemples.  —  I.  Soit  la  courbe 

y2  — -  x-  -+-  .r4  =  o, 

qui  est  la  lemniscate.  On  a,  pour  x  —  o,  y=  o, 


df                         r    , 

~-  = —  ix  -\-  hxi=  o. 

O.T. 

df 

Tj  =  ^  =  ^ 

dx~                    dx dy 

Donc  y'  est  donné  par  l'équation  —  2-4-  %y,2  =  o,  d'oùj/^  zfc  1. 
Ensuite,  la  valeur  y  =  ±  x  y  1  —  x2  étant  réelle  pour  x  voisin  de 
zéro,  la  courbe  a  deux  branches  réelles  passant  par  l'origine.  On 
a  maintenant,  en  général, 

yy' —  x  —  îi,3=  o,     yy"-+~  yn  —  1  —  6x2  =  o,    yy'" '-+-  3y'y" —  1  ix  =  o, 

d'où  l'on  tire,  pour  x  —  o,  y  —  o,  et  pour  chacune  des  valeurs  de 
y',y"=  o.  Ensuite,  y'"  est  donné  par  l'équation 

yy"  +  4 y' y'"  -4-  3j'/2  —  12  =  0, 

qui  donne  une  valeur  de  y"'  différente  de  zéro.  Donc  chacune  des 
deux  branches  de  courbe  présente  une  inflexion  à  l'origine. 

II.  L'équation 

x3  —  3  o  xy  -4-  y3  =  o 

donne,  pour  x  =  o,  y  —  o, 

—  =3[a?—ajr)=o1      —  =  3{y- -  ax)  =  o. 
Puis  on  a,  pour  ce  point, 

-r~5  —  b,ri       "i — 7~  =—  5a,      -— -  =  br, 
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et  l'équation  en  y, 

(  i )  6jj'2  —  6ayr  H-  6x  =  o, 

a  une  racine  nulle  et  une  racine  infinie.  Pour  avoir  le  sens  de  la 
concavité,  différentions  deux  fois  l'équation  précédente,  ce  qui 
donne  les  équations 

( j-2  —  ax  )  y"  4-  iyyn  —  i  ay'  -+-  i  -t.  =  o, 
(  y~  —  ax)  y'"  -+-  6yy'  y"  —  3  a  y"  -h  i  y'3  +2  =  0. 

On  tire  de  la  dernière,  pour  x  —  y  =  7  =  o,  y" '—  -5—5  valeur  po- 

si  tive  avec  a  ;  donc  la  branche  tangente  à  l'axe  des  x  est  concave 
vers  le  haut.  Pour  l'autre  branche,  tangente  à  l'axe  des  y,  nous 
chercherons  le  sens  de  sa  concavité  relativement  à  la  direction 

y" 

des  x,  lequel  dépend  [547]  du  signe  de  x° '  = -s-  Or  on  a,  en 

négligeant  des  quantités  qui  s'annulent, 

y"     ,_j"  .._  . 

y 


6j7'-i-3a./ 


D'ailleurs  l'équation  (1)  donne 

yf 

d'où,  pour  x  =  o,j^'  =  co, 


.2? 

j/  —  «  -h  —  =  o  ; 


limj/'^  a. 
Donc  l'équation  ci-dessus  donne 

x„=_yl  =  _i, 

y':i         3  g  ' 
et  par  suite  la  courbe  est  concave  vers  la  droite. 
III.   Considérons  la  courbe 

j-2 — ix- y  -+-  x'à  —  o,     ou     y  =  x'2 (1  zh  ^ 1  —  x), 

pour  laquelle  -r-  et  -y-  s'évanouissent  au  point  x  =  o,y  =  o.  L'é- 
quation dérivée  seconde  donne,  en  ce  point,  1.^-=-  o.  Donc  j/  a 
une  valeur   double  égale  à  zéro,  ce  qui   annonce  deux  branches 
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tangentes  à  l'axe  des  x.  Pour  avoir  le  sens  de  la  concavité,  on 
poussera  jusqu'à  l'équation  dérivée  quatrième,  qui  donne 

(6  y"  —  i\  )j  "=  o, 

d'où  les  deux  valeurs  y"  —  4)j" —  °-  La  première  valeur  indique 
une  branche  concave  vers  le  haut;  la  seconde  annonce  une  in- 
flexion. En  effet,  en  différentiant  une  fois  de  plus,  on  trouve 
j'">o. 

IV.  Si  l'on  prend  la  courbe 

y-  —  ax2r  -h  x'1  -b  x:>  =  o,     ou     y  —  x?  (  i  d~  y/ —  x), 

l'équation  différentielle  première  df=.  o  devient  identique  pour 
x  —y  =  o.  L'équation  cl-f=  o  donne  pour  y'  deux  valeurs  nulles, 
et  comme  la  courbe  n'a  de  points  qu'à  gauche  de  l'origine,  on  en 
conclut  que  l'origine  est  un  point  de  rebroussement.  L'équation 
dif=  o  donne  y"- — 4y''-+- 1\  —  o,  équation  dont  les  deux  racines 
sont  de  même  signe.  Donc  on  a  un  point  de  rebroussement  de 
seconde  espèce. 

V.  Soit  encore  la  courbe 

j-  -4-  x-  -+-  x%  =  o,      ou     y  =±  x  \j  —  i  —  x. 

On  voit  immédiatement  que  l'origine  est  un  point  du  lieu,  lequel 

i     àf       df    ^  .         ,, ,         .        ,„  „  ,  ,    .     , 

annule  -r-  et--*  Four  ce   point,  1  équation  a2/"— o   se  réduit  a 
ax       or  ii./ 

7  '2  -h-  i  -—  o,  qui  n'a  pas  de  racine  réelle.  Donc  l'origine  est  un 
point  isolé. 

602.  Dans  le  cas  où  les  coordonnées  x,  y  sont  exprimées  en 
fonction  d'une  variable  indépendante  t,  on  a  un  point  multiple 
lorsque  x  et  y  reprennent  l'un  et  l'autre  les  mêmes  valeurs  respec- 
tives pour  deux  valeurs  distinctes  t  et  t  -j-  9  de  la  variable  indé- 
pendante. Ainsi,  si  les  équations  qui  représentent  la  courbe  sont 
x  =  'f(l),  y  =  x(*)>  ^es  P0ints  multiples  seront  déterminés  par 
les  deux  équations 

d'où  l'on  tirera  les  deux  inconnues  t  et  0. 

Soit,  par  exemple,  la  cycloïde  raccourcie,   représentée  par  les 
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équations 

x  =z  a [nt  —  sin t),     y  =  a [ i  —  cos t) . 

Les  points  multiples  seront  déterminés  par  les  équations 

nt —  sin*=  «(M-  5)  —  sin[t-h  Q),      —  cos?  —  —  cos[t  h-  0). 

On   en    tire   0  = — 2£,  /z£~sin£,     ce    qui    est    admissible    pour 

n  <^  i . 

Si  /2  =  i,  cas  de  la  cycloïde  ordinaire,  on  a  dj--  asintdt,  va- 

,  „  ,  sinf  i        .    „    . 

leur  nulle  pour  £  =  o;  y  = =  cot  —  t.  îniini  pour  t=  o; 

1  J         i  —  cos/  2  r 

d'2j~  =-.  acostdl-,  valeur  positive.  Donc  l'origine  répond  à  un  mi- 
nimum àe  y ,  et  non  de  x,  pour  lequel y  =  °°  •  Donc  [597]  c'est 
un  point  de  rebroussement  de  première  espèce. 


§  IX. 

APPLICATIONS    OU    CALCUL    OES    QUANTITÉS    COMPLEXES 
A    LA    GÉOMÉTRIE    PLANE. 

603.  Nous  terminerons  ces  applications  du  Calcul  infinitésimal 
à  la  Géométrie  plane  en  donnant  quelques  notions  sur  la  méthode 
créée  par  M.  Bellavitis  sous  le  nom  de  Calcul  des  équipollences, 
et  fondée  sur  les  principes  de  la  Théorie  des  quantités  complexes. 

Nous  avons  établi  la  correspondance  qui  existe  entre  les  con- 
structions géométriques  dans  le  plan  et  les  opérations  analytiques 
sur  les  quantités  complexes.  Rappelons  d'abord  quelques  consé- 
quences immédiates  de  ces  principes. 

6(M.  Soit  c~  a-\~  ïb  =  ye'3  une  quantité  complexe;  c  pourra 
représenter  indifféremment  le  point  («,  b)  ou  (y,  8)  du  plan,  ou 
bien  le  rayon  Oc  mené  de  l'origine  à  ce  point  et  considéré  en 
grandeur  et  en  direction.  Dans  ce  dernier  cas,  c  pourra  être  trans- 
porté parallèlement  à  lui-même  d'une  manière  quelconque  dans 
le  plan. 

Nous  appellerons  conjuguée  de  la  quantité  c  celle  qui  repré- 
sente un  point  ou  un  rayon  symétrique  de  c  par  rapport  à  l'axe 
Ox,  origine  des  angles.  Nous  la  représenterons  par  la  rotation  c. 

La  conjuguée  d'une  quantité  s'obtient  en  changeant  partout  i 
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en — i  dans  l'expression  de  cette  quantité  en  fonction  de  quan- 
tités réelles.  Ainsi,  si  nous  convenons  de  désigner  la  conjuguée 
d'une  quantité  en  surmontant  la  représentation  de  celle-ci  d'un 
trait  horizontal,  la  conjuguée  de 

sera 

c  —  a  —  ib  =  ye~  ®. 

605.  I.  L'égalité 

—  9,7=)  9 

ce  ==  a-  -h  y-  —  y 

nous  apprend  que  la  longueur  ou  le  module  d'une  quantité  com- 
plexe est  la  racine  carrée  du  produit  de  cette  quantité  par  sa  con- 
juguée. 

II.  De  l'égalité 


on  conclut  que  le  coefficient  de  direction  e'9  de  la  quantité  c  est  la 
racine  carrée  du  rapport  de  cette  quantité  à  sa  conjuguée. 


III.  Étant  données  deux  quantités  complexes 

c  =  ye'9,      c'=  yV9', 
dont  les  conjuguées  sont 

c  =  y  e~  'e,       c'  —  y'  e  _'6', 

l'angle  0  —  6',  que  les  deux  lignes  c,  c'  font  entre  elles,  sera  donné 
par  l'équation 

c      c' 

IV.  La  quantité 

.6  +  8' 
\Jcc'  =  \jyy'  e      2 

représente  la  moyenne  proportionnelle  bissectrice  des  deux  lignes 
c,  c'. 

606.  Soit  z  une  variable  complexe,  t  une  variable  réelle.  Si  l'on 
établit  entre  ces  deux  variables  une  relation  quelconque 
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cette  relation  sera  vérifiée  par  une  suite  continue  de  points,  for- 
mant une  courbe  dans  le  plan. 

Il  est  aisé  de  voir  que  l'équation  d'une  courbe  quelconque  peut 
être  mise  sous  cette  forme,  en  prenant  pour  t  soit  une  des  deux 
coordonnées,  rectilignes  ou  polaires,  d'un  point  de  la  courbe,  soit 
une  troisième  variable,  dont  ces  coordonnées  sont  des  fonctions. 

Réciproquement,  étant  donnée  une  équation  de  la  forme  (i),  on 
en  tire,  par  la  séparation  du  réel  et  de  l'imaginaire,  deux  équa- 
tions, au  moyen  desquelles  on  déterminera  les  deux  coordonnées 
de  chaque  point  en  fonction  de  la  variable  t. 

607.   Si  a  est  une  constante  réelle,  l'équation 

(2)  z  —  at 

représentera  l'axe  Ox.  En  multipliant  le  second  membre  par  un 
coefficient  de  direction  ela,  l'équation 

z  =  ae'at 

représentera  une  droite  faisant  avec  Ox  l'angle  ce.  Si  l'on  écrit 
maintenant  a  au  lieu  de  aeta,  a  étant  alors  une  quantité  complexe 
quelconque,  l'équation  (2)  représentera  une  droite  quelconque 
passant  par  l'origine. 

Pour  t  ==  1 ,  z  =  a.  L'équation  (  2)  est  donc  celle  de  la  droite  qui 
joint  l'origine  au  point  a. 

Si  l'on  multiplie  le  second  membre  par  un  coefficient  de  direc- 
tion e'9,  l'équation 

z  =  e'^at 

représentera  une  droite  faisant  avec  la  droite  (2)  l'angle  9. 
Réciproquement,  l'angle  6,  que  font  entre  elles  deux  droites 

(  3  )  z  =  at,     z  =  a't, 

est  donné  par  l'équation  (1  ) 

a 


('J  II  est  entendu  que,  dans  cette  équation  et  les  autres  analogues,  on  ne  s'occupe 
que  de  l'égalité  des  arguments. 
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cet  angle  étant   compté   de  la    seconde  droite  vers  la  première. 
En  supposant  0  =  — ,  on  a,  pour  l'équation  de  la  perpendicu- 
laire à  la  droite  (2), 

z  —  iat. 

Réciproquement,  la  condition  de  perpendicularité  des  droites  (3) 
sera 


La  bissectrice  de  l'angle  des  deux  droites  (3)  a  pour  équation 


z  =  \Jzh  ad  .  t, 

en  prenant  le  signe  -f-  ou  le  signe  — ,  suivant  que  l'on  considère 
les  portions  des  deux  droites  correspondantes  à  des  valeurs  de  t  de 
même  signe  ou  de  signes  contraires. 

608.  En  ajoutant  à  chaque  valeur  de  z  une  droite  constante  en 
grandeur  et  en  direction  b,  on  obtiendra  une  parallèle  à  la  droite 
(2),  dont  l'équation  sera 

(4)  z  =  at  -\-  b. 

En  faisant  varier  b,  011  obtient  toutes  les  parallèles  à  la  droite  (2). 
Pour  que  deux  droites 

z  —  at-h  b,     z  —  a!  t  +  V 

soient  parallèles,  il  suffit  que  les  droites  z  =  ut,  z  =  a' t  se  con- 
fondent, ce  qui  aura  lieu  si  leurs  coefficients  angulaires  a,  af  sont 
deux  quantités  complexes  égales,  ou  du  moins  ayant  même  argu- 
ment et  par  suite  un  rapport  réel.  La  condition  de  parallélisme 

sera  donc 

<t  .  , 

—  —  une  quantité  réelle. 

a 

La  droite  (4)  passe  par  les  points  b,  b  -+-  a  et  Z»  —  a. 

Pour  avoir  l'équation  d'une  droite  passant  par  les  deux  points 
donnés  zt,z2,  on  identifiera  ces  points  avec  b  et  b-\-a,  ce  qui 
donnera  b  =  zt,  a  =  z2  —  z{,  et  l'équation  de  la  droite  sera 

Z.1         ^, 
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L'équation  d'une  droite  menée  par  le  point  c  et  faisant  avec  (2) 
ou  (4)  l'angle  0  sera 


z  =  c  -+-  e'v  at. 

L'équation  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  c  sur  la  droite 

(2)  ou  (4)  sera  donc 

z=c-f  iat. 

609.  Si  l'on  considère  un  lieu  géométrique  comme  engendré 
par  le  mouvement  du  point  z  correspondant  au  temps  £,  un  terme 
de  la  forme  al  exprimera  un  mouvement  de  translation  suivant  la 
direction  Oa  ou  parallèlement  à  cette  direction. 

Un  terme  de  la  forme  aelt  exprimera  un  mouvement  de  rotation 
de  la  droite  a  autour  de  son  extrémité  initiale. 

D'après  cela,  il  est  facile  de  voir  que  les  équations 


z  =  ne 


u 


représentent  un  cercle  ayant  son  centre  à  l'origine, 

z  =  aeil  -+-  b  «  un  cercle  ayant  son  centre  au  point  b, 

z  =  aen  +  bt  ■>  une  cycloïcîe  allongée  ou  raccourcie, 

z  =  aeu H-  beint  »  une  épicycloïde  ou  une  hypocycloïde, 

z  =  ateu  »  une  spirale  d'Archimède, 

z  =  ae(n+i')t  »  une  spirale  logarithmique, 

z  =  «(i  —  it\ elt  »  une  développante  de  cercle. 


Les  équations  x  —  gcost,  y  —  hsint  représentent,  en 
coordonnées  obliques,  une  ellipse  rapportée  à  deux  diamètres  con- 
jugués ig,  2/2.  Si  a  et  (3  sont  les  angles  de  ces  diamètres  avec  l'axe 


origine  des  directions,  les  coordonnées  x  et  y  seront  affectées  des 
coefficients  de  direction  e!a,  e'?;  et  comme  (jïg.  58) 

z  =  OM  =  OP  +  PM  =  x  eia  -r  ye®, 
H.  —  Cours  de  Cale,  infui.,  II.  7 
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si  l'on  pose 

geiaz=r.  a,       Ae'Prrr  b, 

on  aura  enfin,  pour  l'équation  de  l'ellipse, 

(5)  z  =  a  cost  -i-  b  sinf. 

On  pourrait  remplacer,  dans  cette  équation,  cos£  et  sint  par 
deux  autres  fonctions  quelconques  de  t  dont  la  somme  des  carrés 
soit  l'unité,  et  représenter  l'ellipse  par  l'équation 

(6)  ï=«T+  byJT—  T2. 

En  particulier,  si  Qa  et  Ob  sont  les  deux  demi-axes,  de  lon- 
gueurs a  et  6,  et  que  l'on  prenne  la  direction  Oa  pour  origine  des 
angles,  Ob  sera  représenté  par  it),  et  l'équation  deviendra,  a  et  b 
étant  réels, 

(7)  z  =  acost  H-  ihsint. 

Si,  dans  l'équation  (5),  on  remplace  t  par  i -I — 1  on  aura  un 
autre  point  de  l'ellipse  N,  représenté  par 

(8)  ZJ—  —  a  sin  t  -+-  Z> cos t. 
Or  l'expression 

Ç  =  zcost  -h  zx  sinr=:  «cos(t  -i-  t)  -+-  é  sin(rH-  t) 

représente  encore  un  point  de  l'ellipse,  quel  que  soit  r.  Donc  OM 
et  ON  sont  deux  diamètres  conjugués. 

On  tire  maintenant  des  équations  (5)  et  (8) 

z-  ->r  z\  =  a?  -\-  b-. 

Donc  la  somme  des  carrés  de  deux  diamètres  conjugués,  pris  en 
grandeur  et  en  direction,  est  constante.  Si  l'on  remplace  z,  zt,a,b 
par  reip,  i^eip>,  ge'a,  Ae'p,  on  tire  aisément,  de  l'égalité  précé- 
dente, 

(r«  +  r\f  -  4[;T1sin(jPl-Jp)]2=  (g*  +  h*f-  ftgh  sin(|3  -  «)]2, 

ce  qui  est  une  conséquence  des  théorèmes  d'Apollonius. 

Désignons  par^/"2  la  somme  constante  a^-i-b-,  et  soient Ofel 
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O/i  = —  O/les  deux  valeurs  de  \Ja2  -f-  b- .  On  peut  écrire 


f=SJ{a  +  ib)[a-ib). 

Si  l'on  mène  kaki  perpendiculaire  à  Oh,  et  que  l'on  y  porte  les 
longueurs  ak  =■  akK  =  Qb,  alors  on  aura 

0  /-j  =  a  +  ib,      0  /'  -—  a  —  ?Z>, 
et  par  suite 

/=  V/Ô^Ô/-; 

donc  O/"  est  une  moyenne  proportionnelle  bissectrice  entre  Oki 
et  O/f. 

On  peut  construire  autrement  ces  mêmes  points^",  fK.  On  peut 
écrire 


'=••(•**! 


On  obtient  —  =  Oc  en  construisant  le  triangle  Obc  directement 
a 

semblable  à  Oab,   puis  menant  ad  égale  et  parallèle  à  Oc.  Alors 

Of  sera  la  moyenne  proportionnelle  bissectrice  de  Oa  et  de  Od. 

Puisque  l'on  a.f-  =  z2  -f-  z2,  on  en  conclut,  à  cause  défi  === — f, 

z\  =  on2=:  (/-  z)  [z  -/o  =  m/./;m. 

Donc  le  diamètre  conjugué  de  OM  est  la  moyenne  proportion- 
nelle bissectrice  entre  les  deux  rayons  vecteurs  M/*,  f{  M.  Il  est 
donc  parallèle  à  la  bissectrice  de  l'angle  formé  par  un  de  ces  rayons 
vecteurs  et  le  prolongement  de  l'autre. 

611.   Etant  donnée  l'équation  d'une  courbe 

la  différentielle  dz  représentera  en  grandeur  et  en  direction  l'élé- 
ment d'arc  de  la  courbe,  et,  si  l'on  désigne  par  ds  la  longueur  de 
cet  élément  et  par  w  l'angle   de  la  tangente  avec  l'axe    Ox,   on 

aura 

dz  =  eimds. 

La  valeur  de  ds  est  la  moyenne  proportionnelle  entre  dz  et  son 

7- 
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conjugué  [605,  I], 

ds  ~  Sjdz  .  dz . 

L'angle  w  est  déterminé  [604,  II]  par  la  formule 

dz 

dz 


En  différentiant  cette  expression,  on  obtient  l'angle  de  contin- 
gence du>. 

Ainsi,  pour  la  spirale  d'Archimède,  dz  =  atelt ,  et  l'on  a 

dz  =  a ( i  -r  it) eildt,       dz  =  a[\  —  it)e~1' dt, 
d'où  l'on  tire 


(fc  =  ay'i  +  ;2.  dt,     eiu>  =  eu 


I  i-\-it 


i  —  it 
Pour  l'ellipse  rapportée  à  ses  axes  [610,  (7)],  on  a 

dz  =  (  —  a  sin  t  -+-  6  i  cos  t  )  dt , 
d'où  résulte 


ds  =  \/a-  sin2 1  +  fc2  cos2 1.  dt. 

612.  Cherchons  maintenant  l'équation  de  la  tangente.  Cette 
équation  étant  de  la  forme  £—  z -\-  az,  le  coefficient  angulaire  a 
doit  être  égal  [608]  à  <iz  multiplié  par  une  quantité  réelle,  que 

nous  pouvons  choisir  égale  à  —  •  En  posant  donc 

dz 

^  =  Z' 

nous  aurons,  pour  l'équation  de  la  tangente  au  point  z, 

(9)  %  =  z+z'r. 

D'après  cela,  on  aura,  pour  l'équation  de  la  normale  en  z, 

(10)  Ç  =  zH-iz't, 

et  pour  l'équation  d'une  oblique,  faisant  avec  la  tangente  l'angle  y, 

(11)  Ç  =  z-hei-(z'z. 


CALCUL  DES  EQUI  POLLENCES.  101 

613.  Exemples.  —  ï.  D'après  cela,  la  tangente  à  l'ellipse  aura 
pour  équation 

t  —  acost  -1-  b  sin?-f-  (• —  asmt  -f-  bcost)z. 

On  voit  que  cette  droite  est  parallèle  au  diamètre  ON,  conjugué 
de  OM  [610,  (8)],  et  par  suite  bissectrice  de  l'angle  supplémen- 
taire des  rayons  vecteurs. 

£  étant  la  somme  des  deux  composantes  «(cosi  —  rsint),  et 
Â(sin£-h  tcosï),  parallèles  l'une  à  Oa,  l'autre  à  Ob,  cette  droite 
rencontrera  l'une  des  droites  Oa,  Ob,  lorsque  sa  composante  pa- 
rallèle à  l'autre  sera  nulle.  Ainsi  on  aura  le  point  de  rencontre  avec 

Oa  en  faisant 

smt  -f-  tcos£=  o, 
d'où 

a 
tangr,     et     --a-  co$t 

On  trouverait  de  même,  pour  le  point  de  rencontre  avec  Ob, 

b 
C-b~  imV 
On  conclut  de  là 

«2    ;    b2  _ 

IL  La  parabole  étant  engendrée  par  la  composition  de  deux 
mouvements,  l'un  dirigé  suivant  Oa  et  proportionnel  au  carré  du 
temps,  l'autre  dirigé  suivant  Ob  et  proportionnel  au  temps,  son 

équation  sera 

z  —  at-  -!-  bt, 

a  et  b  étant  des  quantités  complexes  quelconques. 
L'équation  de  la  tangente  sera 

t  =  at-  -h  bt  +  [lat  -\-  b)  t. 

Cette  tangente  rencontre  Oa  pour  r  =  —  l,  ce  qui  donne 

•ia  =  —at\ 

Ce  point  est  donc  symétrique,  par  rapport  à  l'origine,  de  l'extrémité 
de  la  composante  at2   parallèle  à    Oa.    Elle  rencontre  Ob  pour 

t  = t,  d'où  Tb  =  -  bt. 

2  2 
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Par  le  point  M  menons  une  droite  M/* qui  fasse  avec  la  tangente 
MT  le  même  angle  que  celle-ci  fait  avec  Oa.  En  introduisant  un 
facteur  réel  indéterminé  k,  on  aura 

v  M/:MT  =  MT:  Oa, 

k     J 

d'où,  en  mettant  pour  MT  =  £ —  s  sa  valeur  lat  -Y-  b, 

M/=  -(%at+bf. 
a 

Donc  Of=  OM  -f-  M/* a  pour  valeur 

et  cette  valeur  sera  indépendante  de  £,   si  l'on  prend  £  = 5 

4 

d'où 

0/=-— , 

valeur  qu'il  est  facile  de  construire.  Il  existe  donc  un  point  fixe 
par  lequel  passent  toutes  les  droites  faisant  avec  la  tangente  un 
angle  égal  à  l'angle  de  celle-ci  avec  Oa.  C'est  le  foyer  de  la  para- 
bole. 

III.  L'équation    de    la    tangente    à    la    spirale    d'Archimède, 

z  =  atelt,  sera 

?  =  z  +  aeu[i  -hit) t. 

Pour  avoir  l'angle  de  la  tangente  avec  le  rayon  vecteur,  on  prendra 
la  formule 

Ç  —  z      z         1  H-  il 

e-">  =  - =  :  -  = -, 

Ç  —  z      z         1  —  it 

d'où  l'on  tire 

tango  =  -  [eM—  i):[e*a  +  1)  =  t. 

614.  Cherchons  actuellement  le  centre  de  courbure,  intersec- 
tion de  deux  normales  infiniment  voisines. 

Pour  passer  d'une  normale  à  la  suivante,  il  faut  changer  t  en 
t  -h  dt.  Au  point  d'intersection  des  deux  normales,  £  doit  être  le 
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même,  et  par  conséquent  dÇ  nul;  mais  t  aura  dû  varier  d'une  nor- 
male à  l'autre,  et  se  changer  en  :  +  dx.  On  différentiera  donc 
l'équation  (10)  de  la  normale  par  rapport  à  t  (dont  z  est  fonction) 
et  à  t,  en  laissant  £  constant,  et  l'on  aura  ainsi  l'équation 

équation   qui  se  partagera  en   deux  équations  réelles,   d'où  l'on 

ri— 

tirera  les  valeurs  de  r  et  de  —  pour  le  point  d'intersection.  En 

mettant  pour  t  la  valeur  trouvée  dans  l'équation  (10),  on  aura  le  '( 
du  centre  de  courbure  correspondant  au  point  z. 

La  longueur  du  rayon  de   courbure   sera  donnée    par  la   for- 
mule 


P  =  y/(ç  —  *)|ç—  z)=ts/z'z-. 

Si,  dans  l'équation  qui  donne  le  £  du  centre  de  courbure,  on 
considère  t  comme  variable,  on  aura  l'équation  du  lieu  des  centres 
de  courbure,  ou  de  la  développée  de  la  courbe  proposée. 

Le  même  calcul  s'applique  à  la  recherche  du  lieu  des  intersec- 
tions successives  des  obliques  représentées  par  l'équation  (n).  Ce 
lieu  porte  le  nom  de  développée  imparfaite  de  la  courbe. 

615.   Exemples.  — -  I.  Si  l'on  considère  l'ellipse  rapportée  à  ses 

axes  principaux, 

z  =  a  cos?  -î-  ib  sin  t, 

J'équation  de  la  normale 

Ç  =  a  cos£  -h  ib  sin  t  -+-  iz[  —  a  sin  t  4-  ib  cos£  ) 

donne,  par  la  différentiation, 

o  =  (  —  a  sin  t  -t-  ib  cos  t)  (  i  -+■  i  —  )  —  h  [a  cos  t  -+-  ib  sin  t) , 

d'où  l'on  tire,  en  séparant  le  réel  de  l'imaginaire, 
abx  =  a%  sin2 1  +  è2  cos2 1. 

Mettant  cette   valeur   dans    l'équation   de    la   normale    et   faisant 
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£  =  \  -h  in,  il  vient 

aÇ  =  («2  —  è2)  cos3/,      fo,  =  (&2  —  a"-)  sin3  *, 

d'où  l'équation  de  la  développée 

II.  La  cycloïde  ordinaire,  rapportée  à  son  point  de  rehausse- 
ment et  à  sa  base,  a  pour  équation,  le  rayon  du  cercle  générateur 

étant  =  i, 

z  =  t  -+-  i{i  —  e~u). 

L'équation  de  la  tangente  est  donc 

i  -4-  e~lt  t 

Pour  t  =  i rf  =  cot  ->  on  a  £  =  t  -h  21.  Donc   la   tangente 

1  —  e~u  2  ' 

passe  par  l'extrémité  supérieure  du  diamètre  vertical  du  cercle  gé- 
nérateur. 

L'équation  de  la  normale  est 

t  =  t  +  i[\  H-  t)  (1  —  eril). 

Elle  donne  £  =  t  pour  x  =  —  1  ;  donc  la  normale  passe  au  point  de 
contact  du  cercle  générateur.  Il  vient,  en  différentiant, 


,-it 


ch 


d'où  l'on  tire  t  r— —  2,  et  par  suite  le  rayon  de  courbure  est  double 
de  la  normale.  L'équation  de  la  développée  est  donc 

Ç  =  t  —  i  (  I  —  €TU  ) , 

ce  qui  représente  une  cycloïde  égale  à  la  proposée.  On  peut,  en 
effet,  écrire  cette  équation  sous  la  forme 

t  -h  7r  =r  t  •-+-  7T  —  -xi  -+-  i[i  —  e-'"'+->), 

équation  de  la  proposée  dont  on  a  transporté  le  point  de  rebrous- 
sement  au  point  7T  —  ii. 

Si  l'on  cherche  de  même  la  développée  imparfaite,  c'est-à-dire 
le  lieu  des  intersections  successives  des  obliques  représentées  par 
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l'équation 

■Ç,=  t-h  (/  +  e'ïr)  (i—  e-il), 

on  trouve  x  — —  i  siny,  et  par  suite  l'équation  du  lieu  est 

Ç  =  t  -h  ( i  ~  e'i  siny  )  (  i  —  e~u) . 

III.   Pour  la  spirale  logarithmique 

z  =  e("+-')% 
l'équation  de  la  normale  est 

ce  qui  donne,  en  difFérentiant  et  divisant  par  7z  -f-  i, 

d'où  l'on  tire  t  =  i.  On  a  donc,  pour  l'équation  delà  développée, 

ce  qui  donne  une  courbe  identique  à  la  proposée  que  l'on  aurait 
fait  tourner  d'un  certain  angle.  La  longueur  du  rayon  de  courbure 

est 

p  z=z  ^(Ç  —  z)  (ç  —  z)  =  y/i  -t-  «2.  e"f. 

Pour  la  développée  imparfaite,  on  trouve  t  =  siny,  ce  qui 
donne 

Ç=[i  +  (/i  +  /)e'ï  siny]  e("+0', 

équation  qui  représente  encore  la  même  spirale,  à  la  position  près. 

616.  La  recherche  des  développées  est  un  cas  particulier  du 
problème  des  enveloppes,  et  la  solution  de  celui-ci  peut  être  com- 
prise, avec  le  problème  des  trajectoires,  orthogonales  ou  obli- 
quangles,  dans  une  même  formule  commune. 

Soit 

(i3)  *=/(•*,*) 

l'équation  d'une   courbe,    renfermant  un  paramètre  arbitraire  1, 
que  nous  supposerons  réel,  comme  la  variable  t.  Si  l'on  considère  un 
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lieu  rencontrant  toutes  les  courbes  de  la  série  représentée  par  cette 
équation  pour  les  différentes  valeurs  de  X,  les  divers  points  de  ce 
lieu  correspondront  à  des  valeurs  de  z  données  par  l'équation  (i3), 
où  l'on  fera  varier  simultanément  t  et  X.  Si  l'on  établit  entre  ces 
deux  quantités  une  certaine  relation,  on  déterminera  la  nature  du 
lieu  qui  traverse  les  courbes  (i3). 

Supposons  maintenant  que  la  trajectoire  cherchée  doive  couper 
les  lignes  (i3)  sous  un  angle  constant  9.  On  exprimera  cette  con- 
dition en  écrivant  que  l'angle  des  tangentes  à  la  ligne  (i3),  obte- 
nues l'une  en  supposant  X  constant,  l'autre  en  supposant  X  variable, 
est  égal  à  l'angle  donné  9. 

En  différentiant  l'équation  (i3)  dans  les  deux  hypothèses,  on 
trouve  respectivement,  pour  les  coefficients  angulaires  des  deux 
tangentes, 

dz_df      dz_dfdf  dX 
dt        dt  '      dt  ~~  dt  ~*    dl  dt  ' 

ou,  en  supposant,  pour  abréger,  — -  =  z  ,   -r-  —  zn 

dz         ■      dz        ,  dl 

—  =  a',      —  —  z'  -4-  z  —  • 
01  dt  '  dt 

On  aura  donc,  pour  déterminer  l'angle  de  ces  deux  tangentes 
[605,  III],  la  formule 

^ZC^ 

:  —,  —  e  '  , 

_,       _  dl     z' 

'  dt 
ou,  en  faisant  e2'0  =  m, 

(i4)  (mz'z,  —  ~z'zf)  - — \-  [m  —  i)z'z'  =  o. 

Si  6  =  -5  alors  m  =  —  i,  et  l'on  a,  pour  l'équation  des  trajec- 
toires orthogonales, 
(i5)  (a'5,  +  i/a,)-+2a'5'=o. 

617.  L'équation  (i4)  sert  aussi  à  la  détermination  des  courbes 
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enveloppes.  En  y  faisant  Q  —  o,  d'où  m  =  i,  le  second  terme  de 

l'équation  disparaît,  et,  en  supprimant  le  facteur—?  qui,  égalé  à 

zéro,  donnerait  une  quelconque  des  enveloppées,   on  a,  pour  dé- 
terminer l'enveloppe,  l'équation 

(16)  z'  I,  —  z'  zf  =  o . 

Tirant  de  là  la  valeur  de  X,  et  la  reportant  dans  l'équation  (i3), 
on  aura  l'équation  de  l'enveloppe. 

Exemple.  — ■  Soit  proposé  de  trouver  l'enveloppe  des  cercles 
qui  ont  pour  diamètres  les  cordes  d'une  ellipse  [615] 

z  —  a  cos).  -f-  ib  sin  1 

parallèles  à  l'axe  ib.  L'équation  générale  de  ces  cercles  est 

z  =  a  cos  )«  H-  b  sinX .  eu. 
On  trouve,  en  différentiant, 

z'  =  ib  sin  1 .  elt,     z,z=-  —  a  sin)>  -+-  b  cos  a  .  elt  ; 
l'équation  (16)  donne  alors 

—  asinLe'1  -h  bcosl=-\-  as'm\.e~H — écosl, 

d'où 

b  coO-  ■=.  acost, 

et,  par  suite,  on  a,  pour  l'équation  de  l'enveloppe,  celle  d'une 
ellipse 

-  \jd-  H-  b- .  cos  /  Z>sin^ 


=  \Ja-  +  62.  *  +  ib 


s/ a?  cos2  ?  -+-  b'2  \jal  cos2  /  H-  ft2 

618.   Cherchons  encore  les  trajectoires  obliquangles  d'une  cy- 
cloïde  mobile  le  long  de  sa  base,  et  représentée  par  l'équation 

2  =  3i  +  f+j(i-  e~u  ) . 
On  a  ici 
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L'équation  (i4)  devient  alors 

o  =  [sin  0  4-  sin  (  t  —  0  )]  —  +  2  sin  0  (  \  —  cos  t  ) 

que  l'on  peut  écrire  sous  la  forme 
dl  sin6  —  sin  (9  -t-  t) 


dt  sinô  —  sm(0  —  t) 

t 


cos    0  -+- 

=  —  1  H =  —  1  -'t-  cos  2  0  —  sin  2  0  tang  (  0 

cos    0 

\      2 

ce  qui  donne,  en  intégrant, 

1  =  C  —  (  1  —  cos  2  0  )  f  ■+•  2  sin  2  0  log  cos  (0 

Pour  6=  -,  1  =  G  —  2t,  et  l'on  a,  pour  l'équation  des  trajec- 
toires orthogonales  de  la  cycloïde  mobile,  C  étant  une  constante 

réelle, 

z  —  C  —  î+î(i  —  eru)\ 

ces  trajectoires  sont  des  cycloïdes  égales  aux  proposées. 

619.  Trouver  la  trajectoire  obliquangle  de  toutes  les  ellipses 
de  mêmes  foyers  f,  fK . 

D'après  ce  que  nous  avons  vu  [610  et  613],  un  segment  MT, 
pris  sur  la  tangente  au  point  M,  est  égal,  à  un  facteur  réel  près,  à 
la  moyenne  proportionnelle  bissectrice  entre  les  deux  rayons  vec- 
teurs fx  M,  M.f,  de  sorte  que  le  coefficient  angulaire  de  la  tan- 
gente est  de  la  forme 


V//1M.M/. 
Celui  de  la  tangente  à  la  trajectoire  sera  donc 

«c*r  v'/iM.M/=  «d?'ï  v/(OM  —  O/i )  (O/—  OM  j , 

ce  qui  donne  enfin 

dz  , 

dt  y 
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En  intégrant  cette  équation,  il  vient,  pour  l'équation  des  trajec- 
toires obliquangles  de  l'ellipse, 

z=fcos[elit-hC), 

en  écrivant,  pour  plus  de  simplicité,  t  au  lieu  de  ont. 
Pour  y=  —1  l'équation  devient 

z=/cosC.Ch?  —  //"sinC.Shf, 
équation  d'une  hyperbole. 

620.  Appliquons  les  calculs  précédents  aux  trajectoires  et  aux 
enveloppes  des  normales  et  des  obliques  d'une  courbe  donnée. 
Considérons  l'équation  d'une  oblique 

.  dz 

Ç  —  z  -+-  e't  —  t. 
dt 

Pour  appliquer  à  cette  ligne  la  formule  (i4)>  il  faut  changer  dans 

celle-ci  z,  t,  1  en  £,  z,  t  respectivement.  On  remplacera  alors  z' 

d'C  .    dz  d'c\         dz  .    d*z  ,,,  .         ,    ,, 

Par  dï =  e  *'  etz'  par  Tt  =  Tt  +  e   -d¥r>  etl  e(ïuaUon  (l4) 

devient,  par  ces  substitutions,  en  écrivant  z',  z"  au  lieu  de  — '--,  -r^i 

(17)  o  =     (e'Ym  —  e-^)z'z'-h  [mz'z" '  —z'z")  —  -4-  [m—  \)z'z'    , 
ou 

(18)  o  =  sinS  dx  +  sin(0  -+-  y)  dt  +  —  (V°  ~  —  e-'6  -^-  )• 

r/.y 
En  posant,  comme  au  n°  611,  dz  =  eia  ds,  et  de  plus  s'  =  —•>  on  a 

— r  =  d  logs'  =  d[i<î>  +  log/)  =  ^c?w  H y 

L'équation  (18)  devient  alors,  sous  forme  réelle, 

/  .       ds'\ 

(19)  o  =  sin9dz  -t-  sin(ô  4-  y)dt-\-  t  i  cosOdv  +  sinô  —  )• 
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En  faisant  dans  ces   formules  y  =  ->  on  a,   sous  ses   diverses 

'  2 

formes,  l'équation  des  trajectoires  obliquangles  des  normales. 

Si  l'on  suppose  6=  o,  on  a  l'équation  de  l'enveloppe  des  obli- 
ques, d'où  l'on  tire 

2  i  sin  y .  z'z'  .       dt 

T  =  ~   z'z" -z'z"    =_Sm7^' 

de  sorte  que  l'équation  de  la  développée  imparfaite  sera 

fao)  ?  —  z-4-  (t  —  e^)z' 


z'z' 

,2zv\  „/. 


z'z"—  z'z" 
ou,  sous  une  forme  plus  simple, 

i      \  ■  .    .        dz 

2i  £  =  z — (smy—  • 

«go 

En  supposant  y  =  -■>  on  a  les  formules  analogues  pour  la  dé- 
veloppée ordinaire, 

/      \  -,  ,  z'*'  . dz 

22  Ç,  =  z — 2.Z  ■  —— — — -  =  z  —  ; 

1        ;  z'z"—  z'z"  du 

On  en  tire  facilement  les  formules  du  n°  555. 

621.   Si  l'on   suppose  à  la  fois  9  = '--,  y==-,  l'équation  (18) 

devient 

d-z         i   / dz'        dz' 

o  = i-  - 

T  2 


qui   donne,    en   intégrant, 


V z'z'  d* 


et,  par  suite,  l'équation  générale  des  trajectoires  orthogonales  des 
normales  sera 

^  dz 
as 
ou  encore 

On  voit  par  là  que  le  module  de  £  —  .z  est  constant,  et  que,  par 
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suite,  tous  les  points  d'une  même  trajectoire  sont  équidistants  de 
la  courbe  donnée.  En  partant  de  cette  propriété,  on  aurait  pu  poser 
immédiatement  l'équation  précédente. 

Si,  au  lieu  de  compter  les  distances  constantes  sur  les  normales, 
on  les  compte  sur  les  obliques  d'inclinaison  y  par  rapport  à  la  tan- 
gente, il  suffira  de  remplacer,  dans  l'équation  précédente,  le  coef- 
ficient de  perpendicularité  i  par  e'T,  et  l'on  aura,  pour  l'équation 
de  la  trajectoire  qui  coupe  les  obliques  à  une  distance  constante 
de  leur  origine  sur  la  courbe, 

?-z  +  Ce'("+-f». 

622.  Cherchons  enfin  la  trajectoire  des  obliques  à  la  courbe, 
dont  la  tangente  en  chaque  point  est  parallèle  à  la  tangente  au 
point  de  la  courbe  situé  sur  la  même  oblique.  La  trajectoire  cher- 
chée étant  représentée  par 

où  t  est  une  fonction  inconnue  de  t,  il  faut  que,  pour  la  même 
valeur  de  t,  les  tangentes  à  la  trajectoire  et  à  la  courbe  soient  pa- 
rallèles, ce  qui  conduit  à  la  condition 

Ç'   __  z' 

l'  ~  v 

ou,  en  mettant  pour  £'  sa  valeur 


z' 

(- 

if  ^ 
dt  j 

|  -f-e'Vr, 

et  réduisant, 

.       ch 
siny h 

T 

T 
21 

(   .    clz' 

En  posant  dz  —  eaids,  cette  équation  devient 

(dt       ds'\ 
siny  I  —  H r     +  cosyflw  —  o, 


d'où,  en  intégrant, 

T  =  C  —  e-,0COtï, 
ds 


112  LIVRE    III.    —    CHAP.    I,    §   IX. 

et,  par  suite,  l'équation  de  la  trajectoire  demandée  sera 

Ç  =  z  -4-  Ce''i-acott  —  =  z  -h  Ce'('f+w»-",co,i'. 

On  voit  que  les  portions  d'obliques  comprises  entre  les  deux 
courbes  sont  égales  et  parallèles  aux  rayons  vecteurs  d'une  spirale 
logarithmique. 
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CHAPITRE   IL 

APPLICATIONS  DU  CALCUL  DIFFÉRENTIEL  A  LA  GÉOMÉTRIE 
A  TROIS  DIMENSIONS. 


TANGENTE,  PLAN  NORMAL,  PLAN  OSCULATEUR,  NORMALE  PRINCIPALE,  ETC. 
AUX  COURBES  NON  PLANES. 

623.  Une  équation  entre  les  trois  coordonnées  d'un  point  dé- 
termine une  surface.  Il  en  est  de  même  lorsque  ces  trois  coordon- 
nées font  partie  d'un  système  de  n  variables,  liées  entre  elles  par 
n  —  2  équations. 

Deux  équations  entre  les  trois  coordonnées  d'un  point  détermi- 
nent une  ligne.  Il  en  est  de  même  lorsque  ces  trois  coordonnées 
font  partie  d'un  système  de  n  variables,  liées  entre  elles  par 
n  — - 1  équations. 

624.  Soient  x,  y,  z  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  M 
d'une  ligne.  Nous  supposerons,  pour  plus  de  symétrie  dans  les 
calculs,  que  les  trois  variables  x,y,  z  sont  des  fonctions  données 
d'une  variable  indépendante  t,  qui  peut  se  confondre  avec  l'une 
quelconque  des  trois  variables  x,  y,  z. 

Les  équations  d'une  droite  quelconque  passant  par  le  point 
M.  {oc,  y,  z)  sont  de  la  forme 

Ç  —  x       y;  —  y       'ç  —  z 
~Â~  ^"b-  ~~~C~' 

et  la  distance  de  cette  droite  à  un  point  M' (x  -f-  h, y  -+-  i,  z  -+-  h), 
pris   sur  la  courbe  à  une  distance  infiniment  petite  du  point  M  y 

H.  —  Cours  de  Cale,  infinie,  II.  O 
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aura  pour  carré 

(B*  —  CQ2-^  (C/i  —  A/e)2-t-  (A/—  BÀ)2 
~  Â2-+-B2  +  C2 

o    •  •  ,        dx         .        dy        .        dz  .         - ,   .    , 

Soient  maintenant  x=  — -■>  y ==■  — -?   2  —  —  les  dérivées  des 

coordonnées  par  rapport  à  la  variable  indépendante  t.  On  aura 

h  =  (x'  +  sj  )  dt,      i  =  {/  H-  z%  )  efr,      h  =  [z'  -+-  e3  )  dt, 

s,,  e2?  =3  étant  infiniment  petits  en  même  temps  que  dt  et  que  h, 
i,  h.  Si  l'on  détermine  A,  B,  C  de  manière  que  l'on  ait 

ABC 

x'  ~~  y  ~~  z' 

on  aura  alors 

B/-  —  Ci=  (Bs3  —  Cej)A, 

et  de  même  pour  les  deux  autres  expressions  analogues.  Donc 

(B«,-C.a)'+(C«1-A«,)»+(A»1-B.i)' 
A2+B2-f-C2 


f/f2, 


quantité  infiniment  petite  du  quatrième  ordre.  Donc,  pour  la  di- 
rection correspondante  à  des  valeurs  de  A,  B,  G  proportionnelles 
à  x',j',  z',  la  distance  £  est  infiniment  petite  du  second  ordre. 

Réciproquement,  pour  que  â2  soit  infiniment  petit  d'ordre  su- 
périeur au  second,  il  faut  que  les  rapports  -»  -»  -  diffèrent  entre 

A     xi      L< 

eux  infiniment  peu,  et  qu'il  en  soit,  par  suite,  de  même  des  rap- 
ports  ■ -5   — - — ->  — rr-%  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  si  l'on 

donne  aux  constantes  A,  B,  G  des  valeurs  proportionnelles  aux 
quantités  x',  j' ,  z'. 

Il  existe  donc  une  droite  passant  par  le  point  M,  et  une  seule, 
telle  que  sa  distance  à  un  point  de  la  courbe  infiniment  voisin  du 
point  M  est  infiniment  petite  d'un  ordre  supérieur  au  premier. 
Gette  droite,  qui  a  pour  équations 

£  —  X  'Ci   —   Y  ?  —    3 

1  ^   =   —7-=    — ' 

X  J  Z 

s'appelle  la  tangente  à  la  courbe  au  point  M  (x,  j ',  z). 
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625.  Les  rapports  des  quantités  x',  y',  z'  étant  les  limites  des 
rapports  des  différentielles  dx,  dy,  dz,  il  s'ensuit  de  là  que  la 
droite  (i)  est  la  limite  de  la  sécante 

.    .  £  —  x       r,  —  r        '<-  —  z 


v    '  dx  dy  dz 

qui  passe  par  le  point  (x,  r,  z)  et  par  le  point  de  la  courbe  infi- 
niment voisin  (x  -f-  dx,  y  -+-  dy,  z  -+•  dz).  Ainsi  la  tangente  en  un 
point  d'une  courbe  est  la  limite  d'une  sécante  passant  par  ce  point 
et  par  un  autre  point  de  la  courbe  infiniment  voisin  du  premier. 

Gomme  d'habitude,  nous  emploierons  aussi  les  équations  (2) 
pour  représenter  la  tangente,  en  les  considérant  comme  des  équa- 
tions imparfaites,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  en  y  réduisant  les 
différentielles  dx,  dy,  dz  à  leurs  parties  principales. 

626.  Si  l'on  désigne  par  oc,  |3,  y  les  angles  que  fait  la  tangente 
avec  les  axes  coordonnés,  et  par  ds  =  Jdx--+-  dy-  -+-  dz-  la  corde 
infiniment  petite  qui  joint  le  point  M.(x,  y,  z)  au  point  infiniment 
voisin  M'  (x  -h  dx,  y  4-  dy,  z  -+-  dz),  on  aura  toujours,  avec  la  même 
approximation  indéfinie, 

cosoc  cos/3        cosy  1 

dx  dy  dz  ds 

d'où 

dx  dy  dz 

COS  a  r=r  zb  —  ,        COSB  =r±  —,        COSV=zn— -  •> 
ds  ds  ds 

les  signes  -f-  ou  ■ — ■  devant  se  correspondre.  En  prenant  les  signes 
supérieurs,  on  aura  celle  des  deux  directions  de  la  tangente  qui 
indique  dans  quel  sens  le  point  M  marche  sur  la  courbe  pour  t. 
croissant. 

627.  Si  les  équations  de  la  courbe  sont  données  sous  la  forme 

(3)  F(*,jr,a)  =  o,    f[x,j;  z)  =  o, 

les  parties  principales  des  différentielles  satisfont  aux  équations 

(4)  F'(x)d.v  +  F'(y)dy-hF'(z)dz  =  o,     f  [.r)dx-+-f  {y)dr -hf'{z)dz  =  o. 

Dans  ces  équations,  homogènes  par  rapport  à  dx,  dy,  dz,  on  peul 
substituer  à  ces  dernières  quantités  les  binômes  qui  leur  sont  pro- 

8. 
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portionnels  en  vertu  des  équations  (2),  et  l'on  a,  pour  les  équa- 
tions de  la  tangente  sous  forme  finie, 

(5]  j  F»(?-,)+F'(j)(,-j)+F(z)(Ç-Z)=o, 

Si  l'on  pose,  pour  abréger, 

les  équations  (4)  et  (5)  pourront  s'écrire  sous  la  forme 


7 


d.x        dy        dz 


,  D .  £  —  a?       w  —  r       Ç 

b 


X  Y  Z 

628.  On  appelle  plan  normal  à  une  courbe  en  un  point  donné 
un  plan  mené  en  ce  point  perpendiculairement  à  la  tangente  à  la 
courbe. 

D'après  les  équations  (2)  de  la  tangente,  l'équation  du  plan 
normal  sera 

( 9 )  (  ?  —  x)d.x  ■+-  (ïj  —  y)  dy  -+-  (<Ç  —  z)dz  =  o, 

ou,  en  mettant  pour  dx,  dy,  dz  les  quantités  qui  leur  sont  pro- 
portionnelles en  vertu  des  équations  (7), 

(10)  X(?-.r)+Y(y,-j)+Z(i:-Z)=:0. 

L'équation  (9)  n'est  autre  chose  que  celle  qui  exprime  que  le 
plan  normal  est  la  limite  du  lieu  des  points  équidistants  du  point 
(oc, y,  z)  et  d'un  autre  point  de  la  courbe  infiniment  voisin.  On  a, 
en  effet,  pour  un  point  de  ce  lieu, 

[(ç  _  x  _  dx)*  +  (vj  -  y  -  dyf  -+-  (Ç  -  z  —  dz)*  ] 

-[{$-  xf  +  [Tl  -  yY  +  ^-  zf]  =  o, 
c'esl-ù-dire 

dX,y,M  -  X)2  +  [V  ~jf  +(?-  Z)2]  =  O, 

ce  qui  donne  l'équation  (9),  lorsqu'on  néglige  les  infiniment  petits 
du  second  ordre.  Donc  le  plan  normal  est  la  limite  d'un  plan  per- 
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pencliculaire  sur  le  milieu  d'une  corde  infiniment  petite,  menée  par 
le  point  donné  de  la  courbe. 

On  aurait  pu  partir  de  cette  propriété  du  plan  normal,  prise 
comme  définition,  et  en  déduire  les  équations  de  la  tangente,  qui 
lui  est  perpendiculaire. 

629.  Tout  plan  passant  par  la  tangente  est  dit  un  plan  tangent 
à  la  courbe.  Les  équations  (5)  représentent  deux  plans  tangents  à 
la  courbe.  L'équation  générale  d'un  plan  tangent  sera  celle  d'un 
plan  passant  par  l'intersection  des  plans  (5),  savoir 

[À  F'(*)  +  p/»]  (Ç  -*)+'[>  F'( y)  h-  u.f{  y)}  f v  -  y) 

H-  [ÀF'(, )+[, /'(,)]  (S-3)  =  o, 

-  étant  une  indéterminée  quelconque. 

On  peut  encore  obtenir  directement  l'équation  d'un  plan  tangent. 
L'équation  d'un  plan  quelconque  passant  par  le  point  (x,y,  z)  est 

de  la  forme 

l ( l  —  x)  -h  m [rt  —y)-hn[,Ç)  —  z)  =  o. 


La  distance  du  point  (x+/j,  y 

Ih  -4 


f-i,  z-hk)  de  la  courbe  à  ce  plan  sera 

mi  H-  nh 


\]l%  +  m2  H-  n1 
et  l'on  pourra  la  mettre  sous  la  forme 

l(x'-\-  ei)  H-  '«(r'+s2)  + 


y'Z2  H-  to'2-)-  «2 


ffr. 


Elle  sera  infiniment  petite  du  second  ordre  si  l'on  assujettit  les 
constantes  /,  m,  n  à  la  condition 


Z.r'  -r-  my'  -f-  «3'  =  0, 

ou  (7) 

(») 

/X  +  fflY  +  //Z  =  o, 

ou  enfin 

(6) 

l             m            n 

(12) 

W[x)     F'(.r)     V{,) 
f»     /'(f)    /'M 

On  peut  écrire,  aux  infiniment  petits  près  du  second  ordre, 
1 3  )  /  dx  -+-  mdy  -+-  n  dz  =  o , 
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équation  qui  exprime  que  le  plan  tangent  est  la  limite  d'un  plan 
passant  par  deux  points  de  la  courbe  infiniment  voisins. 

Une  perpendiculaire  à  un  plan  tangent  au  point  de  contact  est 
une  normale  à  la  courbe.  Donc,  /,  m,  n  étant  trois  quantités  satis- 
faisant à  la  condition  (11),  (12)  ou  (i3),  les  équations  générales 
des  normales,  toutes  situées  dans  le  plan  normal,  seront 

/   r  1  %  —  œ       -n  —  y        Ç  —  z 


630.  Considérons  une  droite  mobile  d'une  manière  continue, 
et  prenons  deux  positions  consécutives  de  cette  droite,  représen- 
tées par  les  équations 

b         z  —  c        x  —  a  —  \a        j  ■ —  b  —  Ab         z  —  c  —  Ac 


J 


AA 


B  + AB 


Si  l'on  désigne  par  T  le  déterminant 

A  B  G  ABC 

A  +  AA     B  +  AB     C-4-AC      =      AA     AB     AC 
Aa  \b  Ac  Aa      \b      Ac 

la  distance  de  ces  deux  positions  aura  pour  valeur 

T 


AC 


A,  AB,  Ac 


s/[T(Aa)fA-[T(Ab)f+[T(Ac)f 


Supposons  maintenant  que  A,  B,  G,  a,  b,  c  soient  des  fonctions 
d'une  variable  indépendante  t;  on  aura  [338] 


AA  =  dA  + 


cPA 
1  .2 


Aa  =  da 


d*> 


et  de  même  pour  les  autres  ;  donc 

1 


A,  dB-h  -r/2B+..  .,  de  +  -d2c-±- 

:  2  2 

jA,  dB,  de\-+-  -\A,  d2B,  dc\ 


H —  |  A,  dB,  cPc  |  -+-  des  termes  du  quatrième  ordre, 

T"(A«)  —  |  B,  AC  |  =  |  B,  dC  |  4-  des  termes  du  second  ordre, 
etc. 
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Si  l'on  désigne  par 

T0=  |  A,  dB,  dc\ 

le  premier  terme    du   développement  de  T,    on  aura,   le   ternie 
|  d A,  dB,  dc\  s'annulant  identiquement, 

dT0—  |  A,  cPB,  de  |  -h  |  A,  dB,  d2c\. 

Donc  la  valeur  de  T  peut  s'écrire,  aux  termes  près  du  quatrième 
ordre, 

T  =  T0-h-dT0, 
2 

d'où,  e/2  désignant  un  infiniment  petit  d'ordre  ji, 

i0  +  l«ftv-t-«4 


V]  B,  dC  |2  H-  |  C,  dk  |2  +  |  A,  dB  |2  +  s-, 

Le  dénominateur  de  cette  expression  ne  s'annule  pas  en  général, 
à  moins  que  l'on  n'ait,  pour  toute  valeur  de  l, 

e/A  _  dB  _  dC 

T  —  ~b  —  ~c  ' 

d'où  l'on  conclurait,  en  intégrant  et  désignant  par  A0,  B0,  G0  des 

constantes, 

ABC 

A0  d0         L,0 

A,  B,  C  varieraient  donc  proportionnellement,  et  la  droite  se 
mouvrait  parallèlement  à  elle-même.  Si  nous  excluons  ce  cas,  le 
dénominateur  de  B  aura  une  valeur  infiniment  petite  du  premier 
ordre  et  différente  de  zéro. 

Tant  que  T0  n'est  pas  nul,  cette  quantité  étant  du  second  ordre, 
la  distance  $  sera  infiniment  petite  du  premier  ordre. 

Si  T0  est  nul  pour  une  valeur  particulière  de  t0,  dT0  n'étant 
pas  nul  en  général,  §  sera,  pour  cette  valeur,  infiniment  petit  du 
second  ordre. 

Si  T0  est  nul,  quel  que  soit  t,  dT0  sera  nul  aussi,  et  par  suite  â 
sera  infiniment  petit  du  troisième  ordre. 

Donc,  si  la  plus  courte  distance  de  deux  positions  consécutives 
d'une  droite  mobile  est  infiniment  petite  d'un  ordre  supérieur  au 
premier,  elle  sera,  en  général,  du  troisième  ordre. 
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On  a,  dans  ce  cas, 
T  =  i  I  A,  rf'B,  dc\-hy\A,  d*B,  cV-c  I  +  \  J  A,  dB,  d3c  I  -1-  ei. 

D  4  O 

En  retranchant  de  cette  expression  la  quantité  nulle 

^rf2T0=^U/A,  d2B,  dc\  -+-  ^1  A,  tf3B,  rfcl  +  i|A,  r/2B,  r/2c 

D  O  O  5 


il  reste 


A,  dB,  d3c 


T  =  —  i  I  dA,  rf9B,  tfc  I I  A,  d2B,  rf2c  I  H-  s„ 

D  12  ' 


d'où,  aux  quantités  près  du  quatrième  ordre, 

■      i     2  I  dA,  rf*B,  dc\  +  \  A,  d2  B,  d2c 


12  V 1  B,  rfG  |2  -h  j  C,  dA  |2  +  |  A,  dB  |2 

631.   Supposons  que  la  droite  mobile  soit  la   tangente  à  une 
courbe  donnée.  On  aura  alors 

a  =  ce,      b=y,     c  =  z,     A=x',      B=y',     C  =  z', 
d'où  l'on  tire  identiquement 


dt* 


J 


r 


Donc  la  distance  des  tangentes  en  deux  points  infiniment  voisins 
d'une  même  courbe  est  infiniment  petite  du  troisième  ordre. 

En  poussant  plus  loin  le  développement,  par  la  méthode  du  nu- 
méro précédent,  on  trouverait,  pour  l'expression  de  cette  distance, 
en  posant 

x'      y'      z' 

œ"     y"      z 


et  négligeant  les  infiniment  petits  du  quatrième  ordre, 
t=dt* 


i2     //  <n\-    (  (M  v     /  àA\* 
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632.   La  distance  du  point  M'(x  -h  dx,y  -f-  dy,  z  -h  dz)  à  un 
plan  mené  par  le  point  M.(x,y,  ~), 

(i5)  l[Z-x)  +  m[-n  —  y)  -h  «(?  —  z)  =  o 

a  pour  valeur  [629] 


s/ï2  -+-  m2  -+-  /z2 
Si  l'on  remplace  dx,  dy,  dz  par  leurs  valeurs 

dx  =  x'dt  h —  jt'V^2  -f- .  .  . ,     etc. , 

2 


cette  expression  de  la  distance  devient 

[lx'  -+-  m_/'  -4-  «s'  )  dt  -f-  (/.r"  -+-  /rey" 


<fc5 


y//2  -+-  m2  +  n2 

Elle  sera  infiniment  petite  du  second  ordre  si  les  coefficients  /,  m, 
n  satisfont  à  la  condition 

(16)  /,t''  +  mj'  +  «;'  =  o, 

c'est-à-dire  [629]  si  le  plan  (i5)  est  un  plan  tangent  à  la  courbe. 
Elle  sera  infiniment  petite  du  troisième  ordre  si  /,  m,  n  satisfont, 
de  plus,  à  la  condition 


(17)  /.r"  +  /«j"  +  fl/=o. 
De  ces  deux  conditions  (16)  et  (17)  on  conclut 

(18)  l  ;  m  :  n  — 


y' 

z' 

z' 

x' 

X 

y 

y" 

ri 

z" 

x" 

' 

x" 

y 

et  l'on   peut  supposer  ces  coefficients  respectivement  égaux  aux 
quantités  qui  leur  sont  proportionnelles. 

Le  plan  ainsi  déterminé,  et  qui  approche,  infiniment  plus  que 
tout  autre  plan,  de  la  courbe  dans  le  voisinage  du  point  M(x,y,  z), 
s'appelle  le  plan  oscillateur  à  la  courbe  en  ce  point.  En  poussant 
plus  loin  le  calcul  et  adoptant  les  notations  du  numéro  précédent, 
on  trouverait,  pour  la  distance  à\x^o'\ntM'{x-\-dx,y-\-dy,  z-\-dz) 
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au  plan  oscillateur  en  M(x,y,  z), 


dtS    l. 

1T  ~~ 


my"'-\-nz" 


-Adt* 


^ 


-f-  m-  -+-  n- 


s/(^ï 


W" 


dz"' 


aux  infiniment  petits  près  du  quatrième  ordre.  Cette  distance  est 
donc  double  de  la  distance  des  deux  tangentes  en  M  et  en  M'. 

G33.  Les  équations  (16)  et  (17),  qui  déterminent  /,  m,  n,  peu- 
vent encore  s'écrire,  en  ne  tenant  pas  compte  des  infiniment  petits 
négligeables, 

(19)        l  d.Tj  -4-  m  dy  -|-  n  dz  =  0,      /  d2.T  -h  m  d-y  -+-  n  d2  z  =  o, 
d'où  l'on  tire 
(  20  )       l'.m'.n- 


dy        dz 
d^y     dH 


dz         da 
d*z      d2 


d.r.        dy 
d^  x     d- y 


ce  qui  équivaut,  à  la  limite,  aux  proportions  (18). 

Ces  conditions  (19)  expriment  que  le  plan  oscillateur  est  la  li- 
mite du  plan  passant  par  trois  points  de  la  courbe  infiniment 
voisins. 

634.  La  condition  pour  que  le  plan  tangent  (i5)  soit  parallèle 
à  la  tangente  en  M'(x  -4-  dx,  y  -f-  dy,  z  +  dz),  combinée  avec  la 
condition  (16),  donne 

l  d.r'  -f-  m  dy'  -+-  n  dz'  ■-—  o, 

ce  qui  coïncide,  à  la  limite,  avec  la  condition  (17);  donc  le  plan 
oscillateur  est  la  limite  d'un  plan  tangent,  parallèle  à  la  tangente 
au  point  infiniment  voisin. 

Soit  TT'  (fig.  59)  la  distance  des  deux  tangentes  MT,  M'T'; 


Fig.  59. 


elle  sera  égale  à  la  distance  de  la  tangente  T'M'  au  plan  auquel  elle 
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est  parallèle,  mené  par  MT  et  par  la  parallèle  Tra  à  T'M'.  Le  plan 
MT m  faisant  un  angle  infiniment  petit  avec  le  plan  oscillateur  MTP, 
on  peut  considérer  la  parallèle  M'/n  à  TT'  comme  coïncidant  en 
direction  avec  la  perpendiculaire  M'P  abaissée  sur  le  plan  oscu- 
lateur;  de  plus,  d'après  ce  qu'on  a  vu  [632], 

M'm  =  -M'P  =  OTP; 

2 

donc  la  distance  mV  est  du  troisième  ordre.  Or  la  perpendicu- 
laire PQ,  abaissée  du  point  P  sur  la  tangente  MT,  a  pour  expres- 
sion 

,  TP  X  angle QTP  =  -  ds  â-, 

aux  infiniment  petits  près  du  troisième   ordre  ;   donc  l'angle  du 

plan  MT/J2  avec  le  plan  osculateur,  c'est-à-dire  l'angle  raQP,  a 

pour  expression 

m  P         i  S 


PQ         dsck 

§  étant  [631  ]  la  distance  TT';  cet  angle  est  donc  du  premier  ordre. 

Il  en  serait  de  même  si,  au  lieu  de  prendre  pour  m  le  milieu  de 
M'P,  on  menait  un  plan  par  MT  et  par  un  point  quelconque  de  la 
distance  M'P,  ce  qui  ne  peut  faire  varier  qu'infiniment  peu  la  di- 
rection de  ce  plan.  On  peut  donc,  en  négligeant  les  distances  infi- 
niment petites  du  troisième  ordre,  dire  que  le  plan  osculateur  est 
le  plan  de  deux  tangentes  infiniment  voisines. 

L'angle  du  plan  osculateur  avec  la  tangente  en  M  '  est 

fflP  2  0 

i»TP=  —  =  —  • 
TP         ds 

Cet  angle  est  donc  infiniment  petit  du  second  ordre. 

Nous  avons  assimilé,  en  donnant  les  valeurs  de  PQ  et  de  TP,  la 
courbe  à  une  courbe  plane.  Nous  verrons  plus  tard  que  cette  assi- 
milation est  permise  dans  les  limites  actuelles. 

635.  La  normale  menée  à  la  courbe  dans  le  plan  osculateur  étant 
représentée  par  les  deux  équations 

£  X  T,   Y  'Ç  Z 
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les  coefficients  "k,  [t,  v  devront  satisfaire  aux  deux  conditions 

(21)  'kl  -+-  [>■  ni  -f-  vn  —  o,      kx' H-  p.y'  +  vzr=  o, 

d'où  l'on  tire,  à  cause  de 


ds* 


■r 


ds  dls 

dt*    ' 


ft'.v 


n      l 

z'     x' 


l       m 


=  [x"(y' 


[*"( 


^)  —  x>[x'x"-hy'y"- 


—  [d-xds^—  dx.dsd-s)  '.  .  .  . 

—  d—  -rf—  'd  —  • 

Donc  les  équations  de  cette  normale,  que  l'on  nomme  la  normale 
principale,  peuvent  s'écrire  sous  la  forme 


,id- 

ds 


ds 


tdz 
ds 


Les  équations  (21)  expriment  que  la  normale  principale  est  à  la 
fois  perpendiculaire  à  la  tangente  et  à  Yaxe  du  plan  osculateur, 
lequel  a  pour  équations 


636.   Si  l'on  pose,  pour  abréger, 


dx  dy  dz 

a=  —  »       6  =  — ,       c=  —  5 
ds  ds  ds 


dx  dy  dz 
da  db  de 
d2a     d*b      d*-c 


on  aura,  pour  la  distance   infiniment  petite  du  premier  ordre  de 
deux  normales  principales  consécutives, 


S/[K'(d.,)y-ï-[K'(dy)Y+[K'(dz)Y 
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637.   Soit  une  surface  représentée  par  l'équation 

(i)  f[œ,  j,  z)=0. 

Cette  équation  déterminera  une  des  variables,  z  par  exemple,  en 
fonction  des  deux  autres  x,  y,  considérées  comme  variables  indé- 
pendantes. Désignons,  pour  abréger,  par 

dz  dz 

les  dérivées  partielles  de  z  par  rapport  à  x  et  ky. 

Par  le  point  M[x,  y,  z)  de  la  surface,  menons  un  plan 

(2)  a(Ç  — *)  +  B(u— >)  +  C(Ç  — s)  =  o. 

La  distance  de  ce  plan  à  un  point  de  la  surface 

W[x  -+-  /i,  j-  -h  i,  z  -h  /-), 

infiniment  voisin  de  M,  sera 

Ak-hBi-+-CÏ 


y/  A2  -h  B2  +  C2 
Or  on  a  [227  J 

h  =  [p  +  s) h  -+-  (q  H-  s') i, 

e  et  s'  étant  infiniment  petits  en  même  temps  que  h  et  i,  si,  comme 
on  le  suppose,  z  est  une  fonction  continue  de  x  et  de  y\  donc 

(A+C^  +  e)A  +  (B  +  C7  +  s')/ 
V/A2  +  B2  +  C2 

Cette  distance  est  généralement  infiniment  petite  du  premier 
ordre;  mais  elle  deviendra  infiniment  petite  d'un  ordre  supérieur, 

quel  que  soit  le  rapport  — ?  si  l'on  détermine  les  coefficients  A,  B, 

C  de  manière  que  l'on  ait 

(3)  A  +  Cp  =  o,     B  +  C«7  =  o, 
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auquel  cas  l'équation  (2)  devient 

(4)  s- *=/>(? -4+ ?  (-* -r)- 

Le  plan  déterminé  par  cette  équation  s'appelle  le  plan  tangent  à 
la  surface  au  point  [x,  y,  z). 

Les  quantités  p  et  q  étant  déterminées  par  les  équations 

/'(*)  -t-pf(*)  =  °>    /'(/)  +  î/'M  =  °> 
les  équations  (3)  donnent 

A  B  C 

et  par  suite  l'équation  du  plan  tangent  peut  s'écrire  sous  la  forme 

( 5 )  /'(-)  (5  -  *)  +  Al)  (1  - .r)  +>'(«)  (5  -  «)  -  o. 

638.  Les  équations  d'une  courbe  quelconque,  tracée  par  le 
point  M  sur  la  surface,  s'obtiennent  en  joignant  l'équation  (1)  à 
l'équation  d'une  autre  surface  passant  par  le  point  M.  Si  l'on 
cherche  les  équations  de  la  tangente  en  M  à  l'une  de  ces  courbes, 
l'une  de  ces  équations  ne  sera  autre  chose  [627]  que  l'équation  (5); 
donc  les  tangentes  à  toutes  les  courbes  tracées  par  le  point  M  sur 
la  surface  sont  situées  dans  le  plan  tangent  à  la  surface  en  ce 
point. 

639.  L'équation  (5)  n'est  autre  chose  que  ce  que  devient  l'équa- 
tion différentielle  de  la  surface 

dz  =  p  dx  -f-  q  dj,      ou     /'  [x]  dx  -\-f  (  j)  dy  -\-f  [z]  dz  =  o, 

lorsqu'on  y  remplace  dx,  dy,  dz  par  \  —  x,  v — y,  '(  —  z.  C'est 
donc  le  lieu  des  droites  données  par  les  équations 

,  n ,  \  —  X  77  —  Y  Ç  —  Z 


dx  dy  dz 

Donc  le  plan  tangent  est  le  lieu  des  limites  des  droites  qui  passent 
par  le  point  M  et  par  un  point  de  la  surface  infiniment  voisin.  Ces 
limites  sont  dites  les  tangentes  à  la  surface  au  point  M. 

640.  Deux  de  ces  tangentes  suffisent  pour  déterminer  le  plan 
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tangent  ;  donc  le  plan  tangent  est  la  limite  d'un  plan  mené  par  le 
point  M(x,y,  z)  et  par  deux  points  M/(x/,y/,  zf)  et  Mf/(x/ryf/,  zf/), 
pris  sur  la  surface  et  infiniment  voisins  de  M. 

Il  faut  cependant,  pour  cela,  que  les  deux  sécantes  MM,  et  MM 
aient  pour  limites  des  tangentes  différentes,  sans  quoi  la  limite  de 
leur  plan  serait  indéterminée.  Ce  dernier  cas  aurait  lieu  si  les 
points  M,  M/7  M;  étaient  situés  sur  une  même  courbe  quelconque 
tracée  par  M.  Dans  ce  cas,  les  angles  M  et  M  du  triangle  infinité- 
simal MM,Mff  seraient  infiniment  petits.  Or,  pour  qu'un  triangle 
infinitésimal,  tracé  sur  la  surface,  détermine  à  la  limite  le  plan 
tangent,  il  faut  et  il  suffît  que  deux  au  moins  de  ses  angles  aient 
des  limites  finies,  sans  quoi  les  trois  côtés  du  triangle  détermine- 
ront le  plan  osculateur  à  la  courbe  MM;M;/  et  non  le  plan  tangent 
à  la  surface.  Ce  plan  osculateur  pourra  recevoir  une  direction  quel- 
conque si  l'on  déplace  le  sommet  M  d'une  quantité  infiniment  pe- 
tite du  second  ordre. 

641 .  La  perpendiculaire  au  plan  tangent,  menée  par  le  point 
de  contact  M,  ou  la  normale  commune  à  toutes  les  courbes  tracées 
sur  la  surface  par  ce  point,  est  dite  la  normale  à  la  surface  au 
point  M  ;  elle  a  pour  équations 

(7)  l  —  x  +/>(£  —  *)  =  <>>    *—  .r  +  ff(Ç  —  *)  =  o, 

ou 

/on  S —  x      v  —  r      ?  —  z 


v    '  /'(*)       f'U)       /» 

La  normale  peut  être  définie  comme  la  limite  de  l'intersection 
commune  de  tous  les  plans  perpendiculaires  sur  les  milieux  des 
cordes  infiniment  petites  menées  par  le  point  M.  En  effet,  un 
point  (£,  n,  "Q   d'un    de   ces  plans  étant  équidistant  des  points 

M^,^,  z)  et  M'  (x  -+-  dx,j  -+-  dj7  z  -f-  dz),  on  a  pour  ce  point 

la  différentielle  étant  prise  en  considérant  £,  yj,  Ç  comme  des  con- 
stantes, ce  qui  donne,  aux  infiniment  petits  près  du  second  ordre, 
en  remplaçant  dz  par  sa  valeur  p  dx  -+-  y  d/y, 

(9)  [Ç  —  ce  +  p[\  —  z)\dx  -h  [yj  —  y  -+-  q  (Ç  —  z)]djr  =  o. 
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Si  l'on  égale  séparément  à  zéro  les  coefficients  de  dx  et  de  dj,  ou 
aura  les  équations  d'une  droite  par  laquelle  passeront  les  limites 
de  tous  ces  plans  et  qui  sera  la  normale  à  la  surface. 

On  aurait  pu  partir  de  cette  dernière  définition  de  la  normale, 
et  en  déduire  réciproquement  celle  du  plan  tangent. 

642.  Tout  plan  passant  par  la  normale  est  dit  un  plan  normal 
à  la  surface.  On  a  l'équation  d'un  plan  normal,  en  écrivant  qu'il 
est  perpendiculaire  à  une  tangente,  ce  qui  donne  l'équation  (9). 
Si  l'on  pose  maintenant 

dr 

—  =  1,      d'où      clz  —  [p  -h  lg)dx, 

dx 

les  équations  de  la  tangente  seront 

X  —  Y  'C  —   Z 


l  p  +  lq 

ce  qui  donne,  pour  l'équation  du  plan  normal, 

%  —  x  +  l[n  —  y)  +  [p  -1-  i,/)  (Ç  —  z)  =  o, 

ou 

[Ç  —  x-hplK  —  Z)]  +  X[ï3—  j  +  9(Ç_  z)]=o, 

équation  qui  exprime  directement  que  ce  plan  passe  par  la  nor- 
male (7). 

643.  Souvent  les  trois  coordonnées  x,  y,  z  d'un  point  de  la  sur- 
lace sont  exprimées  au  moyen  de  deux  variables  indépendantes  u, 
v.  En  désignant,  pour  abréger,  par  des  accents  supérieurs  les  dé- 
rivées partielles  prises  par  rapport  à  u ,  et  par  des  accents  inférieurs 
les  dérivées  partielles  prises  par  rapport  à  v,  on  a 

dx  =  x'  du  -+-  x,dv,      dy  =  y 'du  -+-  y. de,     dz  =  z'du  H-  ztdv. 
On  aura  alors,  au  lieu  de  la  formule  (3), 

\/A2  +  B2~-^~C- 
donc  d  sera  infiniment  petit  d'ordre  supérieur  au  premier,  quels 
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que  soient  du  et  dv,  si  l'on  a  à  la  fois 

(10)  Aa?'+By+Cs'=o,      Aj^  +  B.i-,  +  C:,  =  o, 

d'où 

I    y'      z'  z'      x'  x'     y 

7' 


^9 


1  y  z' 

t 
z 

X 

x' 

I  y,    z, 

"1 

X, 

xt 

d[jr,*). 

à( 

Z.  X 

.  à 

{x 

x) 

d{u,v)  '  d{u,  v)    '  d[u,  v) 

On  peut  aussi  retrouver  de  cette  manière  l'équation  du  n°  637. 
En  effet,  en  différentiant  l'équation  (i)  par  rapport  à  u  et  à  r, 
on  a 

f'(x).x>+f'(r)./+f'(z).z'=r-0,    f'{x).xl^f'iy).rl-^f{z).z-o. 
Ces  équations,  comparées  aux  équations  (io),  donnent 

A:B:C=/'(.r)  :/'(r)  :/'(*), 

d'où  l'on  déduit  encore  l'équation  (5). 

644.  Etant  donnée  l'équation  (i)  d'une  surface,  soit  proposé 
de  mener  un  plan  tangent  à  cette  surface,  et  passant  par  un  point 
extérieur  (a,  (3,  y).  Les  coordonnées  du  point  de  contact  devront 
satisfaire  à  la  fois  à  l'équation  (i)  et  à  l'équation  (5),  en  remplaçant 
dans  cette  dernière  les  variables  £,  n,  Ç  par  les  valeurs  données  a, 
(3,  y,  ce  qui  donne 

(il)  («  -  *)/'(*)  +  (S  -j)/'(j)  +  (y  -  *)/'(.)  =o. 

Cette  dernière  équation,  si  l'on  y  fait  varier  x,j,  z,  représente 
une  nouvelle  surface,  dont  l'intersection  avec  la  surface  (i)  déter- 
mine une  courbe,  lieu  des  points  de  contact  des  plans  tangents  à 
la  surface  (i)  et  passant  par  le  point  (a,  (3,  y). 

Si  l'équation  (i)  est  algébrique,  l'équation  (ii)  sera  du  même 
degré  ;  mais  il  est  facile  de  voir  que  l'on  pourra  la  remplacer  par 
une  autre,  d'un  degré  moindre  d'une  unité.  En  effet,  l'ensemble 

des  termes 

«/'(*)  +  iS/'(J)  +  y/'(3) 

est  du  degré  n — -i,  n  étant  le  degré  de  l'équation  (i).  L'ensemble 

H.  —  Cours  de  Calcul  in  fin.,  II.  Q 
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des  termes 

qui  est  du  degré  n,  peut,  en  vertu  de  l'équation  (i),  être  abaissé 
à  un  degré  moindre  que  n.  En  désignant  par  fa  l'ensemble  des 
termes  du  degré  k  dans  le  polynômey(.r,J,',  z),  on  a  [322] 

d'où 

■*/'(*)  +.'-/'(j)  +  *A*)  =  »/»+  (»  - 1  )/«-.  +  .  •  ■  +  i./i. 

L'équation  (i)  donne  d'ailleurs 

»/«  +  w/n-l  ■+•••  +  »/i  -1-  "/o  =  O. 

En  éliminant^  entre  ces  deux  égalités,  il  vient 

■^//(.r)+Jy'(j)  +  z/'(Z)=:-/„_1-2/71_2-...-(«-l)/„_1-«/ô. 

Donc  l'équation  (n)  peut  être  remplacée  par  la  suivante  : 

(12)    a/'(tf)  +  P/'(j)+7/r(z)+A_1+3/w_s+.  .  .  +  («—  i)/1  +  »/0=o, 

qui  n'est  plus  que  du  degré  7i  —  1,  et  qui  représente  une  surface 
passant  par  l'intersection  des  deux  surfaces  (1)  et  (11). 
Si,  entre  les  équations  (1)  et  (1 1)  ou  (12)  et  les  équations 


7~z 


de  la  tangente  à  la  surface  menée  par  le  point  (a,  (3,  y),  on  élimine 
les  coordonnées  x,y,  z,  on  aura  l'équation  du  cône  circonscrit  à  la 
surface  et  dont  le  sommet  est  appoint  [ex,  (3,  y). 

645.  En  particulier,    si  l'équation    (1)    est    du    second   degré, 
l'équation  du  plan  tangent  sera  réductible  à  la  forme 

ïf[*)-hvf[r)  +  £/'(*)  +/t+  2/0  =  o. 

En  développant  cette  expression,  on  voit  qu'elle  ne  change  pas, 
lorsqu'on  y  remplace  x,y,z  par  £,  yj,  £,  et  vice  versa.  On  peut 
donc  représenter  l'équation  du  plan  tangent  sous  l'une  ou  l'autre 
des  deux  formes 

(i3)  îf  [x)  4-  r,f(y)  +  lf(z)  +./•(.*•,  r,  s)  +  >./0  =  o, 

(i4)        */r(ç)+r/r(«)+*/(Ç)+/i(Ç.^Ç)  +  Vo=*. 
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L'équation  (i4)  montre  que  la  courbe  de  contact  de  la  surface 
avec  le  cône  circonscrit  qui  a  pour  sommet  le  point  (£,»?,£)  est 
plane. 

Cette  équation  (i3)  ou  (i4)>  qui  exprime  la  dépendance  entre 
les  coordonnées  du  sommet  du  cône  et  celles  d'un  point  du  plan 
de  contact,  montre  que,  si  l'un  des  deux  points  (£,  y,  *Q,  (x,y,  z) 
décrit  un  plan,  l'autre  reste  fixe,  et  réciproquement,  et  que,  si 
l'un  de  ces  points  décrit  une  droite,  l'autre  décrit  également  une 
droite. 

646.  Le  plan  tangent  sera  parallèle  à  l'un  des  axes  coordonnés, 
à  l'axe  des  z,  par  exemple,  si  le  coefficient  f'(z)  de  £  dans  l'équa- 
tion (5)  est  nul.  Dans  ce  cas,  les  deux  dérivées  partielles 


sont  généralement  infinies,  sauf  pour  les  points,  en  nombre  limité, 
où  le  plan  tangent  serait  parallèle  à  l'un  des  deux  plans  coordonnés 
qui  passent  par  l'axe  des  z. 

Si  l'on  cherche  l'intersection  des  deux  surfaces  f  ( x,  r,  z)  =  o, 
f  (z)  =  o,  on  a  le  lieu  des  points  de  la  surface  donnée  pour  les- 
quels le  plan  tangent  est  parallèle  à  l'axe  des  z.  En  éliminant  z 
entre  ces  deux  équations,  on  aura  une  équation  ^(x,jf)  =o,  qui 
représentera  soit  la  projection  de  la  courbe  de  contact  sur  le  plan 
des  x,j,  c'est-à-dire  le  contour  apparent  de  la  surface  relatif  à  ce 
plan;  soit  le  cylindre  projetant  de  cette  courbe,  c'est-à-dire  le 
cylindre  parallèle  à  l'axe  des  z  et  circonscrit  à  la  surface. 

On  trouverait  d'une  manière  analogue  les  contours  apparents 
de  la  surface  relatifs  aux  deux  autres  plans  coordonnés. 

647.  La  condition  pour  que  le  plan  tangent  soit  parallèle  à  une 
droite  donnée 

r         y         z 
abc 

est  exprimée  par  l'équation 

af'[X)  +  bf[y)^cf[z)  =  o. 
Cette  équation,  jointe   k  f{x,j,  z)  =  o,    donnera  la  courbe  de 
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contact,  lieu  des  points  de  contact  des  plans  tangents  parallèles  à 
la  droite  donnée. 

Si  l'on  élimine  x,y,  z  entre  ces  équations  et  les  équations 


ç  —  x-         r,  —  y 


on  aura  pour  résultante  l'équation  en  £,ïj,  *£,  qui  représentera  le 
cylindre  circonscrit  à  la  surface  et  parallèle  à  la  droite  donnée. 

648.  Lignes  de  niveau  et  de  plus  grande  pente.  —  Prenons  le 
plan  des  xy  pour  plan  horizontal.  On  appelle  ligne  de  niveau 
une  courbe  tracée  sur  une  surface  donnée,  et  dont  tous  les  points 
sont  à  une  hauteur  constante  z  =  C  au-dessus  du  plan  horizontal. 
En  d'autres  termes,  c'est  l'intersection  de  la  surface  avec  un  plan 
horizontal. 

Les  équations  finies  d'une  ligne  de  niveau  sont 

f[x,jr,z)=o,      z  =  C, 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

f(x,jr,  C)— o,      z  =  C, 

G  étant  un  paramètre  constant  pour  chaque  ligne  de  niveau,  et 
variant  d'une  ligne  de  niveau  à  l'autre. 

En  éliminant  cette  constante  par  différentiation,  il  vient 

dz  =  o,      ou     pdx  -+-  q dj  •=.  o. 

Si  l'on  élimine  z  entre  cette  dernière  équation  et  l'équation  de  la 
surface,  on  aura  l'équation  différentielle,  entre  x,y,  dx,dy,  de  la 
projection  horizontale  d'une  ligne  de  niveau,  laquelle  est  égale  à 
la  ligne  de  niveau  elle-même. 

649.  On  appelle  ligne  de  plus  grande  pente  une  ligne  tracée 
sur  la  surface,  de  telle  manière  que  sa  tangente  en  chacun  de  ses 
points  fasse  avec  le  plan  horizontal  des  x,y  un  plus  grand  angle 
que  toute  autre  tangente  à  la  surface,  menée  par  le  même  point. 

Considérons  le  plan  tangent  à  la  surface  au  point  (x,y,  z)  ;  celle 
des  droites  de  ce  plan  qui  fait  le  plus  grand  angle  avec  le  plan  des 
x,y  est  la  perpendiculaire  à  la  trace  horizontale  de  ce  plan  tan- 
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gent.  L'équation  de  ce  plan  étant 

■<Z—  z=p[l~  j?)-+-  q[-0—  j), 
le  coefficient  angulaire  de  sa  trace  horizontale  sera La  per- 
pendiculaire à  cette  trace  a  pour  projection  sur  le  plan  des  x,y 

une  droite  dont  le  coefficient  angulaire  est  H — >  et,  comme  cette 

P 

projection  doit  être  tangente  à  la  projection  de  la  ligne  de  plus 
grande  pente,  on  aura,  en  un  point  quelconque  de  cette  ligne, 


dy         q 

dx         dy 

—  —  —  i 

OU 

zz:  — — 

dx         p 

P              (1 

En  éliminant  z  entre  cette  équation  différentielle  et  l'équation 
f(x,y,  z)  =  o  de  la  surface,  on  aura  l'équation  différentielle  des 
projections  horizontales  de  toutes  les  lignes  de  plus  grande 
pente. 

On  voit  que  les  projections  horizontales  des  lignes  de  plus 
grande  pente  coupent  toutes  à  angles  droits  les  projections  hori- 
zontales des  lignes  de  niveau;  en  d'autres  termes,  elles  en  sont  les 
trajectoires  orthogonales. 

Les  lignes  de  niveau  et  les  ligues  de  plus  grande  pente  elles- 
mêmes  se  coupent  aussi  à  angles  droits  dans  l'espace.  Elles  for- 
ment ainsi  deux  systèmes  de  lignes,  partageant  la  surface  en  un 
système  d'éléments  ayant  la  forme  de  rectangles  infiniment  petits. 

650.  Exemples.  —  I.  Soit  une  surface  de  révolution  autour  de 
l'axe  des  z, 

On  a 

p  =  -i.vf^-hj  5),       q  =  iyf[x^-Jrf'). 

L'équation  des  lignes  de  niveau  sera 

const.  =/(.r2  +  v2  ),     ou     ,r2  -f-  j2  =  C. 

Ces  lignes  sont  donc  des  cercles. 

L'équation  différentielle  des  lignes  de  plus  grande  pente 

dy         q        y 
dx        p         x 
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donne y==  G'x.  Ces  lignes  sont  donc  les  intersections  de  la  sur- 
face avec  des  plans  passant  par  l'axe  de  révolution  :  ce  sont  donc 
les  méridiens  de  la  surface. 

II.  Soit  la  surface  az  =  xy.  On  trouve ,  pour  l'équation  des 
lignes  de  niveau,  xy  =  C,  et  pour  celles  des  projections  des  lignes 
de  plus  grande  pente, y- —  x2=  C.  On  a  ainsi,  pour  les  projec- 
tions des  deux  systèmes  de  lignes,  deux  systèmes  d'hyperboles 
équilatères  orthogonales. 

IJI.   Soit  une  surface  à  centre  du  second  degré 

a  xs  -f-  bj  2  -4-  c  z-  =  f, . 

L'équation  des  lignes  de  niveau  sera 

ax-  H-  J>y-  =  C. 

On  a  ensuite 

ax  -4-  bzp  =.  o,      h  y  -+-  czq  =  o, 

d'où  l'on  tire,  pour  l'équation  différentielle  des  lignes  de  plus 
grande  pente, 

dx        ax 


ce  qui  donne,  en  intégrant, 


h 


§    III. 

THÉORÈMES    DE    GÉOMÉTRIE    INFINITÉSIMALE.    DOURLE    COURBURE 

DES    COURBES    NON    PLANES.     DÉVELOPPÉES. 

651.  Nous  avons  vu  [631]  que  la  plus  courte  distance  de  deux 
tangentes  consécutives  d'une  ligne  courbe  est  un  infiniment  petit 
du  troisième  ordre.  Si  l'on  joint  le  point  M  (Jîg-  6o)  à  un  point 
quelconque  Q  de  cette  plus  courte  distance  TT ',  le  triangle  rec- 
tangle MTQ,  dont  le  côté  MT  est  infiniment  petit  du  premier 
ordre  et  le  côté  ÏQ  du  troisième,  aura  son  angle  en  M  infiniment 
petit  du  second  ordre  [634].  Donc  chacune  des  tangentes  MT, 
M/T'  fait  avec  le  plan  MQM'  un  angle  infiniment  petit  du  second 
ordre. 
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De  plus,  la  différence  entre  l'hypoténuse  MQ  et  le  côté  MT, 

savoir 

QT2  QT2 


v/mp  +  qj2  —  MT 


y/MÏ2  +  QT2  +  MT        2  MT 


est  un  infiniment  petit  du  cinquième  ordre.  On  peut  donc,  aux 
quantités  près  du  cinquième  ordre,  prendre  la  somme  MQ -h  QM' 
au  lieu  de  MT  +  T'M';  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  on  pourra 


Fig.  60. 


considérer  les  tangentes  consécutives  d'une  courbe  comme  for- 
mant un  polygone  infinitésimal  circonscrit  à  la  courbe,  lequel  au- 
rait pour  sommets  des  points  quelconques  pris  sur  les  plus  courtes 
distances  de  deux  tangentes  consécutives;  et  l'incertitude  sur  la 
longueur  de  chaque  côté  de  ce  polygone  est  une  quantité  du  cin- 
quième ordre  infinitésimal,  laquelle  n'altère  pas,  par  conséquent, 
la  limite  de  la  somme  de  ces  côtés. 

652.  Considérons  maintenant  un  arc  de  courbe  fini,  et  parta- 
geons-le en  éléments  infiniment  petits,  tels  que  MM'.  Prenons  les 
points  de  division  pour  sommets  d'un  polygone  inscrit  et  pour 
points  de  contact  d'un  polygone  circonscrit  [651].  On  verra, 
comme  dans  le  cas  des  courbes  planes  [538],  que  : 

i°  Le  périmètre  d'un  polygone  inscrit  est  toujours  moindre  que 
celui  d'un  polygone  circonscrit  quelconque  ; 

20  Si  l'on  introduit  de  nouveaux  points  de  division,  le  péri- 
mètre du  polygone  inscrit  croît,  celui  du  polygone  circonscrit  dé- 
croît. 

En  effet,  l'angle  de  chaque  tangente  avec  le  plan  oscillateur  étani 
du  second  ordre,  et  chaque  tangente  différant  de  sa  projection  sur 
ce  plan  (ou  sur  le  plan  MQM')  d'un  infiniment  petit  du  cinquième 
ordre,  on  peut,  aux  quantités  près  du  cinquième  ordre,  remplacer 
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les  lignes  dans  l'espace  par  leurs  projections.  Or  une  inégalité 
entre  deux  variables,  U  ^>  V,  subsiste  encore,  lorsqu'on  altère 
ces  variables  de  quantités  infiniment  petites  par  rapport  à  leur 
différence  U  —  V.  Soit  maintenant  tint'  une  tangente  en  un  point  m> 
intermédiaire  entre  M  et  M'.  On  a,  en  considérant  les  tangentes 
comme  se  confondant  avec  leurs  projections  sur  le  plan  MQM', 
le  contour  M£/?z£'M'<^  MTM',  égalité  indépendante  de  l'incerti- 
tude qui  règne  sur  les  longueurs  des  contours,  puisque  cette  in- 
certitude est  du  cinquième  ordre,  tandis  que  la  différence  des 
contours  est  du  troisième  [544]. 

3°  Dans  le  triangle  MQM',  les  angles  en  M  et  en  M'  étant  infi- 
niment petits,  la  différence  (  MQ  -f-  QM' )  —  MM'  est  du  second 
ordre  par  rapport  à  MM'  [634]. 

Donc,  lorsqu'on  augmente  indéfiniment  le  nombre  des  points 
de  division,  les  périmètres  des  polygones  inscrits  ou  circonscrits 
vont  les  uns  en  croissant,  les  autres  en  décroissant,  et  tendent  les 
uns  et  les  autres  vers  une  limite  commune.  On  démontrerait,  par 
le  raisonnement  connu  [237],  que  cette  limite  est  indépendante 
du  mode  de  subdivision  de  l'arc  en  éléments  infiniment  petits. 
Cette  limite  s'appelle  la  longueur  de  l'arc  de  courbe. 

L'arc  infiniment  petit  MM'  est  compris  entre  la  longueur  de  sa 
corde  et  celle  du  contour  MQM'.  Il  diffère  donc  de  sa  corde  MM' 
d'un  infiniment  petit  du  troisième  ordre  [544];  on  aura  donc,  à 
un  infiniment  petit  près  du  troisième  ordre, 


arc  MM'  =  ds  =  sjdx-  4-  dy*  4-  dz2. 

De  plus,  l'arc  MM'  diffère  d'un  infiniment  petit  du  cinquième 
ordre  de  sa  projection  sur  le  plan  oscillateur  en  un  de  ses 
points. 

653.  Soient  M0,  M),  M2  trois  points  infiniment  voisins  pris  sur 
une  courbe  non  plane;  prenons  le  plan  de  ces  trois  points  pour 
plan  des  xj.  En  désignant  par  t  la  variable  indépendante  dont  les 
coordonnées  sont  des  fonctions,  soient  t0,  t0-\-h,  t0-\-h  4-  //,  les 
valeurs  de  t.  correspondantes  aux  trois  points  considérés.  Les  trois 
valeurs  de  z, 

z0  =  f(ta),     z,  =/(f0  +  h),     z,  —-f(t0  +  //  -+•  A,  ) 
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seront  nulles.  On  aura  donc  les  équations 

o  =  z0, 

o  =  Zi=zQ+hz'0  +  L»t9  +  Lh*(z'Z  +  s), 

o  =  z,=  sl-hhlz\  -4-  -/qz"t  4-  g  JJ«+  «î)- 

En  combinant  la  première  équation  avec  la  deuxième,  et  divisant 
par  h,  il  vient 

(i)  o  =  /0+i*/0  +  5*f«+«)- 

On  a  de  même,  au  moyen  de  la  deuxième  et  de  la  troisième, 
o  =  z'l+I-A1z"i  +  ç/il(z"ï-he1). 

En  développant  maintenant  z't,  z'v  z"[  de  manière  à  mettre  en  évi- 
dence tous  les  termes  du  second  ordre,  on  trouve 


<,-f-K  +  ^tW+o]  +  ^iK  +  *K+«*)]  +  èAÎW 


4- 


d'où,  en  ayant  égard  à  l'équation  (i),  puis  divisant  par  x 


l2J  o_z0H [a0-+-MJ. 

Par  l'élimination  de  ^  entre  les  équations  (i)  et  (2),  il  vient 
(3)  o  =  ^..-iI*  +  *llW+.). 

Ces  équations  montrent  que  z"  est  infiniment  petit  du  premier 
ordre,  et  z\  du  second. 

Si  l'on  considère  maintenant  un  point  correspondant  à  la  valeur 
t  =  t0  H-  9  de  la  variable  indépendante,  on  a,  pour  ce  point, 

*^^Q+ifl»<+Ifl»(<;+»)==gfl[A(A  +  A1)-*-(aA  +  A1)fl  +  fl,](<+«)i 

quantité  infiniment  petite  du  troisième  ordre  pour  9  infiniment 
petit.  Donc,  dans  tous  les  calculs  où  l'on  aura  le  droit  de  négliger 
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les  infiniment  petits  du  troisième  ordre,  on  pourra  considérer  la 
courbe  comme  située  dans  le  plan  M0  Mt  M2  pour  tous  les  points 
infiniment  voisins  de  M0. 

INous  avons  vu  [632]  que  le  plan  osculateur  est  celui  dont  la  dis- 
lance à  la  courbe,  dans  le  voisinage  du  point  de  contact,  est  du 
troisième  ordre.  Donc  le  plan  M0M,  M2,  passant  par  trois  points 
de  la  courbe  infiniment  voisins,  a  pour  limite  le  plan  osculateur, 
quel  que  soit  le  rapport  des  cordes  M0Mo  M}  M2. 

De  même, 


2        [    °^     ' 


~h{h^-hx)         2/1 -h  h,  02 


6 


:] 


ie  +  -  \(zZ+*) 


donc  z  est  infiniment  petit  du  second  ordre  dans  le  voisinage  de 
M0,  et  il  en  est  de  même  de  l'angle  que  fait  avec  le  plan  M0M|  M2 
toute  tangente  ou  toute  corde  infiniment  petite,  menée  dans  le 
voisinage  du  point  M0. 


Enfin  on  a 


?.//  -4-  //, 


quantité  infiniment  petite  du  premier  ordre  ;  donc  la  courbure 


I  H- 


(en  prenant  t  =.  x)  de  la  projection  de  la  courbe  sur  un  plan  per- 
pendiculaire à  M0  M{  M2  est  infiniment  petite  et  change  générale- 
ment de  signe  avec  la  différence  6  —  -  {1I1  ■+-  7it  )  ;  donc  celte  pro- 
jection aura,  en  général,  un  point  d'inflexion  dans  le  voisinage  de 
M0.  On  en  conclut  que  le  plan  osculateur  traverse  généralement 
la  courbe  au  point  de  contact. 

654.  Si  l'on  mène  les  plans  normaux  à  la  courbe  en  M0  et  en 
M1?  ces  plans  formeront,  avec  les  plans  normaux  aux  mêmes  points 
à  la  projection  de  la  courbe  sur  le  plan  M0  Mj  M2,  des  angles  infi- 
niment petits  du  second  ordre  ;  donc  leur  intersection  rencontrera 
le  plan  M0M,  M2  à  une  distance  infiniment  petite  du  point  de  ren- 
contre des  normales  en  M0  et  M(  à  la  projection.  Donc  le  centre 
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de  courbure  de  la  courbe  elle-même,  c'est-à-dire  la  limite  de  l'in- 
tersection du  plan  osculateur  avec  deux  plans  normaux  infiniment 
voisins,  coïncide  avec  le  centre  de  courbure  de  la  projection  de  la 
courbe  sur  son  plan  osculateur. 

Nous  savons  d'ailleurs  que  le  centre  de  courbure  de  la  projection 
est  aussi  la  limite  du  centre  d'un  cercle  passant  par  les  trois 
points  M0,M,,  M2;  donc  le  centre  de  courbure  de  la  courbe  pro- 
posée est  aussi  la  limite  du  centre  d'un  cercle  passant  par  trois 
points  infiniment  voisins,  lequel  centre  est  l'intersection  du  plan 
de  ces  trois  points  avec  les  plans  perpendiculaires  sur  les  milieux 
des  cordes  M0M(,  M,M2. 

655.  Soient  a.  b,  c  les  cosinus  des  angles  qu'une  droite  mobile 
fait  avec  les  axes,  dz  l'angle  de  deux  positions  de  cette  droite  infi- 
niment voisines.  On  trouvera,  par  le  même  calcul  qu'au  n°  558, 
l'équation  rigoureuse 

.    d-        , 

2  sm  - — ■  =  y  da-  -+-  dbl  -+-  de1 , 

d'où  l'on  tire,  à  un  infiniment  petit  près  du  troisième  ordre, 


(  i )  dz  =  y/ du-  -t-  dbÂ  -+-  de' . 

En  appliquant  cette  formule  au  calcul  de  l'angle  de  deux  tan- 
gentes infiniment  voisines  ou  de  l'angle  de  contingence,  il  vient, 

,  ,  dx     dy     dz 

en  remplaçant  a.  b.  c  par  —  j  -y-?  — -, 
1  l       ds     as     ds 


*=v/(-ïH4H's)'- 

Le  second  membre  de  cette  formule  représente  rigoureusement 
le  double  du  sinus  du  demi-angle  de  deux  cordes  consécutives, 
correspondantes  aux  valeurs  t,  t  -f-  dl,  t ':  -f-  idt  de  la  variable  indé- 
pendante, valeurs  qui  déterminent  trois  points  équidistants,  aux 
infiniment  petits  près  du  second  ordre.  On  peut  donc  prendre, 
pour  l'angle  de  contingence,  l'angle  de  deux  cordes  égales  consé- 
cutives [545]. 
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656.   La  valeur  de  dx2  peut  s'écrire  [562] 
dx2  —  [d—\    +.  .  .= 


ds  j  ds* 

_  r/*2(d2.r2-4-.  .  .)  —  idsd*s{dxd*x-+-.  .  .)  -+-  [dx^-h.  .  .\d*s% 

ds* 

=  4-,  {d*a*  +  d*y*  +  d*-z*—d**). 

ds-  x  J  ' 

On  démontrerait  géométriquement  cette  foi-mule  par  un  raison- 
nement semblable  à  celui  du  n°  563,  et  ce  raisonnement  servirait, 
réciproquement,  à  démontrer  l'égalité  entre  l'angle  de  contingence 
et  celui  de  deux  cordes  consécutives  égales  ou  infiniment  peu  dif- 
férentes. 

657.  On  peut  encore  établir  ces  formules  comme  au  n°  560,  en 
projetant  sur  les  trois  axes  coordonnés  le  contour  d'un  triangle 
isoscèle  dont  les  côtés  égaux  MT,  MT'  sont  parallèles  à  deux  tan- 
gentes infiniment  voisines,  et  dont  le  troisième  côté  TT'  a  pour 
limite  une  parallèle  à  la  normale  à  la  courbe  située  dans  le  plan 
oscillateur,  c'est-à-dire  à  la  normale  principale,  prise  dans  le  sens 
de  la  concavité  de  la  projection  de  la  courbe  sur  le  plan  oscillateur, 
c'est-à-dire  dans  le  sens  qui  va  vers  le  centre  de  courbure. 

On  en   tire,   à  cause  de  TT'=  MT.2  sin-  dx  —  MT.rf:,  à  un 

2- 

infiniment  petit  près  du  troisième  ordre, 
da  db  de 


dx  =  r  =  =  =  Jda?  H-  db2  +  de1 , 


COSV 

7  ...  d.v     dy     dz      , 

a,  b,  c  étant  mis  ici  pour  — ?  —-•>  — :  donc 

ds     ds      as 

I     7dx  i       dr  i       dz 

cos  A  =  —  d  —  •>      cos  y.  =  —  d  —- ,      cos  v  =  —  d  —  • 
dx      ds  dx      ds  dx      as 

658.  Si  l'on  désigne  par  p  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe 
au  point  M,  lequel  coïncide  [65-4]  avec  le  rayon  de  courbure  de  la 
projection  sur  le  plan  oscillateur,  on  aura,  comme  dans  le  cas  des 
courbes  planes, 

ds 
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d'où  la  valeur  de  la  courbure 
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Ensuite,  en  appelant  £,  yj,  ^  les  coordonnées  du  centre  de  cour- 
bure, on  a 


■q  —  X  =  p  COS  À 


ds        d) 

r,  —  J=p  COS  [J.  =  — ;  •  a 


rfr1 


<r/.v 


659.  La  valeur  de  dz-  peut  encore  se  mettre  sous  la  forme 


ds*  d~-  z=  (clx- 
d) 


(d\x2 


dz 
d~  y     d2 ; 


dz         d.r 

d*z     dK, 


[dxd*x 


dx        dy 
d'-x     d*j- 


Les  trois  déterminants  qui  entrent  dans  cette  valeur  ne  sont 
autre  chose  que  les  trois  quantités  /,  m,  ji,  proportionnelles  [633] 
aux  cosinus  des  angles  que  le  plan  oscillateur  fait  avec  les  trois 
plans  coordonnés.  En  désignant  donc  ces  trois  déterminants  par  /, 
m,  7i,  et  la  somme  de  leurs  carrés  par  A2,  on  a 


s/r- 


ds'-d-. 


660.  Les  cosinus  des  angles  du  plan  oscillateur  avec  les  plans 

coordonnés,  ou  de  l'axe  du  plan  oscillateur  avec  les  axes  àesx,y,  z, 

seront,  d'après  cela, 

l        m       n 

V    V   V 


Donc  l'angle  de  deux  plans  oscillateurs  infiniment  voisins,  que  l'on 
appelle  Y  angle  de  torsion  ou  de  seconde  courbure  de  la  courbe, 
aura  pour  valeur 


-VMH'ïH-a 
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En  développant  cette  expression,  il  vient 

(krll—lcUf-ï-.  .  .  _  I,HdP+...)-  ■>. *  dk[l< il  +  ...)  -4-(/2 +... )d/,* 


dv*  = 


là  là 

p(dr-+...)-ikdk.r.-dk-+-k\dP      i 

=  —  [dl2  -+-  rZ/w2  -+-  rf«?  —  die 


là 


=  -[{dP  +  .. 


'ZdZ 


T     ( 

m 

dm 

n 
tin 

+ 

n 
dn 

l 
dl 

Or  on  a 

t        m 
dl     dm 


mdn  —  ndm  =  m[dxd3y  —  dytPx)  ■ —  n[dzdzx.  —  xd%z\ 
=  dx{mdzy  -j-  nd3z)  —  [mdy  -+-  ndz)d3x. 

D'ailleurs  Idx  -+-  m  dy~  +  n  dz  =  o  ;  donc 

mdn  —  ndm  z=  dx ( ldàx  -+-  mdz  y 


tUp 


ou,  en  posant  A  = 


dx        dy        dz 
cPx      d-y     d-z 
di  x     d'Ay     d3  z 

m        n 
dm     dn 


dx.  A, 


et  de  même  pour  les  autres;  donc 


ds 

d,=:-A 


ds*  dx1 


Si  l'on  appelle  /'  le  rayon  du  cercle  dont  l'angle  de  contingence 
est  dv  pour  une  même  longueur  d'arc  ds,  et  que  l'on  nomme  cercle 
de  seconde  courbure  de  la  courbe  proposée,  on  a,  pour  déterminer 
le  rayon  de  seconde  courbure  ou  rayon  de  torsion,  l'équation 


du 

ds 


ds*  d-* 


En  désignant  par  â  la  distance  de  deux  tangentes  consécutives, 
on  a [631] 


V//2H-m2  +  «2         12k 
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d'où  l'on  tire,  en  mettant  pour  A  sa  valeur, 

A  =  I  2  o  .  as1  d-,      cfo  =  — — —  5       — 


ofc  d-        r        ds*  d~ 


661.  Considérons  trois  côtés  consécutifs  AB,  BC,  CD  (fig.  6i) 
d'un  polygone  infinitésimal,  ou  trois  éléments  de  la  courbe  qui  est 
la  limite  de  ce  polygone,  ces  côtés  étant  de  longueurs  infiniment 
peu  différentes  entre  elles.  L'intersection  de  deux  plans  perpen- 


diculaires sur  les  milieux  de  deux  côtés  consécutifs  de  ce  poly- 
gone, ou  l'intersection  de  deux  plans  normaux  consécutifs  à  la 
courbe,  est  une  perpendiculaire  aH  au  plan  oscillateur  ABC. 
Cette  perpendiculaire  s'appelle  Y  axe  de  courbure  de  la  courbe  au 
point  B. 

Le  centre  de  courbure  est  l'intersection  a  de  l'axe  de  courbure 
avec  le  plan  osculateur.  Le  rayon  de  courbure  est  p  =  Ea.  L'angle 
de  contingence  dx  est  égal  à  l'angle  EaF  de  deux  normales  consé- 
cutives, menées  dans  le  plan  osculateur  en  B,  et  dont  l'une  E«  est 
la  normale  principale  pour  le  point  B. 

Le  plan  normal  en  F  contient  deux  axes  de  courbure  consé- 
cutifs, qui  se  coupent  au  centre  H  de  la  sphère  osculatrice,  c'est- 
à-dire  de  la  sphère  qui  passe  par  quatre  points  consécutifs  de  la 
courbe. 

Les  coordonnées  du  point  H  s'obtiendront  en  cherchant  l'in- 
tersection de  trois  plans  normaux  consécutifs,  c'est-à-dire  en  ré- 
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solvant  les  équations  [556] 

l  (ç—x)  d.r   -(-(va  —  y)   dy  -+-('£  —  z)   dz  —  o, 
(i)  (%-x)d*x+{v—y)d*y-+-[l-z)dH  =  ds\ 

\  [Z  —  x)d*x+  [v—y)d3y-h  {Ç  —  z)d3z==3dsd\f, 

dont  les  deux  premières  représentent  l'axe  de  courbure.  On  en 
tire,  en  conservant  les  notations  du  numéro  précédent,  et  remar- 
quant que  l'on  a  3  u  d\>  —  u  du  =  —  vk  d  —  » 

dss         l  ds*       m  dss        n 

En  prenant  la  racine  carrée  de  la  somme  des  carrés  de  ces  trois 
expressions,  on  a,  pour  le  rayon  R  de  la  sphère  osculatrice, 


662.  Si  l'on  mène  Fa'  parallèle  à  Fa,  et  qu'on  appelle  d<p 
l'angle  bFa'  de  deux  rayons  de  courbure  consécutifs,  l'angle  trièdre 
infinitésimal,  formé  par  Fa,  Fa',  Fb,  rectangle  suivant  Fa,  a  pour 
faces  de  l'angle  dièdre  droit  l'angle  de  contingence  dx  et  l'angle 
de  torsion  dv,  et  l'on  aura,  par  conséquent, 

(2)  df=d^+dv\ 

Donc,  dans  les  courbes  non  planes,  l'angle  de  deux  rayons  de 
courbure  consécutifs  est,  en  général,  plus  grand  que  l'angle  de 
contingence. 

Il  ne  serait  égal  à  l'angle  de  contingence  que  dans  le  cas  où 
l'angle  de  torsion  d\>  serait  nul,  ce  qui  exigerait  [660]  que  l'on  eût 
séparément 


7 l  jm  j" 

«.— =  0,      d—  =  o,      d  —  =  o, 


d'( 


L-r      OL-C      --C" 

l  dx  -f-  m  dy  -f-  n  dz 
C  dx  -f-  C'dy  -+-  Cdz  = j — —  =  o, 

et  enfin 

Cr  +  G  y  -H  C"z  -+-  C"=  o. 

La  courbe  serait  donc,  dans  ce  cas,  une  courbe  plane. 
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663.  Le  quadrilatère  FabU  est  inscriptible  à  un  cercle  ayant 

pour  diamètre  le  rayon  FH  =  R  de  la  sphère  osculatrice.  Donc  ce 

cercle  est  tangent  au  lieu  des  centres  de  courbure. 

1  cire 

L'angle  inscrit  dv  —  , — -. ; En  désignant  donc  par  da  la 

°  le  diamètre  °  l 

distance  ah  de  deux  centres  de  courbure  consécutifs,  on  a 

(■»)  *=.£• 

Le  triangle  rectangle  abn  donne 

ab9z=:  bn2  +  a«9, 
ou 

(4)  d^  —  df--±-fd^. 

On  peut  donc  écrire  l'équation  (3)  sous  la  forme 


Le  triangle  F«H  étant  rectangle,  et  Fa  =  p,  on  en  conclut  que  la 
distance  du  centre  de  courbure  au  centre  de  la  sphère  osculatrice 

a  pour  expression 

do 
du 


comme    on   le    voit   d'ailleurs,    en    considérant  le   triangle  rec- 
tangle Hnb. 

Les  triangles  semblables  nab,  FrtH  donnent 

(6)  dp  =  do~cos(p,  du)  ■=.  do-s'm{p,  R). 

L'angle  [p,  da)  = [p,  R)  n'est  nul  que  pour  [p,  R)  =  -,  ce 

qui  donne  R  =  go  ,  dv  =  o  (3),  et  alors  la  courbe  sera  nécessai- 
rement plane. 

Si  l'on  mène  bm  perpendiculaire  à  FH,  on  voit  facilement  que 
bll  et  b¥  sont  les  deux  bissectrices  des  angles  mba,  mbc. 

661.  Le  lieu  des  axes  de  courbure  est  une  surface  développable, 
appelée  surface  polaire,  qui  a  pour  arête  de  rebrous  sèment  le  lieu 
des  centres  de  la  sphère  osculatrice. 

H.  —  Cours  de  Calcul  injin.,  II.  to 
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L'angle  de  contingence  de  cette  arête  de  rebroussement,  ou 
l'angle  de  deux  axes  de  courbure  consécutifs,  est  égal  à  l'angle 
de  torsion  de  la  courbe  proposée. 

L'équation  de  la  surface  polaire  s'obtient  en  éliminant  x, y,  z 
entre  les  deux  premières  équations  (  i  )  et  les  équations  de  la  courbe. 
Si  l'on  y  joint  la  troisième  équation  (i),  on  aura  le  lieu  du  centre 
de  la  sphère  osculatrice. 

Le  lieu  des  centres  de  courbure  est  une  courbe  tracée  sur  la 
surface  polaire.  On  aura  ses  équations,  en  éliminant  x,y,  z  entre 
les  deux  premières  équations  (i),  les  équations  de  la  courbe,  et 
celle  du  plan  osculateur. 

665.  Par  un  point  A,  pris  sur  la  courbe,  menons  une  nor- 
male quelconque,  rencontrant  l'axe  de  courbure  a  a.  au.  point  a. 
Joignons  a  au  point  suivant  A'  de  la  courbe,  et  prolongeons  A' a 
jusqu'à  la  rencontre  en  a'  de  l'axe  de  courbure  a'a',  correspondant 
au  point  A'.  Joignons  a!  au  point  suivant  A",  et  prolongeons  k!'a' 
jusqu'à  la  rencontre  en  a."  de  l'axe  de  courbure  a" a." ',  correspon- 
dant au  point  A"  (fîg.  62).  En  continuant  ainsi,  on  formera,  par 

Fiff.  62. 


les  intersections  successives  des  normales ,  un  polygone  infinité- 
simal, dont  la  limite  sera  une  courbe  enveloppe  de  ces  normales, 
et  qui  jouira  des  diverses  propriétés  que  nous  avons  démontrées 
[583,  584,  585]  pour  les  développées  des  courbes  planes.  On 
donnera,  pour  cette  raison,  le  nom  de  développées  de  la  courbe 
quelconque  A  A' A".  .  .  aux  diverses  courbes  enveloppes  des  nor- 
males, que  l'on  peut  former  d'après  ce  qui  précède.  Toutes  ces 
développées  sont  situées  sur  la  surface  polaire  de  la  courbe  pro- 
posée. 
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Le  point  de  départ  a  étant  pris  arbitrairement  sur  l'axe  av.,  il 
s'ensuit  de  là  que  la  courbe  a  une  infinité  de  développées.  Si  la 
courbe  est  plane,  la  surface  polaire  est  un  cylindre,  dont  la  section 
droite,  intersection  du  cylindre  avec  le  plan  de  la  courbe,  est  une 
développée,  qui  coïncide  avec  le  lieu  des  centres  de  courbure. 

Si  la  courbe  n'est  pas  plane,  et  que  a  soit  le  centre  de  courbure 
du  point  A,  A  a  ne  sera  pas  tangent  au  lieu  des  centres  de  cour- 
bure [663].  Donc  ce  lieu  ne  coupe  chaque  développée  qu'une  seule 
fois  ou  qu'un  nombre  limité  de  fois. 

666.  Si  l'on  fait  tourner  le  plan  normal  Aaa.  autour  de  aa, 
jusqu'à  ce  qu'il  vienne  s'appliquer  sur  le  plan  normal  suivant, 
A'a'a'aoc,  A  décrira  un  arc  de  cercle  autour  du  centre  de  courbure 
de  la  courbe  en  A,  et  viendra  se  placer  en  A',  tandis  que  Aa  dé- 
crira un  cône  droit  autour  de  l'axe  aa,  pour  venir  s'appliquer 
sur  A'a'.  Donc  l'angle  Aaa  —  A'aa,  et,  par  suite,  lorsque  le  plan 
normal  en  A  tourne  autour  de  l'axe  de  courbure  pour  venir  passer 
par  A',  la  ligne  A'aa',  dans  le  développement  de  la  surface  polaire 
sur  un  plan,  se  trouve  recouverte  par  Aa.  Donc  la  développée 
devient  une  ligne  droite.  Ainsi  toutes  les  développées  sont  des 
lignes  géodésiques  de  la  surface  polaire,  c'est-à-dire  qu'elles 
jouissent  de  la  propriété  d'être  les  lignes  les  plus  courtes  que  l'on 
puisse  mener  sur  la  surface  entre  deux  de  leurs  points.  Ce  sont 
les  courbes  qu'affecterait  un  fil  tendu  sur  la  surface  entre  deux 
points  donnés  sur  celle-ci. 

De  là  un  moyen  mécanique  pour  décrire  une  courbe  d'un  mou- 
vement continu,  à  l'aide  d'un  fil  dont  un  point  A  est  placé  en 
un  point  donné  de  la  courbe,  tandis  que  les  deux  moitiés  du  fil 
sont  tendues  sur  la  surface  polaire  suivant  deux  développées  diffé- 
rentes. En  déroulant  les  deux  branches  du  fil,  le  point  A  décrira  la 
courbe. 

Si  on  laissait  le  point  A  fixe,  ainsi  que  son  axe  de  courbure  aa., 
et  que  l'on  développât  la  surface  polaire  sur  le  plan  Aaa,  les  deux 
développées  viendraient  se  placer  sur  les  prolongements  des  deux 
normales  au  point  A,  le  fil  restant  toujours  librement  tendu.  Donc  si, 
au  lieu  de  faire  mouvoir  la  surface  polaire,  on  fait  mouvoir  son  plan 
tangent  Aaa,  les  deux  branches  du  fil  formeront  toujours  un  angle 
constant.  Et  réciproquement,  une  ligne  située  dans  le  plan  tangent 

10. 


l48  LIVRE    III.   —   CHAP.    II,    §    III. 

mobile,  et  faisant  avec  a  A  un  angle  constant,  sera  constamment 
tangente  à  une  seconde  développée  de  la  courbe  A  A' A"  A'".  .  .  . 

Si  la  courbe  donnée  est,  par  exemple,  une  développante  du 
cercle,  toutes  ses  développées  seront  des  hélices  tracées  sur  le 
cylindre  qui  a  pour  base  la  développée  plane,  c'est-à-dire  le 
cercle. 

667.  On  a  les  équations  différentielles  des  développées  d'une 
courbe,  en  écrivant  : 

i°  Que  la  tangente  à  la  développée  rencontre  la  courbe  pro- 
posée, ce  qui  donne  les  équations 


w;  d\  do  dÇ     ; 

2°  Que  cette  tangente  est  située  dans  le  plan  normal  à  la  courbe, 
ce  qui  donne 

(8)  (Ç  —  x)dx-£ .(«—  y)dj  +  (Ç  —  z)dz  =  o. 

De  ces  équations,  il  résulte  que  : 

i°  En  remplaçant  £ —  x,  rt — j,  £  —  z  par  les  quantités  qui 
leur  sont  proportionnelles,  en  vertu  des  équations  (7),  on  a 

(  g  )  d\  dx  +  do  dy  -+-  dC,dz  =  o, 

ce  qui  exprime,  comme  on  devait  s'y  attendre,  que  la  tangente  à 
la  développée  est  normale  à  la  courbe. 

2°  En  différentiant  l'équation  (8)  et  ayant  égard  à  la  condi- 
tion (g),  il  vient 

(io)  (Ç  —  x)d*x  +  (vj  —  j)rf2j+(Ç  —  z)dH  =  ds\ 

Or  l'ensemble  des  équations  (8)  et  (io)  représente  la  surface  po- 
laire [664].  Donc,  comme  nous  l'avions  déjà  vu  d'une  autre  ma- 
nière [665],  toutes  les  développées  sont  situées  sur  la  surface 
polaire,  ce  qui  fait  déjà  connaître,  sous  forme  finie,  une  équation 
commune  à  toutes  ces  courbes. 

3°  En  appelant  do  l'élément  d'arc   de   la  développée,  et  p  la 
distance  Aa  des  points  [x,  y,  z)  et  (£,  vj,  £),  les  équations  (i) 
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donnent 

l  -  -r.  _  i,  -  y  _  Ç  -  z  __       y/(g  -  xf  -+-  (va  —  jf  +  (S  -T^« 


dl  dri  dC,  ^d? -+•&>*+ d& 

__,_  _p_  _  (g  —  .r)  r7g  -+■  (n  —y)dv  +  [r—  z) d? 
~  da  ~  d^-h  de?  +  dZ? 

Or,  en  vertu  de  l'équation  (8),  le  numérateur  de  la  dernière  frac- 
tion est  égal  à  pdp;  donc 

±P-  =  P4      d'où     A=±«fe, 

propriété  analogue  à  celle  que  nous  avons  démontrée  [577]  pour 
les  développées  planes  des  courbes  planes. 

4°  Pour  obtenir  l'équation  générale  des  projections  des  déve- 
loppées sur  le  plan  des  xj,  par  exemple,  on  tirera  des  équations  (8) 
et  (jo)  les  valeurs  de  £  et  de  la  variable  indépendante  t  en  fonction 
de  \  et  de  m,  ce  qui  donnera  aussi,  au  moyen  des  équations  de  la 
courbe,  les  valeurs  de  x  et  de  y  en  \  et  r\.  En  substituant  ces  va- 
leurs dans  l'équation 

£  —  x  i}  —  y 

dl     ~~     do     ' 

on  aura  une  équation  différentielle  du  premier  ordre  entre  £,  yj, 
—  •>  dont  l'intégration  donnera  une  équation  finie  entre  £,  y;  et  une 

fit  ç 

constante  arbitraire.  Cette  relation,  jointe  à  l'équation  de  la  sur- 
face polaire,  représentera  toutes  les  développées  de  la  courbe 
proposée. 

§  iv. 

COURBURE    D'UNE    SURFACE    EN    UN    POINT    DONNÉ. 

668.  Proposons-nous  d'étudier  les  lois  qui  régissent  la  courbure 
des  diverses  courbes  que  l'on  peut  tracer  sur  une  surface  par  un 
de  ses  points. 

Soit  MM'  (jîg.  63  )  une  courbe  quelconque  tracée  sur  une  sur- 
face, et  soit  MM"  la  section  faite  dans  la  surface  par  le  plan  oscu- 


l5o  LIVRE    III.    —    CHAP.    II,    §    IV. 

lateur  à  cette  courbe  au  point  M.  Du  point  M',  infiniment  voisin 
de  M,  abaissons  M'P  perpendiculaire  sur  le  plan  oscillateur; 
menons  PM"  perpendiculaire  sur  MM",  et  joignons  les  points  M', 
M".  Le  plan  MM'M"  ayant  pour  limite  [640]  le  plan  tangent  à  la 
surface,  puisque  M'M"  fait  un  angle  fini  avec  MM',  l'angle  M'M"P 
sera  fini,  si  le  plan  oscillateur  de  la  courbe  MM'  fait  un  angle  fini 
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avec  le  plan  tangent  à  la  surface  en  M.  Donc  M'P  et  M'M"  sont 
des  infiniment  petits  du  même  ordre,  et  par  conséquent  M- M"  sera 
du  troisième  ordre  [632].  On  pourra  donc  négliger  M'M"  toules 
les  fois  que  l'on  n'aura  à  tenir  compte  dans  le  calcul  que  des  infi- 
niment petits  du  second  ordre,  pour  la  recherche  des  limites  de 
rapports.  Il  en  est  de  même  de  la  différence  de  longueur  entre 
MM'  et  MM",  laquelle  sera  infiniment  petite  d'ordre  supérieur  au 
second;  donc,  dans  le  calcul  de  la  courbure  de  la  courbe  MM'  au 
point  M,  on  pourra  substituer  à  cette  courbe  la  section  plane  MM", 
faite  par  son  plan  oscillateur. 

Donc,  pour  étudier  les  courbures  des  différentes  courbes  que 
l'on  peut  tracer  sur  une  surface  par  un  point  donné,  il  suffit 
d'étudier  les  courbures  de  toutes  les  sections  planes  de  la  surface 
menées  par  ce  point. 

669.  Théorème  de  Meusnier.  —  Si  l'on  considère  toutes  les 
sections  planes  qui  ont  même  tangente,  les  courbures  de  toutes 
ces  sections  sont  liées  par  une  relation  très-simple  à  la  courbure 
de  la  section  normale  menée  par  cette  tangente. 

Soient  MT  (fîg.  64)  ^a  tangente  commune,  MM'  la  section  nor- 


Fig.  64. 


maie,  et  MM"  une  section  oblique,  dont  le  plan  fait  avec  celui  de 
MM'  un  angle  e.  Par  le  point  T  de  la  tangente,  infiniment  voisin 
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du  point  M,  menons  un  plan  perpendiculaire  à  cette  tangente,  qui 
coupe  les  deux  courbes  en  M'  et  en  M".  Les  distances  M'T,  M"T 
étant  du  second  ordre  [504],  les  arcs  MM',  MM"  ne  différeront 
de  MT  et  entre  eux  [544]  que  d'infiniment  petits  du  troisième 
ordre.  De  plus,  les  angles  M'MT,  M"MT  des  cordes  avec  la  tan- 
gente sont  les  demi-angles  de  contingence  [541]  correspondants  à 
la  longueur  d'arc  MM'  =  MM"  =  ds;  donc  les  rayons  de  courbure 
des  deux  courbes  sont 

ds  ds%  ,  ds  ds'*' 

P  =  2  M'MT  =  2Ï1'T'      P  =  2M"MT  =  2M"T 

D'autre  part,  le  triangle  M'M"T  est  rectangle  en  M',  puisque  le 
plan  MM'M"  a  pour  limite  le  plan  tangent,  lequel  est  perpendicu- 
laire au  plan  normal  MTM';  donc  M'T  =  M"Tcose,  et  par  suite 

p'— '  p  coss. 

670.   Autrement,  prenons  le  plan  tangent  pour  plan  des  xj  et 
la  section  normale  pour  plan  des  zx.  Soient  xOu  (fig.  65)  le  plan 

Fig.  65. 


de  la  section  oblique,  u  son  ordonnée  parallèle  h  Ou.  Son  rayon 
de  courbure  sera 

f  _  (dx* -h  du*)2 
d.vd2u 
Or  on  a 

z  --  u  coss,     j=z/sins,      dz  =  du  coss  =pdx  -+-  qdy, 
d2z  =  <i"2«coss,      dy  =  du  sins. 

De  plus,  puisqu'on  a  pris  le  plan  tangent  pour  plan  des  xy,  on 
doit  avoir  p  =  q  =  o,  d'où  résulte,  aux  infiniment  petits  près  du 
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second  ordre, 

dz  z=  o,      du  =  o,      dy  =  o  ; 

puis,  7',  5,  £  représentant  les  dérivées  partielles  du  second  ordre 
<Pz      d*z      d*z 
dx*     dx  dy    dy1 

d*z  =  pd% x  ■+-  qd-j  -f-  rcLc2  -f-  isdxdy  +  £d?;-a  =  rdx^  ; 

donc 

rf2«  =  -^-dx\ 
coss 

En  substituant  ces  valeurs  clans  l'expression  de  p'    il  vient 

coss 

'=— ' 

Pour  s  =  o,  p'  =  -  —  le  rayon  de  courbure  p  de  la  section  nor- 
male ;  donc 

p'  =  p  coss. 

On  conclut  de  là  que  si,  sur  p  comme  diamètre  et  dans  un  plan 
perpendiculaire  à  la  tangente  commune,  on  décrit  un  cercle,  ce 
cercle  sera  le  lieu  des  centres  de  courbure  de  toutes  les  sections 
langentes  à  cette  tangente  commune. 

671.  Théorème  d'Euler.  —  Considérons  maintenant  les  cour- 
bures des  diverses  sections  normales  menées  par  un  même  point 
de  la  surface. 

En  supposant  toujours  que  le  plan  tangent  en  ce  point  soit  pris 
pour  plan  des  xj,  on  a,  pour  x  et  y  infiniment  petits, 

z  =  —  [rx%  -{-  nsxy  -+-  ty-)  -f-  s3, 

g3  étant  un  infiniment  petit  du  troisième  ordre;  donc  la  surface  se 
confond,  aux  infiniment  petits  près  du  troisième  ordre,  avec  le 
paraboloïde  qui  a  pour  équation 

z  =  —  (r.r2  -+-  isxy  -f-  ty*  ) , 
et  que  Ton  nomme  le  paraboloïde  oscillateur  à  la  surface  au  point 
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considéré.  Les  sections  normales  de  ce  paraboloïde  ont  donc  même 
courbure  que  les  sections  correspondantes  de  la  surface. 

Soit  une  section  normale  quelconque,  menée  par  l'axe  Mz  et  le 
point  M.' (oc,  y,  z),  infiniment  voisin  de  M.  On  a,  aux  infiniment 
petits  près  d'ordre  supérieur  au  premier, 


MM'  =  v/.r2  H-  J2  -h  z-  =  y/x2  -+-  j2. 

D'ailleurs  l'angle  de  contingence  dx  =  ttttt',  donc  la  courbure  de 

la  section  a  pour  valeur 

i  dx  iz 

p  "MM7  —  MM'2' 

Si  l'on  appelle  a>  l'angle  du  plan  zMM.'  avec  le  plan  des  zxy 

on  aura 

x  =  M  M  ' .  cos  y,     y  =  MM' .  sin  y , 

d'où 

,   ,          i         i**1  -1-  isxy  -f-  tr2  „  .  .   „ 

(  i  )         -  = =  r  cos-  f  -f-  ^  s  sin  ^  cos  y  -1-  ?  sin-  o. 

En  considérant  maintenant  tous  les  points  de  la  section  faite 
dans  la  surface  par  un  plan  parallèle  au  plan  tangent  et  mené  à  une 
distance  infiniment  petite  (du  second  ordre  par  rapport  aux  di- 
mensions de  la  section)  de  ce  plan  tangent,  les  courbures  -  des 

P 
sections  normales  passant  par  ces  divers  points  seront  pi^oportion- 

nelles  aux  inverses des  carrés  des  demi-diamètres  de  cette 

MM'2 

section,  qui  est  une  courbe  du  second  degré,  ayant  pour  équation 
(  2  )  r.«s  -i-  i  sxy  -h  ty2  =  2  3=  const. 

Cette  courbe  s'appelle  Y  indicatrice  de  la  surface  au  point  M.  On 
peut  la  remplacer,  dans  cette  étude,  par  une  conique  semblable 
quelconque. 

La  discussion  de  ces  demi-diamètres,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  la  discussion  directe  de  l'équation  (i),  fera  connaître  les 
valeurs  de  la  courbure  tout  autour  du  point  M. 

672.   Si  l'on  mène  les  axes  principaux  de  la  conique,  lesquels 
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correspondent  aux  valeurs  maximum  et  minimum  du  carré  du 
demi-diamètre,  on  aura  les  sections  principales  de  la  surface,  cor- 
respondantes à  un  minimum  et  à  un  maximum  de  la  courbure. 

Pour  trouver  ce  maximum  et  ce  minimum,  considérons  -  comme 

0 

une  fonction  de  <p.  On  aura 

Dç  -  =  2  [t  —  7-)  cos  f  sin <p  -h  2  s  (cos2  y  —  sin2  y)  ~  [t  —  r)  sin  i  y  -+- 1 s  cos  2  y, 
quantité  qui  s'annulera  pour 

2.? 

tangua  == 

°    r        r  —  t 

Cette  valeur  de  tangacp  déterminera  deux  directions  rectangulaires 
entre  elles,  répondant  aux  angles  cp(,  cp2-  On  a  ensuite 

1^,1,  .  .  COS  2  m  .  . 

-  Di  -  =  U  —  r)  cos2a>  —  is  5in2  8)  ==  — \[r —  1 2+  [\s 21, 

2o  r  —  t 

quantité  qui  change  de  signe  lorsqu'on  fait  tour  à  tour  çp  =^=  cpj  et 
cp  —  cp2  -_~  g? ,  — I —  -—  ;  donc  l'une  des  directions  répond  à  un  maximum 

de  -5  1  autre  a  un  minimum. 

Q 

673.   Si  l'on  prend   les  axes  principaux   de  l'indicatrice  pour 

axes  coordonnés,  le  terme  en  xy  disparaît.  On  a  donc  alors  s—  o. 

Ainsi  les  axes  principaux  de  l'indicatrice  ont  la  propriété  de  faire 

d2z 
évanouir  - — —■>  lorsqu'on  les  prend  pour  axes  des  .r  et  des  r,  ce 

o.v  dy  x  x  l  J 

qui  simplifie  l'expression  de  la  courbure. 
Si  l'indicatrice  est  une  ellipse,  ou  si  l'on  a 

rt  —  s-  ^>  o, 

il  vient  alors 

i 


[[rx-i-  sy)*-\-(rt  —  s*)y-], 


quantité  de  signe  constant,  comme  l'est  aussi  p  ;  donc  alors  la  sur- 
face est  tout  entière  d'un  même  côté  du  plan  tangent  :  elle  est  dite 
uniconvexe. 

Si  l'indicatrice  est  un  cercle,  toutes  les  valeurs  de  p  sont  égales 
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entre  elles.  Le  point  de  la  surface  est  dit  alors  un  ombilic  ou  un 
point  de  courbure  sphérique. 

Dans  le  cas  de  l'indicatrice  elliptique,  on  a,  au  point  considéré, 
un  maximum  ou  un  minimum  de  l'ordonnée  z,  perpendiculaire  à 
un  plan  parallèle  au  plan  tangent.  On  voit  alors  quelle  est  la  signi- 
fication géométrique  de  la  condition  rt  —  s-^>o,  qui  doit  avoir 
lieu  [403]  pour  que  la  fonction  z  ait  un  maximum  ou  un  mi- 
nimum. 

Si  l'indicatrice  est  hyperbolique,  c'est-à-dire  si  l'on  a 

rt  —  $'<i  o, 

cette  indicatrice  se  composera  des  deux  hyperboles  conjuguées, 
dont  l'une  correspondra  aux  valeurs  positives  de  z  et  de  p,  l'autre 
aux  valeurs  négatives.  Les  asymptotes  seront  les  lignes  de  sépara- 
tion des  deux  régions  de  la  surface  dont  les  courbures  sont  de 
sens  contraire  :  elles  sont  tangentes  à  l'intersection  de  la  surface 
avec  le  plan  tangent,  et  elles  correspondent  aux  valeurs  de  l'angle  <p 
données  par  l'équation 

—  s  rh  Js-  —  rt 

vdngf— y- 

Pour  ces  directions,  on  a  la  courbure  -  =  o.  Ce  sont  les  sections 

P 
de  courbure  nulle. 

Si  l'on  a 

rt  —  s%==  o, 

l'équation  de  l'indicatrice  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(3)  -  [rx  +  sy)-  =  iz, 

et  elle  représente  deux  droites  parallèles,  dont  la  dh^ection  corres- 
pond à  -  —  o.  Pour  toutes  les  autres  directions,  -  a  un  signe  con- 

P  P 

stanl;  -  est  maximum  pour  la  direction  perpendiculaire  aux  droites 

(3),  c'est-à-dire  pour  une  valeur  de  <p  telle  que  l'on  ait 

s        t 
tangf=-  =  -. 

r        s 
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674.  Soient  R,  R'  les  rayons  de  courbure  principaux,  c'est- 
à-dire  les  rayons  de  courbure  des  sections  principales.  Les  demi- 
axes  de  l'indicatrice  seront  \jizK  et  \J2zK',  et  l'équation  de  l'in- 
dicatrice, rapportée  à  ces  axes,  sera 

.r2         r2 

d'où  l'on  tire,   en  posant  [671]  x  =  MM'  coscp,     y  —  MM'sinop, 
MM'2 

,  ,  ,  I  COS2  q»  sill2  m 

4  -  = H-  - — -• 

l^;  p  R     n      R' 

Telle  est  l'expression  de   la  courbure    d'une  section  faisant  un 
angle  cp  avec  la  section  principale  dont  la  courbure  est  —  • 

Pour  rt  —  s-  =  o,     R'=  ao  ,  et  l'équation  précédente  se  réduit  à 

I         cos2  y 

R  étant  le  minimum  du  rayon  de  courbure. 

Si  l'on  désigne  par  pt  le  rayon  de  courbure  de  la  section  per- 
pendiculaire à  celle  que  fait  l'angle  cj>  avec  l'axe  des  x,  la  formule 

(4)  donnera,  en  changeant  cp  en  <p  -+-  -  •> 


d'où  l'on  tire 


ce  qui  correspond  à  une  propriété  connue  des  diamètres  rectangu- 
laires d'une  conique. 

Pour  rt  —  52=  o,  cette  dernière  relation  se  réduit  à 

1         1         1 

P       Pi       R 

675.   Soit  M'  [Jig-  66)  un  point  quelconque  de  l'indicatrice. 


T 

= 

+ 

COS"  'f 

Pi 

R' 

I 

P 

+ 

1 

pi 

= 

1 

R 

+  h- 
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La  tangente  à  l'indicatrice  en  ce  point  est  parallèle  au  conjugué 
du  diamètre  inM' ',  mené  au  point  de  contact.  Si  l'on  mène  par  M't 
le  plan  tangent  à  la  surface,  la  trace  de  ce  plan  sur  le  plan  tangent 
en  M  sera  parallèle  à  M't,  et  par  suite  aussi  au  diamètre  conjugué 

Fig.  66. 


de  mM.' .  Donc  cette  intersection  et  le  diamètre  mM'  ont  pour 
limites  respectives  deux,  tangentes  à  la  surface,  MT  et  MT',  paral- 
lèles à  deux  diamètres  conjugués  de  l'indicatrice.  Ces  tangentes 
sont  dites  des  tangentes  conjuguées,  et  les  sections  normales  cor- 
respondantes, des  sections  conjuguées. 

Si  p  et  p'  sont  les  rayons  de  courbure  de  ces  sections,  a  leur 
angle,  on  a,  par  les  théorèmes  d'Apollonius, 

p  +  p'  =  R  4-  R',     pp'  sin2  y.  =  RR'. 


§  v. 

CALCUL     DES      ÉLÉMENTS     DE      LA     COURBURE     d'uNE      SURFACE 
EN  UN  QUELCONQUE  DE  SES  POINTS.  OMBILICS. 

676.  Soient,  sur  une  surface,  M  et  M'  deux  points  infiniment 
voisins;  MN,  M'N'  les  normales  à  la  surface  en  ces  points  ;  MAM' 
la  section  normale  de  la  surface,  faite  par  le  plan  NMM'  {fig-  6j)  ', 
O  le  centre  de  courbure  de  cette  section,  dx  son  angle  de  contin- 
gence. 

Si  nous  menons  les  plans  tangents  en  M  et  en  M',  l'intersection 
BB'  de  ces  deux  plans  et  la  corde  MM'  auront  pour  limites  deux 
tangentes  conjuguées.  Soit  0  =  MAB  l'angle  de  ces  deux  tan- 
gentes. 

Parles  normales  MN,  M'N'  menons  deux  plans  perpendiculaires 
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à  BB'.  Ces  plans  détermineront  la  plus  courte  distance 

BB'  =  NN'  =  tf 
des  deux  normales  infiniment  voisines.   BB'  est  la  projection  de 

Fig.  67. 


MAM'  =  ds  sur  une  direction  faisant  avec  ds  l'angle  9.  Donc  cette 
plus  courte  distance  aura  pour  expression 

(1)  3  =  dscos6. 

Les  normales  en  deux  points  infiniment  voisins  ne  se  rencontrent 
donc  que  lorsqu'on  a  cos0  —  o,  ou  lorsque  les  deux  tangentes  con- 
juguées sont  rectangulaires  entre  elles,  ce  qui  a  lieu  seulement 
lorsque  MM'  est  une  section  principale. 

677.  Menons  par  M'  une  parallèle  M'Q  à  MN.  Les  deux  droites 
M'O,  M'N'  étant  perpendiculaires  à  AM',  leur  plan  sera  perpendi- 
culaire au  plan  NMAM'QO,  qui  passe  par  AM'.  Donc  l'angle 
trièdre  M'OQN'  est  rectangle  suivant  M' G. 

Déplus,  les  plans  B'M'QN',  OM'N',  respectivement  perpendi- 
culaires à  AB',  AM',  font  entre  eux  le  même  angle  9  que  ces  deux 
droites. 

Si  donc  on  désigne  par  du  l'angle  QM'N'  des  deux  normales 
ou  des  deux  plans  tangents  en  M  et  en' M',  et  par  d*\>  Y  angle  de 
déviation  de  la  normale,  c'est-à-dire  l'angle  OM'JN'que  fait  la 
normale  en  M'  avec  le  plan  NMM'Q  de  la  section  normale  en  M, 
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l'angle  trièdre  M'ON'Q  sera  mesuré  par  un  triangle  sphérique  in- 
finitésimal, qui  aura  pour  angles  -•>  9, 9.  et  pour  côtés  res- 
pectivement opposés  dw,  dz,  d^.  On  aura  donc 

dx  d\> 

11)  dto=  — — -   =: • 

v    '  sin  (5        cos  d 

Pour  obtenir  enfin  la  distance  du  point  M  au  pied  N  de  la  per- 
pendiculaire NJN7,  commune  aux  deux  normales  consécutives,  me- 
nons NQ  perpendiculaire  à  M'Q  (et  parallèle  à  MM');  N'Q  sera 
aussi    perpendiculaire    à   M'Q    (et    parallèle    à    B'M').    L'angle 

N'QN  =  B'M'A  =  --—  9;    l'angle   N'NQ  =  B'AM'=  9,    d'où 

NN'Q  —  -î  et  par  suite  NN'  est  perpendiculaire  au  plan  M'N'Q. 

D'ailleurs  NQ -■=  rfs  ;  donc  N'Q  =  M'Q.rfw  =  ds  sin0,  et  par 
suite 

(3)  ftl'Q  =  MN=  ^sin0. 

D'après  ces  équations,  si  nous  connaissons  doi  et  9,  nous  en 
pourrons  déduire  les  valeurs  des  angles  dz,  dty  et  des  distances  d, 
MN,  d'où  l'on  tirera  le  rayon  de  courbure  de  la  section  normale 
ds 

dz 


MM',  p 


678.   En  appelant  a,  (3,  y  les  cosinus  des  angles  que  fait  la  nor- 
male MN  avec  les  axes  coordonnés,  on  a  d'abord  [655] 


(  4  )  du  =  sjdo?  H-  d§2  H-  df . 

Pour  avoir  9,  il  faut  chercher  l'intersection  des  plans  tangents 
en  M  et  en  M',  puis  l'angle  que  cette  intersection  fait  avec  MM'. 
L'équation  du  plan  tangent  en  M  est 

«(?  —  x)  -Y-  |3(ij—  j)  +  7(Ç—  z)  =  0. 

En  différentiant  cette  équation  par  rapport  aux  coordonnées  de  la 
surface  [556],  et  remarquant  que  l'on  a,  par  la  propriété  de  la  nor- 
male, 

(  5  )  a  ( Ix  -f-  P  dy  -h  y  dz  =  o, 
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on  trouve 

c?«(£  —  x)-+-dp[r,  —  y)  4-  dy  (Ç  —  z)  =  o. 

En  combinant  ces  deux  équations,  il  vient,  pour  les  équations  de  BB', 


?  —  X  fi 


'C  —  z 


A 

B 

c   ; 

en  posant 

A  = 

j3       7 
dp     d7 

,        B  = 

7       « 
dy      dix. 

»     c  = 

1  a     p 

I   dot.     dp 

On  a  maintenant 

A 2  4-  B 2  4-  C2  =  (  pdy  -  y  rf|3  ) 2  +  •  •  . 

=  (|32  +  72)  rf«2  4-  •  .  .  —  2  [py  dpdy  4-  .  .  .  ) 
=  (  «2  4-  P2  4-  72)  [dv?  +  r/|32  H-  <ty2  ) 

—  2  (P7  ^7  4- .  -  .  )  —  («Va2  4-  .  .  .  ) 
=  (  k2  4-  p2  4-  72  )  (  ^.2  4-  f?P2  4-  ^/2)  —  («d«  4-  p  dp  4-  7 ^7)% 

ou,  à  cause  de  a2 .4-  |32  4-  y2  =  1 ,  d'où  a  <ia  4-  (3  cZj3  4-  y  <iy  =  o, 
A2  4-  B2  4-  C2  =  doc*  4-  dp"  4-  dy*  =  dv*. 

Donc  les  cosinus  des  angles  de  BB'  avec  les  axes  sont 


A         B 
du>        do. 


C 

do* 


Les  cosinus  des  angles  de  MM'  avec  les  axes  étant 

dx        dy        dz 
ds         ds        ds 

on  en  conclut,  pour  le  cosinus  de  l'angle  cherché, 


(6) 


cosS  = 


Adx  4-  Bdr  4-  Cdz 


a 

P        7 

dx 

dp      dy 

dx 

dy     dz 

dw>  ds  dto  ds 

Par  conséquent, 
[dtùds  sinS)2  =  (A2  4-  B2  4-  C2  )  (dx*  4-  dy*  4-  dz*  )  —  [kdx  4-  Bdy  4-  C  dz)* 


B      G 

4- 

G 

A 

4- 

A 

B 

dy     dz 

dz 

dx 

dx 

<h 
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B       C 

dy     dz 


=  (y  dot  —  ady)  dz  —  ( a  dp  —  p  dot.)  dj 

=  dot[otdx  -+-  3  dy  -\-  y  dz )  —.sd du. dx  -+-....), 

ou,  en  vertu  de  l'équation  (5), 


B       C 

dy     dz 


■ —  ot[dotdx  4-  dfidy  -f-  dy  dz  ), 


et  de  même  pour  les  termes  analogues.  Donc,  à  cause  de 


on  a 


7 


sinô 


e?«  a?.r  +  dp  dy  -4-  dy  dz 
doids 


On  conclut  de  là  et  des  équations  (2) 


dr  =  du  sin  6  = 


de.  dx  -+-  dp  dy  -4-  dy  dz 
ds 


d-ty  =1  du  cos  0  = 


ds 


0. 

P 

7 

dot 

dp 

dy 

dx 

dy 

dz 

T  dz         dotdx  -4-  dôdr  -+-  dydz 

(,0>  p  =  s= ~ir — -■ 

679.   Si  l'on  suppose  l'équation  de  la  surface  donnée  sous  la 
forme  F(jc,y}  z)  =  o,  et  que  Ton  représente  par 

(11)  Xdx +  Ydy -hZdz  =  o 


sa  différentielle,   on    aura,    en  posant  S  =y  X24-  Y2  +  Z2,  pour 
abréger, 


X  Y  Z 

K=S'      ^=s'      y~8' 


H.  —  Cours  de  Cale,  infinie,  II. 
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d'où  l'on  tire,  par  un  calcul  semblable  à  celui  du  n°  660, 


r/w 


\A« 


4ï-(4) 


V 


Y 

Z 

-h 

Z 

X 

4- 

X 

d\ 

d'L 

d'L 

rfX 

dTL 

On  a  ensuite,  à  cause  de 


Y        Z 

S         S 

i 

Y 

Z 

dl  il 

s      s 

~  S* 

^Y 

dZ 

,     etc . .  • , 

abc 

X 

Y 

Z 

da     db     de 

I 

=  gï 

^X 

dY 

dZ 

A 
~~  S1' 

dx     dy     dz 

dx 

dy 

dz 

en   désignant  par  A  le  dernier  déterminant.    De   plus,   à    cause 

de  (i  i), 

,      X         ,      Y        Ï7Z       dXdx-hdYdr  +  dZdz 

dxd  —  -+•  dyd  —  H-  az«  —  =  — = • 

o  o  O  o 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (6),  (7),  il  vient 
( 1 3  )  cos  0 


A                .    „        dX.dx  -4-  dYdr  -+■  f/Zc/z 
,       sin  9  =: 


S^dsdoi 


S  c/i'  ^/w 


d'où  l'on  tire  ensuite  les  expressions  de  dx,  tty,  §,  etc. 

Si  l'on  introduit  les  dérivées  partielles  p,  q,  il  vient,  en  posant 

k  =  y/p2 -\- g- -h  1  f 

X=p,     Y  =  q,     Z  =  —  1,     S=/e; 

d'où  l'expression  (12)  devient 

(14)  du=  —  \/dpi-r-dq2-i-(pdq—qdp)2. 
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On  a  ensuite 


~ ,  „        (  pdq  —  q  dp)  dz  -+-  dq  dr  —  dpdy         .     „        dp  dx  -+-  d<7  rfr 

1 5 )  cos e  =  - — - — ^     .*  . — t-^ — - 5    sm e  =  ' 


A2  ^/w  dy 


/î  du  ds 


On   peut   parvenir  d'une    autre    manière   aux  formules  précé- 
dentes. Les  équations  de  la  normale  étant 


H  —  x        ri  —  r        'Ç  —  z 


X  Y  Z 

on  a  [630],  pour  la  distance  des  deux  normales  consécutives, 


\/ 


Y 

Z 

+ 

d\ 

dZ 

Z       X 

dZ    dx 


X       Y 

dX     dY 


On  voit  d'ailleurs,  comme  au  numéro  précédent,  que  le  dénomi- 
nateur de  cette  expression  a  pour  valeur  S2doi.  Donc  l'équa- 
tion (i)  donnera 

cos  6 


S  _  A 

ds        S^dsdu 


On  obtiendra  ensuite  sin0  comme  au  n°  678. 

En  faisant  X  =  oc,  Y  =  (3,  Z  =  y,  S  —  i ,  on  aurait  les  formules 
dun°678. 

680.  Détermination  des  sections  principales  et  des  rayons  de 
courbure  principaux .  — -  Si  MM'  est  une  section  principale,  on 
doit  avoir  [676]  cos(5  =  o,  c'est-à-dire  [678] 

Kd.r.  +Brfj  +  C  dz  =  o, 

équation  qui,  jointe  à  l'équation  (5),  a.  dx  -f-  3  dj  -hy<r/z  =  o, 
donne 


dx  '.  dy  l  dz 


Or 


B 

C 

.|c 

A 

A 

B 

P 

7 

1  7 

a 

a 

-S    i 

B     C  i 

i 

?      7    i 


=  y»(  y  d«  —  «  dy  )  —  /3  (  a  dp  — ■  |3  da  ) 

=  dv.  (  a9  -i-  (32  4-  y2  )  —  a  (  ad«  +  |3  dp  +  7  dy)  ==  c?«, 

1 1  . 
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et  de  même  pour  les  autres.  Donc  les  sections  principales  sont 
déterminées  par  les  équations 

,   ft,  dx dy  dz 

^    '  d^.~dp~dy' 

qui  sont  la  conséquence  l'une  de  l'autre,  comme  on  le  voit  en 
ajoutant  les  rapports  terme  à  terme,  après  avoir  multiplié  leurs 
deux  termes  respectivement  par  a,  j3,  y,  et  ayant  égard  à  l'équation 
(  5  )  et  à  ce  que  a.  doc  -+-  (3  dfi  +  y  dy  =  o. 

Si  l'on  élimine  z  et  dz  entre  les  équations  (16)  et  l'équation  de 
la  surface  [dont  les  équations  (16)  comprennent  la  différentielle], 

on  obtiendra  une  équation  différentielle  entre  x,j  et  —  -,  qui  dé- 
terminera le  coefficient  d'inclinaison  de  la  projection  de  la  tan- 
gente à  la  section  principale  sur  le  plan  des  xy. 

De  plus,  sin0  étant  égal  à  l'unité,  on  a,  pour  une  section  prin- 
cipale, 

dr  =  du  =  sjdv?  +  dp*  +  df, 

et  par  conséquent  les  équations  (16)  donneront 

dx        dy        dz  ds 

doc         dp         dy  dz 


Si,  après  l'élimination  de  dz,  on  pose 

dot.  =  «!  dx  -f-  a2  dy,      dp  =  px  dx  -+- 132  dy, 


dy 
dx 


les  équations  précédentes  pourront  s'écrire,  en  prenant  pour  R  le 

signe  inférieur,  d'après  ce  que  nous  verrons  plus  loin, 
< 

(17)  «1+«2m  =  |31  -  +p2==_  _. 
v    '  '  ma. 

On  en  tire  d'abord 

(18)  «im2  +  («i  —  Pi)  m—  Pl=  o, 

équation  qui  donne  pour  m  deux  valeurs,  correspondantes  aux 
deux  sections  principales,  et  à  chacune  desquelles  appartient  une 
valeur  de  R. 

On  pourrait  aussi  former  directement  l'équation  du  second  de- 
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gré  qui  donne  les  deux  rayons  de  courbure  principaux.  En  effet, 

si  l'on  éçale  entre  elles  les  deux  valeurs  de  m  en  fonction  de  —  5 

°  R 

que  donnent  les  équations  (17),  on  a 

/ 1  \  -  1  «i      a.-,    I 

1  yj  W  '  &         Pi     P,  I 

Une  des  courbures  principales  est  nulle  [673]  lorsqu'on  a 

Kj      «2   I 

=  o. 


?.o 


681.  On  peut  parvenir  aux  équations  (16)  d'une  autre  manière. 
Si  MM' est  une  section  principale,  l'équation  (1)  donne  â  =  o; 
partant,  les  normales  à  la  surface  aux  points  M  et  M' se  rencontrent. 
De  plus,  des  équations  (2)  et  (3),  jointes  àsin0=i,  il  résulte 
MN  =  MO  =  R.  Donc  le  point  de  rencontre  de  ces  normales  est 
le  centre  de  courbure  de  la  section  principale. 

Cela  posé,  les  équations  de  la  normale, 

l  —  x  _  tï  —  y  _  'c  —  z  _ 

a.  p  7 

doivent  subsister  en  même  temps  que  leurs  différentielles  par  rap- 
port aux  coordonnées  de  la  surface,  ce  qui  donne,  en  ayant  égard 

à(5), 

(2  —  x)da-\-a.dx        (ïj — y) cip  4- /3 dy         (Ç — x)dy-\-ydz 

=  (g  —  x)  du.  -4-  (ïj  —y)  dp  +  (Ç—  z)  efy , 

ou,    en    mettant,   pour    \  —  x,  yî — jk,  £  —  ^,   leurs    valeurs   aR, 
pR,  7R, 

R  —  ( a  dcc  4-  P  <-/,S  H-  7  rfy)  =  o. 
On  a  donc 

( \  —  x)  dx  -h  x  dx  —  o,      (vj  —  y)  dp  -f- 13 rZj  =  0,      (Ç  —  2)  e?7  -4-  7 dz  =  o , 

d'où  l'on  tire 

,      .        dx        dy        dz  t,  —  x  vj  —  y  Ç  —  z 


doc         dp         dy  x  p  7 

comme  nous  l'avions  trouvé  dans  le  numéro  précédent. 


R, 
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682.   Si  l'on  introduit  les  dérivées  partielles  de  z  par  rapport 
à  x  et  à  j,  on  a,  à  cause  de  dp  =  r  dx  ■+-  s  dj,  dq  ~  s  dx  -j-  t  dj, 


dx  =  d 


p        là  dp  —  pkdk 


i)  dp  —  pq dq 


k 


k 


[  (î2  "+"  l  )  r  —  P9S]  dK  -+-  [  (  <Z5  -I-  i  )  -i  —  PÇt]  dy 
le 


d'où 


pqs, 


p 


pqt, 


k*Ki=  (q2  -'r- 1  )r- 
et  de  même 

7e3j31=  (j52+  i)s  —  pqr,      A3|32  —  (p~  ■+■  i  )  t  —  pqs. 

Telles  sont  les  valeurs  à  substituer  dans  l'équation  (18)  et  dans 
l'équation  (19),  qui  devient,  en  faisant—  — .  u, 

tx 


11 


En  développant  l'expression 


Pi     h 


119],  on  trouve  qu'elle  se 


réduit  à  —  (p--\-  q2-\-  1)  {rt —  s-).  Donc  la  condition  (20)  pour 

qu'une  des  deux  courbures  principales  soit  nulle  est  encore  ici, 
dans  le  cas  général,  la  même, 

(a3)  rt  —  i2=o, 

que  dans  le  cas  particulier  du  n°  673. 

683.  Nous  avons  démontré,  dans  le  paragraphe  précédent,  qu'il 
existe  toujours  deux  sections  principales,  et  par  suite  deux  rayons 
de  courbure  principaux  en  chaque  point  d'une  surface.  Il  s'ensuit 
de  là  que  l'équation  (22)  aux  rayons  de  courbure  principaux  doit 
toujours  avoir  ses  racines  réelles,  d'où  résultera  aussi  la  réalité  des 
racines  de  l'équation  (18)  aux  sections  principales. 

On  peut  d'ailleurs  le  vérifier  directement  comme  il  suit.  La  con- 
dition de  réalité  des  racines  de  chacune  de  ces  équations  est  que 
la  quantité 

(a1  +  (32p-4(aip2-«2(31)^(a1-|32)2+4«,pi 
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soit  positive.  Or  les  valeurs  de  ca,  cc2,  fi\,fii  donnent  identique- 
ment, par  l'élimination  de  s,  puis  de  ( q-  -}-  1  )  7-  —  (yo2  -f-  1 )  £, 

(/?2h-i)«2— pq[*i  —  h)~  (<72  +  i)Pi  =  °- 
Donc 

(/»,+  i)[(«t-Pi),  +  4«.M 

quantité  essentiellement  positive.  Il  en  est  donc  aussi  de  même  du 
facteur  (a4- — 32)2-h  4^2  $\ ,  ce  qui  démontre  la  réalité  des  racines 
des  équations  (18)  et  (22). 

684.  Pour  que  l'expression  que  nous  venons  de  décomposer  en 
une  somme  de  trois  carrés  soit  nulle,  il  faut  que  chacun  des  carrés 
soit  nul,  et,  par  suite,  que  l'on  ait  (34  =  o,  cct  —  j32~  o,  d'où,  en 
vertu  de  l'identité  précédente,  a2  =  o.  Donc  les  conditions  pour 
que  les  deux  rayons  de  courbure  principaux  soient  égaux,  ou  pour 
que  le  point  soit  un  ombilic  [673],  sont  que  l'on  ait 

(24)  «2=°,        «i=^2i        Pl=  °> 

ou,  en  mettant  pour  ces  quantités  leurs  valeurs, 
(25)  £±±  =  El  =  t±±. 

{       '  r  s  t 

Ces  équations,  jointes  à  celles  de  la  surface,  déterminent  les  trois 
coordonnées  d'un  ombilic. 

On  peut  encore  tirer  ces  équations  des  équations  (17),  en  expri- 
mant que  la  valeur  de  R  est  indépendante  de  m\  ou  encore  de 
l'équation  (18),  en  exprimant  que,  toute  section  étant  une  section 
principale,  m  doit  être  indéterminé,  et  par  suite  l'équation  en  m 
doit  se  réduire  à  une  identité. 

Pour  déterminer,  dans  ce  cas,  la  valeur  de  R,  on  a,  le  radical 
étant  nul, 


Si  l'on  désigne  par  fx  la  valeur  commune  des  rapports  (25),  et  que 
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l'on  mette  pour  a .,  =  j32  sa  valeur,  il  vient 

u  =  —  —  -—  [rt  —  s~  ,      u  ou      h.  = 


685.  Exemple.  —  Cherchons  les  ombilics  de  la  surface  du  se- 
cond degré 

ax1  4-  by-  4-  czr  z=p  k. 

Les  cosinus  a,  (5,  y  des   angles  de  la  normale   avec  les   axes  sont 
donnés  par  les  équations 

—  =  -A  ■=  1-  =  - 
en  posant,  pour  abréger, 


«'  =  y  a2  a;2  4-  è2j2  4-  c2z2. 
Formons  l'équation  (18)  aux  sections  principales,  puis  écrivons 
qu  elle  devient  identique.  Cette  équation  équivaut  a  —  =  --  >  ou 

rfff       d  fy 

,    ,  w  (v         aw%  dx —  ax.wdw        btx^dr — -byAvdiv 

IpA       =—  , -—  ± . 

dx  dy  dx  dy 

Or,  en  éliminant  z  au  moyen  de  l'équation  de  la  surface,  on  a 

«'2  =  a ( a  —  c)  x*1  4-  b[b  —  c)  j2  -4-  cl,  =  A^2  +  Bj2  4-  ck, 

d'où  wc/w  =  Ax  dx  -h  Bydy.  L'équation  (A)  devient  donc 

(<?  — ■  &)  w^dxdy  — -  (ar  dy  —  by  dx)  wdw  =  o, 

ou,  en  substituant,  réduisant,  et  faisant  m  =  -4-» 

B a arjy . m2  4-  [ A è x2  —  B #  j'2  —  ( a  —  b )  ck ]  //?  —  Aô ay  =:  o. 
Cette  équation  devient  identique,  si  l'on  pose 

xy  =  o,      A &.x2  —  B«j'2  —  ( «  —  b)  ck  =  o, 
ce  qui  donne  deux  systèmes  de  solutions  : 

(I)  x  =  o,      bj-  =  —  k—— -,      cs-=A- 


«  (  0  —  c  )  «  (  /;  —  c 

ni  b  —  c)  „        ,  c  f  <7  —  & } 


'II  r  =o,     cs2=       /■  , 
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Pour  avoir  tous  les  ombilics  possibles,  il  faut  joindre  à  ces  deux 
systèmes  de  solutions  ceux  que  l'on  obtiendrait  en  projetant  sur 
un  autre  plan  coordonné,  sur  celui  des  jz,  par  exemple.  On  re- 
trouve de  cette  manière  le  système  (II),  avec  le  suivant  : 

III  2  =  0,        **»=*- -,        bf=--~k^ -L 

x      '  cya  —  o)  c[a  —  0) 

Supposons  h  positif,  et  a^>b  ^>  c.  Dans  l'ellipsoïde,  le  système 
(II)  sera  le  seul  qui  donne  des  valeurs  réelles  pour  x,j,  z.  On 
aura  alors  quatre  ombilics,  compris  dans  le  plan  du  grand  et  du 
petit  axe.  Dans  l'hyperboloïde  à  une  nappe,  a  et  b  étant  positifs, 
c  négatif,  aucun  des  trois  systèmes  ne  donnera  de  valeurs  réelles. 
Dans  l'hyperboloïde  à  deux  nappes,  a  ^>  o,  h  et  c  étant  <^  o  ;  ce 
sera  encore  le  système  (II)  qui  donnera  quatre  ombilics  réels. 

Pour  avoir  le  rayon  de  courbure  correspondant,  l'équation  (19), 
ayant  ici  ses  racines  égales,  donne,  à  cause  de  <xt  =  j32  (24)    et 

d^ 

1  a,  -!-  j3,  w  b 

R  2  dy  w 

En  effectuant  les  calculs,  et  substituant  les  valeurs  précédentes,  on 
trouve 


R 


I  aclt 


686.  Théorème.  —  Une  surface  dont  tous  les  points  sont  des 
ombilics  est  une  sphère. 

En  effet,  on  devra  avoir,  d'après  les  conditions  (a4)>  en  chaque 
point  de  cette  surface, 

(A)  -  =  ^  =  °.    ft=£=°- 

On  a  d'ailleurs 

v.  dx  -f-  |3  dy  -\-  7  dz  =  o, 
d'où 

dz  u.       dz  |3 

dx  7       dy  y 

et  partant 

à-  «  d  £ 

7  dz  7 

dy  dx  dy       dx 
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c'est-à-dire,  en  ayant  égard  aux  équations  (A), 
lu)  d7_od7 

La  relation  a2 -h  (32-f-  y2  —  1  donne  d'ailleurs 

d«.       „  d&         dy  d</.  '       d&         dy 

Effaçant  les  termes  qui  s'annulent  en  vertu  des  équations  (A),  et 
ayant  égard  à  l'équation  (B),  il  vient 

[L)  dx~dy' 

Or,  d'après  les  équations  (A),  a.  ne  peut  être  que  fonction  de  x, 
et  3  ne  peut  être  que  fonction  de  y.  Les  dérivées  de  ces  fonctions 
devant  être  égales  entre  elles,  quels  que  soient  x  et  y,  ne  peuvent 

être  qu'égales  à  une  même  constante.  En  désignant  celle-ci  par  -■>  et 

représentant  par  a,  b  d'autres  constantes,  on  en  tire,  par  l'inté- 
gration, 

x  —  a  y  —  b  ,    ,  1     / 

oc=  — 7 — 1       §=' — -7 •>       dou      7  —  -  \jh^ —  (.r  —  af —  [y —  bf. 

h  II  h 

On  a  donc 

adx  A-  Sdy  (.v  —  a)d.r  -f-  [y  —  b)dy 

7  ~        y]W  —  (x_a)i_  (y—bf* 

d'où,  en  intégrant  et  désignant  par  c  une  nouvelle  constante, 

[x  —  aY  -h  (.7  —  bf  +  [z  —  c)2  =  h\ 
équation  d'une  sphère. 
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§  VI. 

LIGNES   DE   COURBURE.   LIGNES   ASYMPTOTIQUES. 

LIGNES   GÉODÉSIQUES. 
THÉORÈME    DE    DUPIN    SUR    LES    SURFACES    ORTHOGONALES. 

dy 
687.  Lignes  de  courbure.  —  Si  l'on  détermine  m  on  — -  par 

l'équation  aux  sections  principales  [681,  (18)],  on  aura  alors,  au 

point  considéré  M,  9  —  -;  et  la  distance  des  normales  aux  deux 

2 

points  consécutifs  M,  M'  de  la  section,  ô'  =  o.  Si  l'on  passe  du 
point  M  au  point  infiniment  voisin  M',  pris  sur  la  section  princi- 
pale du  point  M;  puis  du  point  M'  au  point  infiniment  voisin  M", 
pris  sur  la  section  principale  du  point  M',  et  ainsi  de  suite,  on 
obtiendra  un  polygone  curviligne  infinitésimal,  qui  aura  pour  li- 
mite le  lieu  des  intersections  successives  ou  Y  enveloppe  des  sec- 
tions principales.  Cette  courbe  sera  tangente  en  chacun  de  ses 
points  à  l'une  des  sections  principales  de  ce  point,  de  sorte  que 
chaque  tangente  à  cette  courbe  sera  perpendiculaire  à  sa  tangente 
conjuguée  par  rapport  à  sa  surface,  et  que  les  normales  à  la  surface 
menées  en  deux  points  de  cette  courbe  infiniment  voisins  se  ren- 
contreront. Une  telle  courbe  s'appelle  une  ligne  de  courbure  de 
la  surface. 

Gomme  on  peut,  en  chaque  point  de  la  surface,  tracer  deux  sec- 
tions principales,  il  s'ensuit  de  là  que  par  chaque  point  de  la  sur- 
face passent  deux  lignes  de  courbure,  qui  se  coupent  à  angles 
droits.  L'équation  différentielle  des  lignes  de  courbure  est  cosô  =  o 
ou^  =  o,  c'est-à-dire  [678,  679] 

!  X       Y       Z     I 
..  o,      ou      i   r/X     dY     dZ       —  o, 
j    dx      dy       dz 


a. 

P 

7 

du 

dB 

dy 

dx 

dy 

dz 

ou  encore  [679] 

A  dx'1         v  '  z  '  dx 

En  intégrant  cette  équation ,  après  en  avoir  éliminé  z,  on  aura 


*£+(..- m  £-&=». 
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l'équation  générale  des  lignes  de  courbure,  renfermant  une  con- 
stante arbitraire.  Si  l'on  détermine  convenablement  cette  constante, 
on  aura  le  système  des  deux  lignes  de  courbure  qui  passent  par  un 
point  donné  de  la  surface. 

On  pourra  encore  obtenir  l'équation  différentielle  des  lignes  de 
courbure,  en  écrivant  [681]  que  les  normales  à  la  surface  en  deux 
points  consécutifs  d'une  ligne  de  courbure  se  rencontrent. 

On  voit  que  les  lignes  de  courbure  d'une  surface  forment  deux 
systèmes  de  trajectoires  orthogonales,  partageant,  comme  les  lignes 
de  niveau  et  de  plus  grande  pente,  la  surface  en  éléments  rectan- 
gulaires infiniment  petits. 


688.  Exemple. 
On  aura  ici 


Soit  la  surface  du  second  degré 


ax1  -+-  by*  -f-  es2  =  k. 
X  =  aar,     Y  =  by,      Z  =  . 

et  l'équation  aux  lignes  de  courbure  devient 

ax  by  cz 

a  dx  b  dy  cdz 

dx  dy  dz 
ou,  en  développant, 

a[b  —  c)  x  dy  dz  +  b  [c  —  a^ydzdx  -\-  c[a  —  &)  zdxdy  =.  o, 
ou,  en  posant, 

A 


1         1 

v' 


B  =  - 

a 


1 
—  > 


A  -f-  B  -f-  G  étant  égal  à  zéro, 


Ax 
dx 


Bj 


Cz 
dz 


De  l'équation  de  la  surface  et  de  sa  différentielle,  on  tire 

k  —  a  x~  —  b")2 


z 
dz  ax  dx  -f-  by  dy 

Par  la  substitution  de  cette  valeur,  l'équation  différentielle  devient 

A.r        B.r    ,    C(«.r2-f-  by*  —  k)  _ 
dx         dy  a  x  dx  -+-  by  dy 
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ou,  en  réduisanl  au  moyen  de  la  relation  A  H-  B  -f-  C  =  o, 
xy[ùada?  +  kbdyï)  __  \^axi  +  Kbf-±  C/c)  dxdy  r_=  o, 

que  l'on  peut  écrire  sous  la  forme 

xy  (a  -+-  b/a)  —  (a.*:2  H-  bj2  +  //)  j'  =  o. 

Nous  verrons  plus  tard  [847,  II]  comment  cette  équation  s'in- 
tègre. 

690.  Le  centre  de  courbure  de  la  section  principale  au  point  M 
est  le  point  d'intersection  des  normales  à  la  surface  Ma,  M'a, 
menées  aux  deux  points  consécutifs  M,  M'  de  la  section  princi- 
pale, ou,  ce  qui  revient  au  même,  de  la  ligne  de  courbure  MM'. 
Ces  normales  à  la  surface  étant  en  même  temps  des  normales  à  la 
ligne  de  courbure,  on  voit  que  la  construction  qu'il  faut  faire  pour 
avoir  le  lieu  des  centres  de  courbure  des  sections  principales  pour 
tous  les  points  d'une  ligne  de  courbure  est  précisément  celle  qui 
donne  une  développée  de  la  ligne  de  courbure  [665]  ;  donc  le  lieu 
des  centres  de  courbure  des  sections  principales  des  divers  points 
d'une  ligne  de  courbure  est  une  développée  de  cette  ligne  de 
courbure.  Ce  lieu  est  donc  tracé  sur  la  surface  polaire  de  la  ligne 
de  courbure. 

Le  lieu  des  normales  à  la  surface,  menées  aux  divers  points  de 
la  ligne  de  courbure,  est  une  surface  développable,  dont  le  lieu 
des  intersections  des  génératrices  ou  Y  arête  de  rebrous  sèment  est 
le  lieu  des  centres  de  courbure  des  sections  principales. 

Pour  avoir  l'équation  de  cette  surface  développable,  on  élimi- 
nera oc,  y,  z  entre  les  équations  de  la  normale 

Ç  —  a? vj  —  y K  —  z 

a.  |3  y 

l'équation  de  la  surface  et  l'équation  intégrale  des  lignes  de  cour- 
bure. En  y  joignant  l'équation  qui  exprime  que  chacun  des  rap- 
ports ci-dessus  est  égal  au  rayon  de  courbure  principal  R,  exprimé 
en  x,y,  z,  on  aura,  par  l'élimination  de  z  entre  les  cinq  équa- 
tions, les  deux  équations  du  lieu  des  centres  de  courbure  des  sec- 
tions principales. 

Comme  nous  l'avons  vu,  le  lieu  des  centres  de  courbure  princi- 
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paux,  étant  une  développée  de  la  ligne  de  courbure,  est  en  même 
temps  une  ligne  géodésique  [666]  de  la  surface  polaire  de  la  ligne 

de  courbure  MM' 

Si  l'on  considère,  outre  le  lieu  aa' . .  .  des  centres  de  courbure 
principaux,  une  autre  développée  bb' . . .  de  la  ligne  de  courbure, 
on  pourra  tendre,  d'un  point  M  de  cette  ligne,  deux  fils  sur  la  sur- 
face polaire,  s'appliquant  librement  sur  les  courbes  aa'...  etbb' — 
Si  l'on  déroule  ces  deux  fils,  en  les  tenant  toujours  tendus,  le  point 
d'intersection  des  deux  fils  parcourant  la  courbe  MM'...,  leur  angle 
restera  constant,  et  réciproquement,  un  fil  Mbb' . .  . ,  enroulé  sur 
la  surface  polaire,  et  faisant  un  angle  constant  avec  le  fil  M_aa'.  . ., 
tandis  qu'on  les  déroule  tous  les  deux  simultanément,  leur  point 
d'intersection  décrivant  la  ligne  de  courbure  MM'. . ,  affectera  né- 
cessairement sur  la  surface  polaire  la  forme  d'une  seconde  déve- 
loppée de  la  courbe  MM'. . .  [666]. 

691.  Cela  posé,  supposons  que  deux  surfaces  se  coupent  suivant 
une  ligne  qui  soit  pour  chacune  d'elles  une  ligne  de  courbure.  Les 
lieux  des  centres  de  courbure  principaux  des  deux  surfaces,  cor- 
respondants à  cette  ligne  de  courbure,  seront  deux  développées 
de  celle-ci.  Donc  les  normales  aux  deux  surfaces,  en  chaque  point 
de  l'intersection,  feront  entre  elles  un  angle  constant,  et  par  suite 
ces  deux  surfaces  se  couperont  sous  un  angle  constant. 

Réciproquement,  si  deux  surfaces  se  coupent  sous  un  angle 
constant,  et  que  l'intersection  soit  une  ligne  de  courbure  de  l'une 
d'elles,  la  normale  à  l'autre  surface,  faisant  un  angle  constant  avec 
la  normale  à  la  première,  tracera  sur  la  surface  polaire  de  l'inter- 
section une  seconde  développée  de  cette  intersection.  Donc  les 
positions  successives  de  cette  normale  se  rencontreront,  et  par 
suite  l'intersection  sera  aussi  une  ligne  de  courbure  de  la  seconde 
surface. 

692.  Si  une  ligne  de  courbure  est  plane,  sa  surface  polaire  est 
un  cylindre;  ses  développées  sont  des  hélices  de  ce  cylindre,  e'est- 
à-dire  des  courbes  coupant  les  génératrices  du  cylindre  sous  des 
angles  constants.  Donc  le  plan  de  la  ligne  de  courbure,  perpendi- 
culaire à  ces  mêmes  génératrices,  fait  un  angle  constant  avec  la 
tangente  à  une  hélice,  laquelle  est  une  normale  à  la  surface  pro- 
posée, lorsque  la  développée  considérée  est  le  lieu  des  centres  de 


PROPRIÉTÉS    DES    LIGNES    DE     COURBURE.  IJ$ 

courbure  principaux.  Donc,  lorsqu'une  ligne  de  courbure  est  plane, 
son  plan  coupe  la  surface  sous  un  angle  constant.  Cela  résulte  en- 
core de  ce  que  nous  avons  vu  dans  le  numéro  précédent,  toute  ligne 
tracée  sur  un  plan  pouvant  être  considérée  comme  une  ligne  de 
courbure  de  ce  plan. 

Réciproquement,  si  un  plan  coupe  une  surface  sous  un  angle 
constant,  le  lieu  des  centres  de  courbure  principaux  correspon- 
dant à  l'intersection  sera  une  hélice  de  la  surface  polaire  de  cette 
intersection,  et  par  suite  une  développée;  donc  les  normales 
menées  à  la  surface  par  les  points  de  l'intersection  se  rencontre- 
ront, et  l'intersection  sera  une  ligne  de  courbure  de  la  surface. 

693.  Si  une  ligne  de  courbure  n'est  pas  plane,  les  génératrices 
de  la  surface  polaire  développée,  n'étant  pas  parallèles  entre  elles, 
ne  feront  pas  un  angle  constant  avec  la  droite  suivant  laquelle  se 
déroule  la  développée  de  la  ligne  de  courbure,  lieu  des  centres  de 
courbure  principaux.  La  variation  de  cet  angle  sera  l'angle  de  deux 
axes  de  courbure  consécutifs  ou  l'angle  de  torsion  de  la  ligne  de 
courbure.  Donc  l'angle  du  plan  oscillateur  d'une  ligne  de  courbure 
avec  le  plan  tangent  à  la  surface  varie  continuellement  d'une  quan- 
tité égale  à  l'angle  de  torsion  de  la  ligne  de  courbure. 

On  tire  de  là  cette  autre  réciproque  du  théorème  du  numéro 
précédent  :  que,  si  le  plan  osculateur  d'une  ligne  de  courbure 
coupe  la  surface  sous  un  angle  constant,  la  ligne  de  courbure  est 
plane,  puisque  son  angle  de  torsion  doit  être  nul. 

694.  Toute  ligne  tracée  sur  une  sphère  étant  une  ligne  de  cour- 
bure de  cette  sphère,  on  voit  que,  si  une  surface  est  coupée  par 
une  sphère  sous  un  angle  constant,  l'intersection  est  une  ligne  de 
courbure  de  cette  surface. 

Réciproquement,  si  une  ligne  de  courbure  est  sphérique,  la 
sphère  qui  la  contient  coupe  la  surface  sous  un  angle  constant. 

695.  Si  une  ligne  de  courbure  est  circulaire,  c'est-à-dire  à  la 
fois  plane  et  sphérique,  on  pourra  faire  passer  par  cette  ligne  une 
infinité  de  sphères,  coupant  toutes  la  surface  sous  des  angles  con- 
stants. On  pourra  choisir  le  centre  de  l'une  de  ces  sphères  de  ma- 
nière que  cet  angle  constant  soit  nul,  de  sorte  que  la  sphère  tou- 
chera la  surface  tout  le  long  de  la  ligne  de  courbure.  Les  normales 
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à  la  surface  le  long  de  la  ligne  de  courbure  passeront  donc  toutes 
par  le  centre  de  cette  sphère,  et  formeront,  par  suite,  un  cône  de 
révolution. 

696.  Lignes  asjmptotiques .  —  Considérons  une  surface  dont 
l'indicatrice  soit  hyperbolique.  En  s'avançant  sur  la  surface  dans  la 
direction  de  l'une  ou  l'autre  des  asymptotes  de  l'indicatrice,  direc- 
tion qui  correspond  [673]  à  une  valeur  nulle  de  la  courbure,  on 
tracera  de  proche  en  proche  deux  systèmes  de  courbes,  appelées 
lignes  asjmptotiques  ou  lignes  de  courbure  nulle,  analogues  aux 
lignes  de  courbure.  Pour  la  direction  d'une  section  asymptotique, 
on  a 

—  =  o,     8  =  o,      d'où     sin9=o, 

P 

ce  qui  donne  [678,  679] 

du.  dx  +  dp  dy  -+-  dy  dz  =  0,      ou     d~K.  dx  -f-  dY  dy  -f-  dZ  dz  =  o, 

ou  encore 

7777  dy        dr2 

dpdx  -4-  dqdy  =  o,      r  -f  is  — \-  t——?  =  o. 

dx  dx1 

On  voit  que,  pour  qu'il  existe  de  telles  lignes  de  courbure  nulle, 

il  faut  que  l'on  ait 

rt—  s2<o. 

Exemple.  —  Etant  donnée  la  surface 

ax*  H-  by*  -+-  cz%  =  /l, 

l'équation  aux  lignes  asymptotiques  sera 

adx*  +  b dy*  -+-  c dz*  =  0, 

ce  qui  montre  d'abord  que  a,  b,  c  ne  doivent  pas  être  de  même 
signe.  Remplaçant  cdz2  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  de  la- 
courbe,  il  vient 

(1)  a[k  —  b j2 ) dx*  -V-  labxydxdy  -+-  b[k  —  ax^dy*  —  o, 
ou 

(2)  ï(^  +  C!Ç)={xdy-ydx)\ 
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On  peut  toujours  supposer  À"  positif,  et,  puisque  l'un  au  moins  des 
coefficients  a,  b,  c  est  négatif,  soit  c  positif  et  a  négatif.  On  voit 
que  b  devra  être  positif,  et  par  suite  la  surface  sera  un  hyperbo- 
loïde  à  une  nappe. 

En  différentiant  l'équation  (i)  ou 

b[k  —  ax*)yn  +  o.abxy. y'  -\-  a[k  —  b j2  )  =  o, 

il  vient 

[(/c  —  ax2)y  -haxy]y"=o, 

d'où  l'on  tire  d'abord  y"=  o  et  par  suite  j'=  C,  ce  qui  est  Yinlé-r 
grale  générale  de  l'équation.  Celle-ci  devient,  par  la  substitution 
de  cette  valeur  dans  (2), 


équation  d'un  système  de  deux  droites,  qui  sont  les  projections 
des  génératrices  rectilignes  de  la  surface. 

En  égalant  l'autre  facteur  à  zéro,  ce  qui  donne 

[k  —  ax*\y'  -f-  axy  =  o, 
et  éliminant  jy7  entre  cette  équation  et  l'équation  (3),  on  obtient 


la  solution  singulière 


qui,  jointe  à  l'équation  de  la  surface,  donne  z  =  o.  C'est  donc  la 
section  principale  faite  par  le  plan  des  xj,  et  à  laquelle  les  pro- 
jections des  génératrices  rectilignes  sont  tangentes. 

697.  Lignes  géodésiques.  —  On  nomme  ligne  géodésique  d'uue 
surface,  comme  nous  l'avons  déjà  dit  [666],  celle  des  lignes  tra- 
cées sur  la  surface  entre  deux  points  donnés  qui  est  la  plus  courte. 
Nous  allons  démontrer  que  cette  ligne  jouit  de  la  propriété  que 
son  plan  osculateur  en  chacun  de  ses  points  est  normal  en  ce  point 
à  la  surface. 

Considérons,  en  effet,  deux  points  infiniment  voisins,  pris  sur 
une  surface.  Si,  par  la  normale  à  la  surface  en  un  de  ces  points  et 
par  l'autre  point,  on  fait  passer  une  section  normale  à  la  surface, 
l'élément  de  cette  section  sera  plus  court  que  l'élément  d'une 
section  oblique  tracée  sur  la  surface  entre  les  deux  mêmes  points. 

H.  —  Cours  de  Cale,  infin.,  II.  I  2 
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Nous  avons  vu  [544]  que  l'expression  de  la  différence  entre  un 
arc  infiniment  petit  et  sa  corde  est,  en  appelant  h  la  différence  in- 
finiment petite  des  abscisses  des  extrémités  de  cet  arc, 

I      /          y»     .  \  2  t  1       7  3 


24  \i  -\-  y  -  j  -24  '       pe 

p  étant  le  rayon  de  courbure  au  point  initial.  Or,  pour  les  deux 
sections,  la  section  normale  et  la  section  oblique,  passant  par  les 

deux  mêmes  points  infiniment  voisins,  le  facteur  (î-Hjt'2)"  est 
infiniment  peu  différent.  De  plus,  p  diffère  infiniment  peu  du 
rayon  de  courbure  de  la  section  normale,  laquelle  fait  un  angle 
infiniment  petit  avec  la  proposée.  Si  donc  on  désigne  par  z 
l'angle  de  la  section  oblique  avec  la  section  normale,  le  rayon  de 
courbure  de  la  section  oblique  sera,  à  un  infiniment  petit  près, 
pcose.  Donc,  en  désignant  par  d,  df\es  différences  entre  les  lon- 
gueurs des  arcs  des  deux  sections  et  leur  corde  commune,  on  aura 

â'=  — —  •  Par  conséquent,  l'élément  de  la  section  normale  est 

COS"£  1 

le  plus  court.  Il  résulte  de  là  qu'une  ligne  tracée  sur  une  surface 
ne  peut  être  la  plus  courte  entre  deux  de  ses  points,  qu'autant  que 
son  plan  oscillateur  est,  en  chaque  point  de  contact,  normal  à  la 
surface. 

On  en  conclut  [693]  que,  si  une  ligne  géodésique  est  en  même 
temps  une  ligne  de  courbure,  elle  est  nécessairement  plane. 

698.  En  désignant  par  a,  S,  y  les  cosinus  des  angles  de  la  nor- 
male à  la  surface  avec  les  axes,  et  par  a,  b,  c  les  cosinus  —■>  — 1 

1  as     as 

— -  des  angles  de  la  tangente  à  la  courbe  avec  les  mêmes  axes  [628], 

la  condition  exprimant  que  la  normale  à  la  surface  est  contenue 
dans  le  plan  osculateur  à  la  courbe  sera 

JL  =  1.  =  JL  =  _L  =  JL 

da        db        de        d-        ds 

d'où 

«ds  =  pda,      fids  =  odb,      yds  =  pdc. 

Supposons  maintenant  que,  par  un   point  A  de  la  surface,  on 
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mène  une  infinité  de  lignes  géodésiques  ;  soit  AB  une  quelconque 
d'entre  elles  considérée  comme  fixe,  et  soit  rf  l'angle  que  fait  avec 
AB  la  ligne  géodésique  qui  joint  le  point  A  à  un  point  quelconque  M 
de  la  surface.  Si  l'on  fixe  au  point  A  l'extrémité  d'un  fil  flexible  et 
inextensible,  et  qu'en  tendant  ce  fil  sur  la  surface  on  le  fasse  tour- 
ner autour  du  point  A,  il  coïncidera  successivement  avec  toutes 
les  lignes  géodésiques  qui  partent  du  point  A.  Si  l'on  tend  donc  le 
fil  entre  A  et  M,  la  position  du  point  M  sur  la  surface  sera  déter- 
minée par  l'angle  cp  qui  fixe  la  direction  de  la  ligne  géodésique  AM, 
et  par  la  longueur  s  de  l'arc  AM,  en  sorte  que  les  coordonnées  x, 
y,  z  du  point  M  seront  des  fonctions  déterminées  des  deux  va- 
riables s  et  cp. 

699.  Si,  à  partir  du  point  A,  on  porte  sur  toutes  les  lignes  géo- 
désiques une  même  longueur  s,  les  extrémités  M  de  cette  longueur 
formeront  une  courbe,  que  nous  appellerons  un  cercle  géodé- 
sique. Soit  a  la  longueur  d'un  arc  de  cercle  géodésique  BM,  compté 
à  partir  d'un  point  fixe  B;  cet  arc  sera  une  certaine  fonction  de  <p 
et  de  s. 

Désignons  par  ).,  p,  v  les  cosinus  des  angles  que  fait  la  tangente 
au  cercle  géodésique  en  M  avec  les  axes.  Pour  un  point  M',  pris 
sur  ce  cercle  à  une  distance  infiniment  petite  de  M,  on  aura 

dx  =  \  de,      dj  =  ij.  da,      dz  =  v  dcr. 

Donc,  en  remarquant  que  ces  valeurs  de  dx,  dy,  dz  sont  les  diffé- 
rentielles partielles  de  x,  y,  z  par  rapport  à  cp,  s  restant  constant 
sur  le  cercle  géodésique,  on  aura 

dx  dv       dj  _      d<r       dz  _      d(7 

Si  l'on  fait  maintenant  varier  x,  y,  z  sur  la  même  ligne  géodé- 
sique AM  des  différentielles  partielles  dsx,  dsy,  dsz,  les  dérivées 

.  „      dx    dy    dz  ,  ,  .  7        ,  , 

partielles  -c-j  -^-?  -v  représenteront  les  cosinus  a,  b,  c  des  angles 
1  os     os     os      x  ° 

que  fait  la  tangente  à  la  ligne  AM  en  M  avec  les  axes.  Par  con- 
séquent, 

dx  dx       dy  âr       dz  dz       .  .        ,  .dcr  .,,.,,    à<r 

ds  df       ds   df       ds  df  df  df 

12. 
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En  appelant  T  le  premier  membre  de  cette  équation,  on  a 

dT       d2x  dx       d2  y  dy       d%z  dz       dx   d^x        dy  d2r        dz   d 

— i_      ■■      ■'     |    i 


ds        ds2  df        ds2   âf       ds2  df        ds  ds  df       ds  ds  df       ds  ds  df 
d2x  dx       d2  y  dy       d2; 
ds2  df        ds2  df       ds'2 

On  a  d'ailleurs,  par  le  numéro  précédent, 


*.«  +  &*  +  Z*  +  ^[ffi+i»y+igfi. 


d2x  _  da  _  «       d2r  __  db  __  S       d%z  _  de  _  y 
ds2        ds        p        ds1        ds        p       ds*        ds       p 

d'où  l'on  tire 

d2x  dx       d2y  df       d2z  dz       i     .  da       cosNMM'  da 

MN  étant  la  normale  à  la  surface  en  M.  L'autre  terme  de  -r-j  qui 


ds 

i 

2 

dT 


est  égal  à  -  DT  (a2  +è2+c2),  est  aussi  nul  ;  donc 


-d7=0' 

et  par  suite  la  fonction  ï  conserve  la  même  valeur  pour  tous  les 
cercles  géodésiques  de  rayons  différents  décrits  du  centre  A,  lors- 
qu'on se  déplace  sur  un  même  rayon  géodésique;  cette  fonction  ne 
peut  donc  dépendre  que  de  9. 

Or,  si  l'on  fait  tendre  s  vers  zéro,  a  tend  aussi  vers  zéro,  quel  que 

soit  cp.  On  a  donc,  pour  s  =  o,  —  =  o,  et  par  suite  aussi  T  =  o. 

Donc,  pour  s  =  o,  on  a,  quel  que  soit  9, 

da 
cosAMM'-  -t-  =0. 

df 

Cette  quantité,  étant  indépendante  de  s,  sera  donc  toujours  nulle, 

quel  que  soit  9,  pour  toute  autre  valeur  de  s.  Donc,  —  ne  pouvant 

être  généralement  nul  pour  s  différent  de  zéro,  il  faut  que  l'on  ait, 
quels  que  soient  s  et  9, 

cos  AMM  '  =  o ,     d'où     AMM'  =  -  • 

2 
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Donc  un  cercle  géodésique  est,  en  chacun  de  ses  points,  perpen- 
diculaire à  son  rayon  géodésique. 

700.   On  peut  démontrer  géométriquement  ce  théorème.  Soient 
deux  lignes  géodésiques  infiniment  voisines  AM,  AM'  {Jig-  68), 

Fig.  68. 


sur  lesquelles  on  a  pris  des  longueurs  égales  AM  =  AM'.  Je  dis 
que  les  angles  AMM'  et  AM'M  sont  droits.  Supposons,  en  effet. 

qu'ils  diffèrent  de  -  de  quantités  finies.  Les  angles  que  fait  MM' 

avec  les  lignes  géodésiques  infiniment  voisines  AM,  AM'  ne  pou- 
vant différer  entre  eux  qu'infiniment  peu,  la  somme  des  angles 
AMM',  AM'M  diffère  infiniment  peu  de  tc,  et  par  suite,  si  l'un 
de  ces   angles  est  aigu,   l'autre    est   nécessairement  obtus.    Soit 

M'-— w,  co  étant  un  angle  fini.  Menons  un  arc  MP,  perpen- 
diculaire à  MM',  d'où  M'MP  =  -,  M'MA  étant  >  -.  Le  triangle 

infinitésimal  M'MP  ayant  l'angle  MPM'=  tt  —  -  —  ( -  —  g>\  =  w, 

on  a 

MP  =  M'Pcosw<  M'P, 

la  différence  étant  infiniment  petite  du  premier  ordre.  Donc, 
puisque  AM=  AM', 

AP  +  MP  <  AP  +  M' P,     ou     AP  4-  PM  <  AM, 

et  par  suite  AM  ne  serait  plus  la  ligne  la  plus  courte  entre  A 
et  M.  Donc  ,  si  AM  =  AM'  sont  des  lignes  géodésiques  égales, 
l'angle  M'MA  ne  peut  différer  d'un  angle  droit. 
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701.  Ce  théorème  est  un  cas  particulier  d'un  autre  plus  gé- 
néral, qui  se  démontre  de  la  même  manière,  en  changeant  la  signi- 
fication d'une  seule  quantité.  Soit  une  ligne  quelconque  AA' 
[fig-  69) >   tracée  sur  la  surface.  Menons  en  tous  ses  points  des 

Fig.  69. 


lignes  géodésiques  PM,  perpendiculaires  à  AA',  et  prenons  sur  ces 
lignes,  à  partir  de  AA',  des  longueurs  constantes  PM  =  P'M'=  — 
Le  lieu  des  extrémités  M  de  ces  longueurs  coupera  à  angles 
droits  toutes  les  lignes  géodésiques  PM.  En  effet,  si  l'on  désigne 
par  s  la  longueur  PM,  par  cp  la  distance  AP,  et  par  a  l'arc  BM,  on 
pourra  répéter  les  mêmes  calculs  qu'au  n°  699.  Or,  pour  5=0, 
l'angle  BMP  se  confond  avec  le  supplément  de  APM,  et  par  suite 
il  est  droit;  donc  cet  angle  est  droit  aussi,  quel  que  soit  s. 

Si  l'on  suppose  que  AA'  soit  un  cercle  géodésique  infiniment 
petit,  on  retrouvera  la  proposition  précédente. 

702.  Nous  avons  vu  [682]  que  les  normales  menées  à  une  sur- 
face S  le  long  d'une  ligne  de  courbure  C  ont  pour  lieu  une  surface 
développable  D,  dont  l'arête  de  rebroussement  est  le  lieu  T  des 
centres  de  courbure  principaux. 

En  chaque  point  M  de  S  se  coupent  deux  pareilles  surfaces  dé- 
veloppables  D,  D'.  Leur  intersection  est  la  normale  à  S  au  point  M, 
et  elles  se  coupent  orthogonalement,  comme  les  deux  lignes  de  cour- 
bure correspondantes  C,  G',  qu'elles  contiennent  respectivement. 

Le  lieu  des  arêtes  de  rebroussement  F  est  une  surface  composée 
de  deux  nappes  2,  S',  correspondantes  aux  deux  systèmes  T,  V  de 
développées  des  deux  systèmes  de  lignes  de  courbure  C,  C. 

Pour  avoir  l'équation  de  ce  lieu  S,  soit  R  un  des  rayons  de  cour- 
bure principaux,  exprimé  en  fonction  de  x,  jr,  z.  On  portera  la 
longueur  R  sur  la  normale,  et  les  coordonnées  £,  y],  £  du  centre  de 
courbure  principal  seront  données  par  les  équations 

?_— £  _  -n  —  X  _  'C—z  __  R 
■     «      -  ,    |3       ~      7      - 
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Entre  ces  trois  équations  et  l'équation  de  la  surface,  on  éliminera 
x,  y,  z,  ce  qui  donnera  l'équation  de  celle  des  deux  nappes  2,  2' 
qui  correspond  au  rayon  R.  En  remplaçant  R  par  l'autre  rayon  R', 
on  aura  l'autre  nappe. 

Si  S  est  une  surface  développable,  l'une  des  deux  nappes  2,  2 
s'en  va  à  l'infini. 

703.  Deux  normales  à  la  surface  en  deux  points  consécutifs  de 
C  sont  tangentes  aux  développées  T\,  T'2  des  deux  courbes  C'j,  C, 
de  l'autre  système  qui  passent  par  ces  points,  et  de  plus  ces  nor- 
males, se  rencontrant,  sont  dans  un  même  plan.  Ce  plan  est  donc 
tangent  à  la  nappe  2',  sur  laquelle  sont  situées  ï"j  et  I",.  De  même 
le  plan  normal,  tangent  à  C,  est  tangent  à  la  nappe  2.  Donc,  sui- 
vant chaque  normale  à  S,  se  coupent  deux  plans  tangents,  l'un  à  2, 
l'autre  à  2',  et  rectangulaires  entre  eux. 

Si  l'on  place  l'œil  en  un  point  de  cette  normale,  on  verra  donc 
les  contours  apparents  des  deux  nappes  2,  2 'se  couper  à  angles 
droits  sur  le  prolongement  de  cette  normale.  Donc,  de  quelque 
point  de  l'espace  que  l'on  regarde  ces  deux  nappes,  on  verra  leurs 
contours  apparents  se  couper  à  angles  droits. 

La  section  principale  tangente  à  C,  étant  tangente  à  2',  est  nor- 
male à  2.  Or  elle  contient  deux  tangentes  consécutives  à  T,  et  par 
suite  elle  détermine  le  plan  oscillateur  de  cette  courbe.  De  là  ré- 
sulte que  T,  ayant  son  plan  oscillateur  normal  à  2,  est  une  ligne 
géodésique  de  cette  surface.  Donc  les  développées,  lieux  des  centres 
de  courbure  principaux  pour  les  diverses  lignes  de  courbure,  sont 
des  lignes  géodésiques  de  la  surface  (2,  2'). 

Supposons  un  fil  tendu  librement  sur  une  des  nappes  2,  2';  il 
prendra  la  forme  d'une  ligne  géodésique,  qui  sera  une  ligne  T,  si 
son  plan  oscillateur  en  un  de  ses  points  est  tangent  à  une  certaine 
ligne  C.  En  déroulant  ce  fil,  tenu  toujours  tendu,  on  tracera  la 
ligne  G.  Si  l'on  tend  ce  fil  successivement  suivant  toutes  les 
lignes  T,  on  décrira  toutes  les  lignes  C,  et  par  suite  la  surface 
entière. 

Si  les  nappes  2,  2'  se  touchent  en  un  point,  ce  point  corres- 
pondra à  un  ombilic  de  S.  Si  2  et  2'  se  touchent  suivant  une  ligne, 
il  y  aura  sur  S  une  ligne  d'ombilics  ou  ligne  de  courbure  sphé- 
rique.  Ce  dernier  cas  aura  lieu  lorsque  les  équations  a2  =  o,  (84=0 
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[685],  qui  déterminent  les  ombilics,  se  réduisent  à  une  seule  en 
vertu  de  l'équation  de  la  surface. 

704.   Pour  chaque  ombilic  ou  pour  chaque  point  d'une  ligne  de 
courbure  sphérique,  nous  avons  vu  que  l'équation 

a2  m2  +  («!  —  f9  )  m  —  pi  =  o 

se  change  en  une  identité.  Pour  voir  ce  que  deviennent  alors  les 
directions  des  sections  principales,  cherchons  ce  que  devient,  à 
la  limite,  cette  équation  pour  le  point  (oc  -f-  dx,  y  -f-  dj,  z  -f-  dz). 
On  a,  à  cause  de  k2  =  3,1  —  /32  =  ]31  =  o, 

( a )        .  da2 .  m1  -+-  ( dv.x  —  d$%  )  m  —  d3i  —  o, 

et  comme,  en  divisant  par  ax,  chacune  des  quantités  —r-  ■> ; — —  > 

1  x  dx  dx. 

dB 

-y-i  prend  la  forme  Az/z  +  B,  il  s'ensuit  de  là  que  l'on  aura,  pour 

déterminer  wz,  une  équation  du  troisième  degré,  qui  aura  trois  ra- 
cines réelles  ou  une  seule.  Donc  par  un  ombilic  il  passera  généra- 
lement trois  sections  principales  ou  une  seule. 

Lorsqu'il  y  a  une  ligne  ombilicale,  on  a,  pour  chaque  point  de 
cette  ligne,  a2  =  o,  a,—  (32  =  o,  (3,-0.   Donc,   pour  la  valeur 

de  —  qui  correspond  à  la  tangente  à  cette  ligne,  on  a  aussi  da2  =  o, 

dtx\  — dft2  =  o,  d$\  =  o,  et  par  suite  l'équation  («)  est  vérifiée  en 

cly 

prenant  pour  m  cette  valeur  de  — -•  Donc  une  ligne  ombilicale  est, 

en  chacun  de  ses  points,  tangente  à  une  section  principale. 

Soit,   par  exemple,  la  surface  du  second  degré,  considérée  au 

n°  686, 

ax-  -+-  by-  -+-  cz2  =  k. 

L'équation  aux  sections  principales 

( B a dy*  —  Ab dx2 ) xy  +  [ A b x2  —  B ay~  —  (a  —  b  ) ck~\ dx dy  =  o 

donne  par  différentiation,  en  remarquant  que  les  termes  en  d2x, 
d2j  disparaissent  en  vertu  des  conditions  qui  rendent  l'équation 
identique, 

[Bady2 —  A  b  dx}  )  d  (  xy  )  —  i(kbxdx  —  Baydy^dxdy  =  o, 
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ou,  en  faisant^  =  o  [686,  II], 

^j'(A&j'2-f-Ba)  =  o, 

c'est-à-dire,  en  mettant  pour  A,  B  leurs  valeurs, 

abxy'\[ci-   c)/2+(ô  —  c)]==o, 

équation  qui  n'admet  d'autre  solution  réelle  quej^'=  o.  Donc  la 
ligne  de  courbure  unique  se  confond  avec  la  section  principale;  ou 
plutôt  l'une  des  lignes  de  courbure  devient  la  partie  de  la  section 
principale  de  la  surface  comprise  entre  les  deux  ombilics  O,  O' 
situés  au-dessus  du  plan  des  xy,  ou  entre  les  deux  ombilics  0\ ,  0\ 
situés  au-dessous  ;  tandis  que  l'autre  ligne  de  courbure  se  confond 
avec  la  partie  00,  ou  O'O^.  La  première  est  la  limite  des  lignes 
de  courbure  qui,  dans  l'ellipsoïde,  se- projettent  suivant  des  el- 
lipses; la  seconde  est  la  limite  des  lignes  de  l'autre  système,  à  pro- 
jections hyperboliques  [708]. 


705.   Théorème  de  Dupin.  —  Pveprenons  le  calcul  qui  nous  a 

dx 

ds 


donné  [678]  l'angle  de  déviation  dty  de  la  normale.  Les  cosinus  -—•> 


—  5  —  se  rapportent  à  la  direction  qui  va  du  point  M  [x,  y,  z)  au 
point  M'(x-f-  dx,  y  -f-  dy,  z  -f-  dz).  Le  signe  de  la  quantité 


S=zts/X"2-HY2  +  Z2 
a  été  déterminé  de  manière  que  les  cosinus 

X        a       Y  Z 

se  rapportent  à  celle  des  deux  directions  de  la  normale  qui  s'étend 
d'un  certain  côté  de  la  surface,  choisi  une  fois  pour  toutes.  Dès 
lors  les  différentielles  dx,  dfi,  dy  auront  des  signes  déterminés,  et 
il  en  sera  de  même  de  l'expression 


cosô 


doi  ds 


« 

P 

7 

dx 

dp 

dy 

dx 

dy 

dz 

L'angle  9  sera  celui  que  fait  la  direction  MM'  de  la  tangente  à  la 
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section  normale  considérée  avec  la  direction  de  la  tangente  con- 
juguée MM",  cet  angle  étant  compté  positivement  dans  un  sens 
déterminé,  par  exemple  dans  le  sens  correspondant  à  une  rotation 
de  la  droite  vers  la  gauche  d'un  observateur  ayant  la  tête  placée 
du  côté  de  la  surface  vers  lequel  on  prolonge  la  normale. 

Si  l'on  fait  maintenant  tourner  d'une  manière  continue  le  demi- 
diamètre  MM'  de  l'indicatrice,  dans  le  sens  direct,  par  exemple, 
en  allant  de  l'axe  des  x  vers  l'axe  des  j',  le  demi-diamètre  conjugué 
MM"  tournera  également  d'une  manière  continue,  dans  le  même 
sens  MM' ou  en  sens  contraire,  selon  que  l'indicatrice  sera  elliptique 
ou  hyperbolique.  De  plus,  il  est  aisé  de  voir,  dans  les  deux  cas,  que, 
lorsque  MM' parcourt  successivement  les  quatre  quadrants  détermi- 
nés parles  axes  principaux,  l'augle  0  devient  alternativement  aigu  et 
obtus,  et  change  d'espèce  en  passant  d'un  quadrant  à  l'autre.  Ainsi  8 

sera  droit  quand  l'angle  cp  de  MM'  avec  l'une  des  sections  principales 

q 
aura  pour  valeurs  o,  -■>  it,  — ;  il  sera  aigu  (ou  obtus)  pour  cp  com- 
pris dans  le  premier  ou  dans  le  troisième  quadrant,  obtus  (ou  aigu) 
pour  <p  compris  dans  le  deuxième  ou  le  quatrième  quadrant. 

Lorsque  cosÔ  est  positif,  la  normale  M'  N'  [676]  se  projette  sur 
le  plan  tangent  en  avant  de  MM';  lorsque  cosô  est  négatif,  elle  se 
projette  en  arrière  de  MM'  (  '  ).  Donc  le  changement  de  signe  de 


"*  =  * 


a        p        y 
du      dp      dy 
dx     dy      dz 


indiquera  un  changement  de  position  relative  de  la  normale  M'IN' 
par  rapport  au  plan  de  la  section  NMM'. 

706.   Si  l'on  rapporte  la  surface  au  plan  tangent  et  au  plan  des 
deux  sections  principales,  pris  pour  plans  coordonnés,  l'équation 


(')  En  effet,  MM"  est  parallèle  [675]  à  l'intersection  BB'  (fig.  67,  n°  676)  des 
plans  P,  P'  tangents  en  M  et  en  M'.  Si  l'on  supiîose  d'abord  le  plan  P'  appliqué  sur 
le  plan  P,  puis  qu'on  ramène  P'  à  sa  première  position,  en  le  faisant  tourner  autour 
de  BB',  la  projection  d'un  point  N'  de  M'N'  se  déplacera  alors  suivant  M'B',  et,  par 
conséquent,  passera  au  dedans  ou  au  dehors  de  l'angle  M'AB'  ou  M' M  M",  suivant 
que  cet  angle  sera  aigu  ou  obtus. 
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de  l'indicatrice  sera  [673],  z  étant  constant, 

rx1  +  ty-  =  iz. 

Y 

En  faisant  —  =  tangç,  le  coefficient  angulaire  du  diamètre  conjugué 

du  diamètre  MM'  qui  répond  à  l'angle  cf  sera 

dy              rx                                                          r 
tangy'  =  --  = ,      d  ou      tangy  tangy  = 1 

/   ,         \        ^tangffl  -h  r  cota? 
tange  =  tang(y'—  ?)  = 2_I 1, 


I  (  r  —  £  )  sin  2  <b 
cosfl- 


yV2  cos2cp  -h  fi  sin2  y 
On  a  d'ailleurs  [679],  à  cause  de  /j>  =  </  —  o  et  de  .9  =  o; 


do  =  sjdp1  -+-  dq-  ■=.  ^//-2  dx'  -f-  fi  dy1  =  ds  y/;-2  cos2 çp  -h  fi  sin"2  o. 

Donc 

r —  £ 

c/iL  .—  cos  6  do  ■=  ds  sm2<p. 

2 

Celte  formule  fait  voir  que  non-seulement  dty  change  de  signe, 

comme  nous  l'avons  déjà  vu,   lorsqu'on  fait  croître  cp  de-?  mais 

encore  qu'il  reprend  la  même  valeur  absolue,  ds  étant  supposé  le 
même  dans  les  deux  cas.  Donc,  si  l'on  mène,  tout  le  long  d'un 
cercle  infiniment  petit,  de  centre  M,  tracé  sur  la  surface,  toutes 
les  normales  à  cette  surface,  les  déviations  des  normales  corres- 
pondantes à  deux  sections  rectangulaires  entre  elles  seront  égales 
et  de  signes  contraires. 

707.  Gela  posé,  considérons  trois  surfaces  S,,  S2,  S3,  se  cou- 
pant orthogonalement  au  point  O.  La  normale  à  chacune  d'elles 
sera  tangente  à  l'intersection  des  deux  autres.  Soient  OT|,  OT2, 
OT3  les  trois  tangentes  à  ces  intersections.  Prenons  sur  leurs  di- 
rections trois  longueurs  infiniment  petites  égales  entre  elles, 

OT1r=OT2  =  OT3=r^. 

Au  point  T2  de  l'intersection  de  S3  et  de  S,,  menons  les  normales 

T2N3,  T2N'1  à  ces  deux  surfaces,  et  soient  (a3,  j33,  y3),  {ocyJ  fi\,  y\) 
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(fig-  70)  les  cosinus  des  angles  que  ces  normales  font  avec  les 
axes  OT\,  OT2,  OT3.  L'angle  de  T2N3  avec  OT4  est,  au  signe 
près,  le  complément  de  l'angle  d^s,  que  fait  la  normale  T2N3  avec 
le  plan  de  la  section  normale  T2  OT3  faite  dans  la  surface  S3.  On 
a  donc  ±  d<^z  =  cos(N3,  T.,  )  =  a3.  De  même,  la  déviation  de  la  nor- 
male N'j  à  la  surface  S,  par  rapport  au  plan  de  la  section  T,  OT2 
sera  ±  d^\  =  cos  (N\ ,  T3  )  =  y\ . 

Il  s'ensuit  de  là  que  les  deux  cosinus  a3  et  y\  seront  infiniment 
petits  du  premier  ordre.  11  en  sera  de  même  de  (33  ==  cos(N3,  T2) 


Fig.  70. 


'•t,^ 


etdeft  ==  cos(N',,  T2).  Enfin,  les  angles  (N3,  T3),  (N',,  T\  )  étant 
infiniment  petits,  on  a,  aux  quantités  près  du  second  ordre, 

73  =  otx  —  1 . 

Si  l'on  suppose  maintenant  que  les  surfaces  S3  et  Sj  se  coupent 
or thogonalement  tout  le  long  de  leur  intersection  OT2 ,  les  normales 
T2N3  et  TolY,  satisferont  rigoureusement  à  la  condition  de  per- 
pendiculaire 

qui  devient,  d'après  ce  qui  précède,  en  négligeant  les  infiniment 
petits  du  second  ordre, 


En  supposant  que  la  même  orthogonalité  ait  lieu  le  long  des 
autres  intersections  OT3,  OT,,  on  trouvera,  en  permutant  circu- 
lairement  les  lettres  et  les  indices,  les  deux  autres  relations 


Pl  +  «'i  =  0)      72  + 
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OrN'(  et  N,  sont  deux  normales  à  S,,  correspondantes  à  deux 
sections  rectangulaires  entre  elles.  Donc  les  dty  correspondants 
sont  égaux  en  valeur  absolue.  De  plus,  si  N',  est  en  arrière,  par 
exemple,  du  plan  T\  OT2,  N|  sera  en  avant  du  plan  T,  OT3  ;  de 
sorte  que  les  deux  angles  (N,,  T3),  (N{,  T2)  seront  tous  les  deux 
obtus  ou  tous  les  deux  aigus.  Donc  les  cosinus  /,,  (32  de  ces  angles 
sont  égaux  et  de  même  signe.  On  a  donc 

y\  =  Pi,      et  de  même     «',  =  y2,      P3  —  K3- 

En  éliminant/,,  a.,,  j3'3  entre  ces  équations  et  les  précédentes, 
il  vient 

«3  +(3i  =  o,      piH-7a  =  o,      7, -f-a3  =  0, 

d'où  l'on  tire 

a3  —  j3x  =  y2  =  o,      et  par  suite      ks  =  (3'3  =  7^  =  0. 

Donc  tous  les  6?^  sont  nuls;  par  conséquent,  les  trois  sections  OT\, 
OT2,  OT3  sont  des  sections  principales  sur  les  surfaces  qu'elles 
rencontrent. 

On  en  conclut  immédiatement  ce  théorème  : 

Si  trois  familles  de  surfaces  se  coupent  orlho gonalement  tout  le 
long  de  leurs  intersections  mutuelles,  ces  intersections  seront  des 
lignes  de  courbure  pour  chacune  des  surfaces. 

708.  Exemple.  —  Soient  les  trois  surfaces  homofocales  du 
second  degré 

,     .  .r2 


X«         \*  —  b*        1*  —  cs 


:h1; 


+ 

V 

— 

& 

+ 

9 

F 

:  — 

b* 

j2 

u. 


H,) 


où  l'on  suppose  A2  ^>  c-  ^>  p.2  ^>  b-  ^>  v2.  Si  l'on  considère  deux  de 
ces  surfaces,  les  deux  premières  par  exemple,  les  cosinus  des 
angles  que    font  leurs  plans  tangents   avec  les  plans   coordonnés 
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sont  respectivement  proportionnels  à 


et  à 

.7?  y  z 


(u2         y?  —  b1  cl  —  [j? 

Or,  si  l'on  retranche  la  première  équation  de  la  deuxième,  il  vient 

,,  r  •7?2  r'2  "2        1  _ 

(V~  ^  L^V  +  (>.*-6»)(p»-ô»)  ~  (V_c«)(c»_^)J  -  °' 

et,  X  étant  supposé  différent  de  p.,  la  quantité  entre  parenthèses 
devra  s'évanouir  en  chaque  point  de  l'intersection  de  ces  deux  sur- 
faces. Mais  l'équation  obtenue  est  précisément  la  condition  de 
perpendicularité  des  deux  plans  tangents.  Donc  les  deux  surfaces 
sont  orthogonales  tout  le  long  de  leur  intersection  mutuelle.  Il  en 
est  de  même  de  chacune  de  ces  deux  surfaces ,  considérées  avec 
la  troisième. 

Il  en  résulte,  en  vertu  du  théorème  que  nous  venons  de  dé- 
montrer, que  chacune  de  ces  surfaces  trace  des  lignes  de  courbure 
sur  les  deux  autres,  par  rapport  à  celles-ci  et  par  rapport  à  elle- 
même. 

Ainsi,  pour  chaque  système  de  valeurs  de  \x  et  de  y,  les  sur- 
faces (Hj)  et  (Ho)  tracent  sur  (E)  deux  lignes  de  courbure  ortho- 
gonales entre  elles.  Si  l'on  fait  varier  [A,  on  aura  toutes  les  lignes 
de  courbure  de  l'un  des  systèmes;  si  l'on  fait  varier  v,  on  aura 
toutes  celles  de  l'autre  système. 

Il  s'ensuit  de  là  que,  si  l'on  donne  une  surface  du  second  degré 
à  centre,  un  ellipsoïde  par  exemple,  représenté  par  l'équation 

or?  y%         s2 

où  A2  ^>B2  ^>  G2,  on  identifiera  son  équation  avec  l'équation  (E), 
en  posant 

W  =  A\      bi  =  Ai—  B2,     c2  =  A2— C2, 

et  alors  les  équations  des  deux  systèmes  de  lignes  de  courbure  de 
l'ellipsoïde  s'obtiendront  en  combinant  son  équation  avec  l'une  ou 
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l'autre  des  équations 

,r2  /k2  z2 


p2  ^  _    A2  +  B2  A2  _  C2  _  ?} 


1 . 


1 , 


„S  A2  _   B2  _  v2  A2  __   Q2  _  v2 

\j?  et  v2  étant  deux  constantes  arbitraires,  telles  que  l'on  ait 
A2  —  C2  >  a2  >  A2  —  B2  >  v2  >  o. 

§  VIT. 
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709.  Nous  avons  pris  pour  mesure  de  la  courbure  d'une  courbe 

plane  le  rapport  —  [552]  de  l'angle  de   contingence   à  l'élément 

d'arc.  On  peut  représenter  la  valeur  de  l'angle  de  contingence  par 
la  longueur  de  l'arc  intercepté,  sur  un  cercle  de  rayon  =  i,  par 
deux  rayons  de  ce  cercle,  menés  parallèlement  aux  normales  aux 
deux  extrémités  de  l'arc  ds^  dirigées  de  la  concavité  vers  la  con- 
vexité de  la  courbe.  Si  l'on  établit  donc,  au  moyen  de  ces  nor- 
males, une  correspondance  entre  chaque  point  de  la  courbe  et  les 
points  du  cercle  de  rayon  —  i ,  on  pourra  définir  la  mesure  de  la 
courbure  d'une  courbe  comme  la  limite  du  rapport  des  deux  arcs 
infiniment  petits  correspondants,  pris  sur  le  cercle  de  rayon  =  i 
et  sur  la  courbe. 

Si  le  sens  de  la  concavité  de  la  courbe  vient  à  changer,  le  sens 
du  mouvement  du  point  du  cercle  correspondant  à  un  point  mo- 
bile dans  un  sens  constant  sur  la  courbe  changera  en  même  temps, 
et  nous  avons  vu  qu'à  ce  changement  de  sens  correspond  un  chan- 
gement de  signe  de  l'expression  de  la  courbure. 

710.  Considérons  maintenant  une  surface  courbe  S,  et  un  élé- 
ment superficiel  dS  entourant  un  point  M  de  cette  surface.  Si  par 
le  centre  d'une  sphère  E,  de  rayon  =  1,  on  mène  des  rayons  pa- 
rallèles aux  normales  en  tous  les  points  de  l'élément  dS,  chaque 
rayon  déterminera  sur  la  sphère  un  point  correspondant  à  un  point 
de  la  surface  S,  et  ces  points  de  la  sphère  rempliront  un  élément 
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dL  entourant  le  point  p  correspondant  à  M.  L'analogie  conduira 
dès  lors  à  choisir  pour  mesure  de  la  courbure  de  la  surface  en  M 
la  limite  du  rapport 

k  —  — 

1  ~"  dS' 

On  peut  prendre  pour  d$  un  triangle  infinitésimal,  ayant  pour 
sommets  trois  points  de  la  surface  infiniment  voisins  M,  M',  M/7; 
alors  dYj  sera  le  triangle  déterminé  par  les  trois  points  correspondants 
[jl}  //,  p."  de  la  surface  sphérique.  En  effet,  on  peut  décomposer  un 
élément  d'aire  quelconque  en  éléments  triangulaires,  et,  comme  la 
limite  du  rapport  de  deux  éléments  triangulaires  correspondants 
de  S  et  de  S  ne  dépend  que  des  coordonnées  d'un  des  sommets  M 
sur  la  surface  S,  cette  limite  sera  évidemment  la  même  pour  le 
rapport  des  deux  sommes  de  triangles. 

711.  Si  la  surface  S  est  uniconcave  au  point  M,  c'est-à-dire  si 
ses  deux  sections  principales  ont  leurs  concavités  tournées  dans 
le  même  sens,  alors  les  rayons  de  la  sphère,  menés  dans  le  même 
sens,  à  partir  du  centre,  que  les  normales  à  S  dirigées  vers  la  con- 
vexité de  cette  surface,  détermineront  un  triangle  pp! p."-.  qui  aura 
son  plan  parallèle  à  celui  du  triangle  MM'M",  et  qui,  de  plus,  sera 
tel  que  les  deux  contours  MM'M"  et  [J.  p' pf/  seront  parcourus  dans 
le  même  sens. 

Si,  au  contraire,  la  surface  S  est  à  indicatrice  hyperbolique,  on 
pourra  prendre  pour  MM'  et  MM"  deux  directions  correspondantes 
à  des  sections  ayant  leurs  concavités  de  sens  contraires.  Alors,  si 
les  normales  en  M  et  en  M',  qui  déterminent  le  côté  [J.[xr  du  triangle 
sphérique,  sont  situées  d'un  certain  côté  de  la  surface  S,  celles  qui 
détermineront  l'autre  côté  pp."  devront  être  l'une  le  prolongement 
de  la  précédente  normale  en  M,  et  l'autre,  la  normale  en  M"  située 
du  même  côté  de  S  que  ce  prolongement,  et  l'on  voit  dès  lors  que 
les  deux  triangles  MM'M"  et  p.p'  p"  auront  leurs  sommets  disposés 
en  sens  inverse.  On  peut  le  voir  plus  clairement  en  supposant 
que  MM'  et  MM"  soient  les  sections  principales  de  la  surface,  et 
considérant  que  les  points  de  rencontre  des  normales  en  M'  et 
en  M"  avec  la  normale  en  M  sont  situés  de  côtés  différents  de  la 
surface. 

Enfin,  si  la  surface  S  est  développable,  en  prenant  toujours  pour 
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MM',  MM"  deux  sections  principales,  l'une  de  ces  sections  MM' 
sera  la  génératrice  rectiligne  ;  les  normales  en  M  et  en  M'  seront 
parallèles,  et  par  suite  \i!  se  confondra  avec  u.  ;  le  triangle  f*///^' 
sera  donc  nul,  et  par  conséquent  la  mesure  de  la  courbure  sera 
égale  à  zéro. 

Si  nous  exprimons  maintenant,  sous  forme  de  déterminants,  les 
surfaces  des  deux  triangles  dS,  <i2  au  moyen  des  coordonnées  de 
leurs  sommets  projetés  sur  un  même  plan,  les  expressions  donne- 
ront les  deux  surfaces  avec  le  même  signe  ou  avec  des  signes  con- 
traires, suivant  que  les  deux  triangles  auront  leurs  sommets  dispo- 
sés dans  le  même  sens  ou  en  sens  contraires.  De  là  il  résulte  que  le 
rapport  k  de  ces  expressions  sera  positif  ou  négatif,  suivant  que  la 
surface  S  aura  ses  deux  courbures  principales  de  même  sens  ou  de 
sens  contraires.  La  surface  sera  dite  d'après  cela  une  surface  de 
courbure  positive  ou  de  courbure  négative.  Une  surface  clévelop- 
pable  sera  une  surface  de  courbure  nulle. 

712.  On  peut  facilement  trouver,  par  la  Géométrie,  une  expres- 
sion de  la  mesure  de  la  courbure.  En  prenant,  comme  tout  à 
l'heure,  le  triangle  MM'M"  dont  deux  côtés  sont  les  sections  prin- 
cipales, MM'  sera  égal  au  rayon  de  courbure  principal  correspon- 
dant R,  multiplié  par  l'angle  de  contingence,  lequel  est  représenté 
par  le  côté  [i^  du  triangle  sphérique  cCL  ;  donc  MM'  =  R .  [J.\)! ,  et 
de  même  MM"  =  R'.p-jU.",  R'  étant  l'autre  rayon  de  courbure  prin- 
cipal. D'ailleurs  il  est  aisé  de  voir  que  le  triangle  pu!  p"  est  rectangle 
aussi  bien  que  MM'M".  Donc  le  rapport  des  surfaces  de  ces 
triangles  est 


k  = 


MM' .MM"        RR' 


La  mesure  de  la  courbure  de  la  surface  est  donc  égale  au  produit 
des  courbures  de  ses  sections  principales,  du  moins  quant  à  sa 
valeur  absolue. 

Donc,  si  l'on  désigne  par  a,  (3,  y  les  cosinus  des  angles  de  la 
normale  à  S  avec  les  axes,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  les  coor- 
données du  point  y.  de  la  sphère  2  correspondant  à  M;  si  l'on 
pose,  de  plus,  comme  au  n,0  681, 

(  i  )  du.  r=  «j  dx  -+-  «2  dy,     dB  —.  ]SA  dx  -+-  (32  dj , 
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/  = 


Pi       h 


rt 


[/>»-+-  g^+i, 


713.  Établissons  maintenant  ces  résultats  analytiquement,  en 
même  temps  que  leur  indépendance  de  la  forme  de  l'aire  dS,  et  le 
signe  de  la  valeur  de  k. 

Soient 

(x  -+-  dx,  y  4-  dy,  z  -f-  dz)  les  coordonnées  du  point  M', 

(x  -h-  dx , y  -i-  dy ,  z  -h  dz)  celles  du  point  M". 

L'angle  du  plan  tangent  en  M  avec  le  plan  des  xy  ayant  pour 

cosinus  y,  la  projection  de  l'aire  du  triangle  sur  ce  plan  sera  ydS. 

On  aura  donc 

dx     d) 
o.ydS 


rh 


ijr 


Les  coordonnées  des  points  [xr,  p!'  étant  (a -h  dot,.  .  .  ),  (a-f-&x, .  .  .  ), 
on  aura  de  même,  pour  le  double  de  la  projection  du  triangle  dT, 
sur  le  plan  des  xy, 

2  y  dl  = 


dot 

Sx 


dp 

sp 


On  a  d'ailleurs,  par  les  équations  (i)  du  numéro  précédent, 

do.  =  a.xdx  -+-  x-2dy,      dp  =  p^dx  -f-  P%dy, 
Sx  =  ul$x  +  x%  Sy,      §p  =  p4  Sx  -4-  p,  Sy, 

d'où  l'on  tire,  par  la  règle  de  la  multiplication  des  déterminants 

[149], 

dx     dy 

Sx      Sy 

On  en  conclut  l'expression  (2),  indépendamment  de  la  forme  du 
triangle  MM'M".  On  voit  aisément  que  le  même  résultat  subsiste 
encore  pour  une  forme  quelconque  de  l'aire  infinitésimale  dS. 

On  reconnaît,  par  les  formules  précédentes,  que  le  signe  de  la 
mesure  de  la  courbure  k  varie  avec  celui  de  rt —  s2  ou  avec  celui 
de  RR',  ce  qui  confirme  ce  que  nous  avons  annoncé  au  n°711. 


dx 

dp 

v-i 

«2 

Sx 

sp 

ft 

h 
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714.  Supposons  actuellement  que  les  trois  coordonnées  x,y,  z 
soient  exprimées  au  moyen  de  deux  variables  indépendantes  quel- 
conques u,  v,  qui  pourraient,  si  l'on  voulait,  devenir  égales  kx  et 
à  y.  Indiquons,  pour  abréger  l'écriture,  par  des  accents  supé- 
rieurs les  dérivées  partielles  prises  par  rapport  à  u,  et  par  des 
accents  inférieurs  les  dérivées  partielles  prises  par  rapport  à  v,  de 
sorte  que  l'on  ait 

dx  =  x  du  -h  ,r/  dv,      dy  =  y'  du  -+-  y,  de,      dz  =  z'  du  -+-  ztdv. 

L'élément  d'une  courbe  tracée  sur  la  surface  sera  donné  par 
l'équation 

ds2  =  dx}  4-  dy*  +  dz2 

=  ( x'2 -h y'2  +  z'2)  du2 -f-  2  [x'x,  -hy'y,  +  z'zf)  dudv  -h  [xf  -h y? -+- z; )  dv2 . 

En  posant 

F  —  x'xt  +  y'yr  -+-  z'  zn 

la  valeur  de  ds2  prendra  la  forme 

ds2  =  E  du2  +  2  F  rfa  rfV  +  G  dv2 . 

715.  Considérons  la  surface  S  comme  la  limite  d'un  polyèdre 
articulé,  dont  les  faces  seraient  formées  par  des  triangles  infini- 
ment petits  tracés  sur  la  surface,  et  ayant  pour  côtés  les  divers  élé- 
ments ds.  Si  l'on  déforme  le  polyèdre,  en  faisant  tourner  les  divers 
triangles  autour  de  leurs  côtés  comme  charnières,  on  obtiendra 
pour  limite  une  nouvelle  surface,  dans  laquelle  x,jr,  z  seront 
d'autres  fonctions  des  variables  indépendantes  u,  v,  fonctions  que 
l'on  choisira  de  manière  que  les  points  correspondants  des  deux 
surfaces  se  rapportent  aux  mêmes  valeurs  de  u  et  de  v.  Par  exemple, 
si  l'on  prend,  sur  un  cylindre,  pour  u  et  y  les  longueurs  comptées 
sur  une  génératrice  et  sur  un  arc  d'hélice,  coupant  cette  généra- 
trice sous  un  angle  donné,  ces  deux  longueurs  ne  varieront  pas, 
lorsqu'on  déformera  le  cylindre  en  l'étendant  sur  un  plan. 

Les  triangles  élémentaires  ayant  leurs  côtés  invariables,  il  faut 

i3. 
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que  la  nouvelle  expression  de  ds-, 

ds*  —  E'  di£  -h  9,  F' du  dv  4-  G'  dv\ 

soit  identique  à  l'ancienne,  quels  que  soient  du,  du.  Il  faut  pour 
cela  qtie  l'on  ait,  pour  toutes  valeurs  de  u  et  de  v, 

E'=--E,     F'=F,     G'=G. 

Donc,  si  l'on  vient  à  déformer  une  surface,  et  que  les  coordonnées 
rectangulaires  x,  y,  z  soient  exprimées  au  moyen  des  variables 
u,  v,  dont  les  valeurs  sont  attachées  aux  divers  points  de  la  surface 
et  restent  les  mêmes  pour  chaque  point  pendant  la  déformation, 
les  trois  fonctions  E,  F,  G,  qui  entrent  dans  l'expression  de  l'élé- 
ment linéaire  de  ds,  ne  changeront  pas  de  valeurs  par  l'effet  de 
la  déformation. 

Réciproquement,  si,  pour  deux  surfaces  S,  S',  dont  les  coor- 
données sont  exprimées  au  moyen  des  deux  variables  indépen- 
dantes u,  v,  les  fonctions  E,  F,  G  de  u  et  de  v,  qui  servent  à 
exprimer  l'élément  linéaire,  sont  les  mêmes  pour  tout  système  de 
valeurs  de  u  et  de  v,  les  côtés  des  triangles  infinitésimaux  qui 
joignent  les  points  correspondants  des  deux  surfaces  seront  égaux; 
donc  ces  surfaces  sont  les  limites  de  deux  états  d'un  même  réseau 
polyédrique;  elles  sont  donc  déformables  l'une  dans  l'autre,  ou, 
comme  on  dit  ordinairement,  elles  sont  applicables  l'une  sur 
l'autre. 

716.  Nous  allons  maintenant  démontrer  que  la  mesure  de  la 
courbure  ne  change  pas  non  plus  par  la  déformation  de  la  surface, 
et  pour  cela  il  suffira  de  faire  voir  que  cette  quantité  peut  s'ex- 
primer au  moyen  des  seules  fonctions  E,  F,  G  et  de  leurs  dérivées 
par  rapport  aux  variables  u,  u. 

D'après  ce  que  nous  avons  vu  [643],  les  cosinus  ce,  (3,  y  des 
angles  de  la  normale  avec  les  axes  sont  proportionnels  aux  quan- 
tités 


X 


y; 


de  sorte  qu'en  posant 


V2  =  X2  -H-  Y2  -f-  Z2, 
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et  par  conséquent 


X  Y  Z 


D-y      D-V 

^    X      ^    Y 
Dv-     Dr- 


les  dérivées  DT,  Dr  étant  prises  en  faisant  varier  tout  ce  qui  dé- 
pend de  x  et  de  y. 

Si  l'on  considère  maintenant  x,  y  comme  fonctions  de  u,  u,  on 
aura,  pour  deux  fonctions  quelconques  f{x,j),  <p(x,j'), 

D„  y  =  .r'  Dx  y  -h  y  Dr  y,      D„  y  —-xf  Dx  y  +  JT,  D  r  y , 

d'où  [313] 

Dc?  •*,   y, 


Donc,  à  cause  de 


x.     r. 


*  = 


Z, 


x.    Y      -     Y 
D»V     D'v 


Or  on  a,  en  faisant  dX.  =  IL' du  -4-  Xfdv,  etc., 


D, 


X       X'       XV 


D, 


X 


v 


y         y  y2  'V  V  V 

donc  le  déterminant  précédent  devient  égal  à 

V 


XV, 


etc.; 


X' 

X'   1 

V 

X 

X, 

Y'     Y, 

"  V3 

Y     Y, 

X 

X'     X, 

X 

Y 

Y'     Y, 

Y 

X 

x'    : 

z, 

4- 


X     X' 

Y     Y' 


X 

X' 

x, 

Z 

Y 

Y' 

Y, 

+ 

V"' 

Y 

Y' 

Y, 

X      X'       X 

Y      Y'        Y, 

V2     VV     VV 

X     X      X, 

Y     Y'     Y, 

, 

Z      Z'      Z, 
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X 


et  enfin  on  en  conclut 


A  = 


X  X'  X, 
Y  Y'  Y, 
Z      Z'      Z, 


717.  Pour  transformer  cette  expression,  différentions  les  iden- 
tités 

Xx'  +  Y  r'  4-  Z  z1  =  o,      X.r,  4-  Yj,  4-  Zz,  =  O. 


En  posant,  pour  abréger, 

D  =  Xx"  +  YjM-\-Zz"  = 


D^X-r   +Yr;  4-Zz,  = 


D2  =  Xd?„  -f-  Yj„  4-  1z„  ■• 


x' 

y' 

z' 

x, 

y, 

z, 

x" 

y" 

z" 

x' 

y 

i 

X, 

y, 

z, 

1 
X 

r 

y, 

z 

1 

x' 

y' 

z' 

x, 

y, 

z, 

■Tu 

y,, 

zv 

on  aura 


xv+iy+zv  =  —  D,    X,x,  +  Y,j,  +  z,2/ 
X,.r'  -f  Y>'  4-  Z,*'  =  X'x,  4-  Y>,  4-  Zfz,  =  - 


D2, 


Dt. 


D'après  cela,  le  déterminant  qui  entre  dans  la  valeur  de  k  peut 
s'écrire  sous  la  forme 


Y 

Y 

/ 

Z' 

4-Y 

Z' 

X' 

+  z 

X' 

Y' 
Y, 

= 

y' 
y, 

Zt 

• 

Y'     Z 
Y,     Z 

4-.  •  • 

Y'f 

4-ZV     Y'j,4-Z'z, 

D   4- XV     D,4-X'.r, 

Y,y 

4-Z,*'     Y,.r,  +  Z,*, 

+-...= 

Dl-hXrx'     D24-X,.r, 

4-.  .  . 

i 

D 

Di 

D      X'a-, 

X'x'      T>[ 

X'.r'      X'.r, 

) 

=  | 

Dj 

D2 

4- 

Dj     Xtx, 

4- 

X,x'     D2 

4- 

X,  x'      X,  .r/ 

l+- 

D 

Dr 

D       X'^  +  Y'^+Z'z, 

x'.ï'  +  r/+z'î'   d, 

=  3 

D, 

D2 

4- 

D,     X,*,  +  Y,r,H-Z,'*, 

4- 

Z,.r,4-Y/j'/+Zr3'      D, 

D 

Di 

D        -D, 

—  D      D, 

D      D, 

=  ^ 

> 

D, 

D2 

4- 

Di 

—  D2 

4- 

— 

D, 

D 

2 

1] 

i     D2 

Donc 
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718.  Introduisons  maintenant  les  quantités  E,  F,  G.  On  trouve 
d'abord  immédiatement 

X2-fY-+Z2=EG-F2. 

Il  vient  ensuite,  en  écrivant,  pour  abréger,  Sx'-  au  lieu  de 
x''2-\-j'--\-  z'2,  Ix'xy  au  lieu  de  x' 'x ,4- y' 'y ,4- z' 'z n  et  de  même 
pour  les  autres, 

£j x  £*  x  x.      _^ . v  je ' . 

DD„  =rr         2x/Xl         2x'2  1tXlXu 

2x"x'     2x"x.      2x"x„ 


D?  = 


On  a  d'ailleurs 


2x''2  2x'  x,       2x' X 

2xrx'      2xJ         2x,.r 


-V  =  2x'x", 
2 

—  E,  =  2x'x  , 
1  ' 

Y'  =z2  x'x   4-  2  x"x/ , 

F'—  --E,  =  2x"x,% 
2 

—  E„  =  2x'i  4-  2x'x  , 


=  Z.r'2  h-  .Z-r'x    4-  2. 


E. 


.r  x„  -t-  Zx.x, 


G'  =  2x/x/ 


-G,  =  2xtx„, 

F,=  2xlx  +2x'xlt, 

F,-  -G'  =  Ixrxlf, 
1  " 

-G"=2x'*-+-2x,x"l, 


2x"x 


F).  —  -  G"  =  2x"xu  -f-2x'x\  , 


-  -  E„  -  -  G"  =  2x"x„  -  2x'2. 


En   désignant  par  H  la   quantité  2\x"2 E/; Q",  que  nous 
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n'aurons  pas  besoin  de  déterminer,  il  viendra 

I x" x„  r^  F'  -I-  H,     1x\  -  =  -  E„  +  -  G"  +  H. 

a        i  '22 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  expressions  de  DD2  et  de 
D'2,,  il  vient 


DD, 


F, G' 

2 

io. 


-  E'     F' E,     F,  H-  H 

2  2 


D?  = 


E 

F 

,E< 

F 

G 

'-G> 

2 

;*. 

•2 

ÎE» 

G"+H 


plié  par  le   même   facteur 


;  donc  H   disparaît  quand  on 


Dans  les  deux  déterminants,  le  terme  qui  contient  H  entre  multi- 

E     F 

F     G 

prend  la  différence  des  deux  déterminants,  et  l'on  pourra,  sans 
altérer  le  résultat,  supprimer  H,  en  remplaçant  ces  déterminants 
par  les  suivants  : 

E         F  F, 


A  = 


le 

2 


F         G 

-  E'      F' 


G, 


E.      -G'      -  E, 

'        1  2      " 


G" 


et  l'on  a,  par  conséquent, 


EG  -  F2)2 
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Donc  la  mesure  de  la  courbure  ne  dépend  que  des  fonctions  E, 
F,  G,  qui  ne  changent  pas  quand  on  déforme  la  surface  par  simple 
flexion,  sans  extension  ni  contraction  des  lignes  tracées  sur  cette 
surface.  Donc  la  mesure  de  la  courbure  n'est  pas  altérée  par  une 
telle  déformation  de  la  surface. 

719.  Nous  allons  maintenant  donner  une  interprétation  géomé- 
trique des  quantités  E,  F,  G,  au  moyen  desquelles  nous  avons 
exprimé  l'élément  linéaire  et  la  mesure  de  la  courbure. 

Supposons  que  l'une  des  variables  u  et  v,  v  par  exemple,  reste 
constante,  u  variant  seule.  Si  l'on  élimine  u  entre  les  trois  équa- 
tions qui  donnent  x,  y,  z  en  u  et  u,  il  restera  deux  équations  entre 
x,  y,  z  et  la  constante  v,  qui  représenteront  une  courbe,  que  nous 
désignerons  par  v  ==  (3,  (3  étant  la  valeur  constante  attribuée  à  v. 
De  même,  u  =  const.  —  a  sera  l'équation  d'une  autre  courbe, 
tracée  aussi  sur  la  surface. 

En  donnant  à  v  différentes  valeurs  constantes  v  --—  v,  V\,  Uo,  ■  ■  • , 
on  a  une  série  de  courbes,  que  nous  désignerons  par  (p-),  (v'i), 
(vo),  ....  De  même,  en  donnant  à  u  les  valeurs  constantes  u,  us, 
un,  .  .  . ,  on  aura  une  série  d'autres  courbes  {u),  ( z/;,  ),  («2)> 

Fig.  71. 


Pour  une  courbe  [v],  on  a  dv~o,  et  par  suite   l'élément  li- 
néaire MM,  (fig.  71)  se  réduit  à 

MMi  =  dus  =  \JË.du. 

Pareillement,  pour  une  courbe  (u),  du  =  o,  et  l'élément  linéaire 
sur  cette  courbe  se  réduit  à 

MM2  =  dvs=  s/G.  do. 
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Soit  maintenant  MM'  la  diagonale  du  parallélogramme  infinité- 
simal, compris  entre  deux  lignes  (m)  infiniment  voisines  et  deux 
lignes  (v)  infiniment  voisines,  et  soit  w  l'angle  M<MM2  de  ce  pa- 
rallélogramme. Nous  aurons 

MM'2  =  MM*  +  MM2  +2MM,.MM,.cosm) 
c'est-à-dire 

ds*  =  E  du*  -4-  2  F  du  dv  +  G  dv*  =  E  du*  H-  G  dv*  +  i  v/ËG .  du  dv  cos  », 

d'où  l'on  tire 

F 

COS  w  = 5 

V^G 

et,  partant, 


i/EG  —  F2 

sin»  — 


v/EG 

Si  l'on  désigne  par  6  l'angle  de  ds  avec  la  ligne  (V),  et  que  MI 
soit  la  projection  de  ds  sur  cette  ligne  (v),  on  aura 

MI  =  ds  cosS  —  MM,  H-  MtI  =  dus  -+-  dvs  cos», 

ou,  en  mettant  pour  dus,  dvs,  cosw  leurs  valeurs, 

Erf«  +  F* 
ds  cos  S  = — 

V/E 

De  même, 


M'  I  =  ds  sin  5  =  MM,  sin  »  =  - — ^ dV. 

720.  Si  les  deux  lignes  (u)  et  (ç>)  se  coupent  à  angles  droits, 
l'angle  w=  -■>  d'où  coso)  =  o,  et  par  suite  F  =  o.  Donc  la  quan- 
tité F  est  nulle,  toutes  les  fois  que  les  lignes  u  =  const.  et  les 
lignes  v  =  const.  forment  deux  systèmes  de  trajectoires  orthogo- 
nales. 

Alors  les  formules  précédentes  se  simplifient,  et  l'on  a 

ds  =  \/Edu*  -t-  G  de2, 
dus  =  ds cosd  =  du.  y/E,     dvs  =  ds  sinO  =  dv .  y/G. 


COORDONNEES    CURVILIGNES    ORTHOGONALES. 

La  mesure  de  la  courbure  est  donnée  par  l'équation 


E2G2./l  = 


E 


G 


--D„G 

2 

-D„G 


D„E 


-D„E     o 

2 


E 


G 


-D,E      -D„G 

2  1 


D,E 

D„G 

d;2,g 


-D2E 


c'est-à-dire 


4— [er-ig  • 


d2E 


^  G 


La  valeur  générale  de  l'élément  superficiel  MM(  M'M2  =  dS  est 

( 4 )  dS  =  dusdvs  sin  w  =  <r/w  r/e  y  EG  —  F2 , 
expression  qui  se  réduit,  dans  le  cas  de  l'orthogonalité,  à 

(5)  dS  =  dudv^/ËG. 

721 .  Les  lignes  de  courbure  d'une  surface  formant  deux  sys- 
tèmes de  lignes  orthogonaux  entre  eux,  on  pourra  prendre  ces  sys- 
tèmes pour  ceux  des  lignes  u  =  const.,  y=  const.,  et  leur  appli- 
quer les  formules  simplifiées  du  numéro  précédent. 

Exemple.  —  Soit  une  surface  du  second  degré,  un  ellipsoïde, 
représenté  par  l'équation 


r- 


Nous  avons  vu  [708]  que  les  lignes  de  courbure  de  cette  sur- 
face sont  déterminées  par  ses  intersections  avec  les  deux  hyperbo- 
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loïdes  homofocaux 


a2  —  b'1        c~ 


)  /  •)  a  ;  a    *  ) 

u- V  C~ V 

de  sorte  qu'elles  peuvent  être  représentées  par  les  deux  systèmes 
d'équations  u  =  const.,  v  —  const. 

Pour  exprimer  x,  y,  z  au  moyen  des  variables  u,  v,  il  faut  ré- 
soudre les  équations  (i)  et  (2)  par  rapport  à  x2,  y'2,  z2.  Or  le  dé- 
terminant 

1  i  1 

1  1  1 


H2       u2  —  b1       u1  —  c2 

I  I  I 

c2       e2  —  b2       e2  —  c2 


devient,  en  retranchant  la  première  ligne  verticale  de  chacune  des 
deux  autres, 


A  .= 


T 

T 

X2  —  b* 

1-  —  C2 

I 

T 

u1  —  b'1 

II'1 C*2 

1 

T 

e2  —  b* 


Pc*  Pc* 

'as«V  ~  a*«V  A" 


A|  étant  précisément  le  numérateur  de  la  valeur  de  x-.  Donc 

„       V-  «2  r2 


Pc* 


On  trouverait  de  même 

.2  __  ir~  -  b*)  («S  —  6')  (fe'—  •■*)  s  _  {^-  —  c*)[c*  -  "2 


Pic*—  P 


c*(c*  —  b1 


Il  est  aisé  de  vérifier,  au  moyen  de  ces  expressions,  que  l'inter- 
section de  deux  quelconques  de  ces  surfaces  est  une  ligne  de  cour- 
bure de  chacune  d'elles.  Considérons,  par  exemple,  l'intersection 
de  l'ellipsoïde  avec  l'hyperboloïde  à  une  nappe  u  =  const.  On  aura, 
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v  étant  seul  variable, 

bc.dx  =  lu  de, 

v  clv 


b  y/c*  —  62  .  f/j  ==  —  y/ A2  —  62  yV  —  b2  , 


\Jc-  —  b*.dz  =  —'\J  1-  —  c2  \jc*~  —  e2  r^r= 


y/è2  -  p« 


y  c-  • —  l'- 
Or l'équation  aux  lignes  de  courbure  de  l'ellipsoïde  est  [689] 


b*2  —  c2  )  x        c2  y        h2  z 

O  : 


dx  df  dz 

son  premier  membre  devient,  en  y  substituant  les  valeurs  précé- 
dentes de  x,  y,  z,  dx,  dy,  dz, 

—  [(  ¥  —  C2  )  S-  -  C2  (  è2  —  P2  )  —  b%  (f>2  —  C2  )1  r.=  O. 

Donc    zj  =  const.    est    une    ligne    de    courbure    de    l'ellipsoïde 
X  ==  const.  ;  et  de  même  pour  les  autres  intersections. 

Cherchons  maintenant  la  mesure  de  la  courbure  de  l'ellipsoïde 
en  un  point  quelconque.  L'équation  aux  rayons  de  courbure  prin- 
cipaux [(383,  (23)]  donne  [712],  pour  l'expression  générale  de  cette 

mesure, 

1  ri  —  s"2 

RtRj  =  (/>s-hgfa+i)*' 

Or  on  a,  pour  l'ellipsoïde  (  1), 

x  z  r  z 


d'où 


1  if-  z  pq  -+-  zs 

yi  +  >^2  +  )^r^''  =  0'    T^r^  =  °' 

■  y2  _^_     __ 

>8  _  bt  -+-  y.  _  ci   +  );2  _   c2  *  —  °' 

ar  1         (à3  —  c2).r2 


X2  —  c2 

y?         \h* 

zs 

(X2  —  c2  )  xy 

X2  —  C2   _ 

X»(V—  &2)z2' 

z£ 

1               (^-c2)j2 

H—  c2  ~ 

)k2_^2             ()v2_62)2z2 
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On  en  tire,  en  réduisant  au  moyen  de  l'équation  (i 


D'ailleurs, 


;^  +  tf»+I)  =  _-,-  ,   , 


>*   ■   (r2—  ô2)2      (>2— c2f      <r- 

#  étant  la  distance  du  centre  au  plan  tangent  en  (x,  y,  s).  Donc 
enfin 


RjR^  ■    l*(r-—  è2)(À2— c2) 

On  voit  par  cette  formule  que  la  mesure  de  la  courbure  est  con- 
stante en  même  temps  que  la  distance  B.  Elle  est  donc  constante 
le  long  d'une  même  polodie  (  *  ). 

On  a  maintenant  à  \J A2 —  b'1  y/A2  —  c-  —  â2  ^R{  R2,  de  sorte  que 


le  volume  de  l'ellipsoïde  peut  être  exprimé  par-  nô*  \JR\  R2- 

§  VIII. 

APPLICATION    DES   THÉORIES  PRÉCÉDENTES   A   l'hÉLICE  ET  AUX   SURFACES 
QUI    EN    DÉRIVENT. 

722.  Hélice.  —  Soient  a  le  rayon  du  cylindre  sur  lequel  l'hé- 
lice est  tracée,  et  2T:b  le  pas  de  l'hélice.  Les  équations  de  la  courbe 
pourront  se  mettre  sous  la  forme 


x  =  a  cos  —  5     y  =  a  sin  -  ■> 
b  b 


ou,  plus  symétriquement,  sous  la  forme 

(i)  x  =  ax,ost,     j  =  «sinf,     z  =  bt. 

On  en  tire  d'abord 
{ï)  **  +  >»=«», 

(')  Voir  les  Mémoires  de  Poinsot  Sur  la  rotation  des  corps. 
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puis 

(  3  )  dx  =  —  jr  cfc,      dy  =  x  dt,      dz  =  b  dt , 

d'où  l'on  conclut 

dy  x. 

dx,  y 

ce  qui  exprime  que  la  projection  de  la  tangente  sur  le  plan  des  xy 
est  perpendiculaire  au  rayon  de  la  base  du  cylindre. 
En  faisant 

(4)  a*+b-2=.c\ 

on  a  (2) 

ds*  =  (  j9-  +  x*  -4-  62  )  <fr2  =  c2  rfr2  —  ~  dz\ 

d'où 

r/y  c 

La  tangente  à  l'hélice  fait  donc  un  angle  constant  avec  le  plan 
des  xy. 

723.  On  a,  d'après  cela,  pour  la  longueur  de  l'arc  de  la  courbe, 

s  —  <r0  =  -  (  z  —  z0  )  =  (  z  —  z0  )  séctf, 

3"  étant  l'angle  constant  de  la  tangente  avec  l'axe  des  z. 
Les  cosinus  des  angles  de  la  tangente  avec  les  axes  sont 

„.  dx  y        dy        x        dz         b 

(5  —  =  --,     -j-  =  -»     -r=  — 

a.y  c         ds         c         ds        c 

Les  équations  de  la  tangente  étant 
/  /■  \  ?  —  •*        »  —  J        ?  —  « 


—  7 


on  aura,  pour  l'équation  du  plan  normal,  en  effaçant  les  termes 
qui  se  détruisent, 

(7)  —y%-hxy-hb(-<;  —  z)  =  o, 
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et,  pour  l'équation  générale  du  plan  tangent  [629], 

(8)  [?-*  +  £  (Ç-z)]+^[.-j-f(Ç-.)]=o. 

En  écrivant  que  ce  même  plan  est  également  tangent  au  point 
de    la    courbe    infiniment   voisin   {x-hdx,  y  -+-  dy,  z  -f-  dz) ,    il 

vient  [634] 


_(fa  +  *:(^1)-|&  +  l[-4r-^{t-„  +  - 


=  o, 


ou,  à  cause  de  dx  —  —  —  dz,  dy  =  -  dz, 

[x+\jr)[Z—z)'==o, 

ou  enfin,  en  supprimant  la  solution  étrangère  £  —  z  =  o, 

x  -h  ).  y  =  o . 

Eliminant  1  entre  cette  équation  et  l'équation   (8),   on  a,   pour 
l'équation  du  plan  oscillateur, 

(9)  -jÇ-t-tfïj  —  ~(%  —  z)  =  o. 

En  combinant  les  équations  (7)  et  (9)  du  plan  normal  et  du 
plan  osculateur,  on  a  les  équations  de  la  normale  principale 

1     \  %       y 

10  -  =  -1      £  =  z, 

x       y 

qui  représentent  le  rayon  du  cylindre  mené  par  le  point  {oc, y,  z). 
Autrement,  les  formules   du   n°  657,    combinées  avec  les  va- 
leurs (5),  donnent 


x  y 

f/rcos)  =  — ■  —  dt,      dTCOSii  =  —  —  dt.      dTCOSv  =  o, 
c  c 


d'où 


x  y      ■  k  a 

C03À  = 1       cos«  = •>       COSV  =  O,       V=-j       d-  =  —  dt, 

a  a  1  c 

ce  qui  conduit  aux  équations  (10)  de  la  normale  principale.  De 
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plus,  on  a 

ds         c2 

Donc  le  rayon  de  courbure  de  l'hélice  est  constant. 

Le  centre  de  courbure  est  l'intersection  de  la  normale  princi- 
pale (10)  avec  le  plan  normal  au  point  infiniment  voisin 

(,r  -+-  dx,  y  -h  dy,  z  -f-  dz), 

ou,  si  l'on  veut,  l'intersection  du  plan  osculateur  (o,)  avec  deux 
plans  normaux  infiniment  voisins,  ou  avec  leur  intersection,  qui 
est  l'axe  de  courbure.  La  différentielle  de  l'équation  (7)  est,  en 
vertu  de  (3), 

([2)  — .rÇ  —  vti  —  b2  =  o. 

En  la  combinant  avec  (7),  on  a  les  équations  de  l'axe  de  courbure 

l  +  —  x        7i  -f-  —  y 
(i3)  a      = a^z=<L^. 


Ces  équations,  jointes  à  l'équation  (9),  donnent  les  coordonnées 
du  centre  de  courbure.  Il  revient  au  même  de  combiner  les  équa- 
tions (10)  et  (12),  ce  qui  donne 

?  _  T'  _      ~  b%  l,ï       •  _ 

x        y        x1  -t-  y1  d1 

Les  coordonnées  du  centre  de  courbure  sont  donc 

^  V-    .  .         , 

(14  1  = cos?,      u  = sin^,      Ç  —  ut, 

a  a 

,et  l'on  voit  par  là  que  le  lieu  des  centres  de  courbure  est  une 
hélice  de  même  pas  que  la  proposée,  et  que  l'on  obtient  en  pro- 
longeant chaque  normale  principale  au  delà  de  l'axe,  de  la  quan- 

•   ,  P 
tite  — 
a 

La  distance  de  deux  centres  de  courbure  consécutifs,  ou  l'élé- 

H.  —  Cours  de  Cale,  in  fin.,  II.  I-i 
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ment  d'arc  de  cette  hélice  (14)  est  donc 

,    „,  bc    , 

(  1 5  d<i  —  —  dt. 

*  a 

Pour  avoir  l'équation  de  la  surface  polaire,  lieu  des  axes  de 
courbure  (i3),  on  n'aura  qu'à  éliminer  t  entre  les  équations  de  cet 
axe;  ou  bien,  en  désignant  par  u  la  valeur  commune  des  trois 
rapports  (i3),  on  aura  les  coordonnées  de  cette  surface,  expri- 
mées (643)  au  moyen  des  deux  variables  indépendantes  t,  u, 

b2  b% 

(l6)  Ç  = -(x~uj),      r,= -{jr-hux),       %  =  z-hbu. 

a-  a 

724.   Les  cosinus  des  angles  du  plan  osculateur  avec  les  plans 

i  ,      ,  by     bx  a  .  ,,        .       , 

coordonnes  étant '—■>  — ?  — ■  —■>    on    en  tire,   pour  i  anele   de 

ac      ac  c  l 

torsion  [660], 


*=i/('rf^V+û-V+(rf-V=-^ 


d'où  le  rayon  de  torsion 


ds 


ce  rayon  est  donc  constant,  comme  le  rayon  de  courbure. 

Le  centre  de  la  sphère  osculatrice  s'obtiendra  en  combinant  les 

équations   de  trois   plans   normaux  infiniment  voisins,  savoir  les 

équations  (7),  (12)  et 

r\  —  xr,  =  0. 

Ces  trois  équations  donnent  pour  £,  r,,  £  les  valeurs  (i4)«  Donc  le 
centre  de  la  sphère  osculatrice  coïncide,  dans  l'hélice,  avec  le 
centre  de  courbure. 

Le  lieu  des  centres  de  la  sphère  osculatrice  est  donc  identique 
avec  le  lieu  (14)  des  centres  de  courbure.  Cela  résulte  immédia- 
tement de  l'équation  (5)  [663], 


V 


dv1 


qui  se  réduit  àR  =  (o,  toutes  les  fois  que  p  est  constant  ;  alors  la  dis- 
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tance  —  du  centre  de  courbure  au  centre  de  la  sphère  osculatrice 

dit  L 

est  nulle. 

La  tangente  au  lieu  des  centres  de  la  sphère  osculatrice  n'est 
autre  chose  que  l'axe  de  courbure  (i3)  de  l'hélice  proposée,  comme 
il  est  aisé  de  le  vérifier.  Donc  le  lieu  de  ces  tangentes,  qui  coïncide 
avec  la  surface  polaire  (i6),  est  le  lieu  des  tangentes  à  une  hé- 
lice (i4)  •  c'est  donc  un  hélicoïde  développable. 

725.  Nous  aurons  les  équations  générales  des  développées  de 
l'hélice,  en  combinant  les  équations  (16)  de  la  surface  polaire  avec 
une  des  équations  [667] 

Ç  —  or.  r,  —  )•  'C  —  z 


d\  dr,  dÇ 

qui  expriment  que  la  tangente  à  la  développée  rencontre  la  courbe 

proposée.  rLn  prenant  la  première  de  ces  équations  — — —  :=  — ——  •> 

b2 
et  faisant,  pour  abréger,  --  =  S,  il  vient  (16) 

d%  =  §[( y  H-  (u]  dt  -+- y  du],      dr,  =  —  %\_[x  —  UX)  dt  "+"  x  du]  , 

d'où 

— ■  (j  -\-  S)x  H-  Suy  —  [i-hS)y  —  Zux 

[y  ■+■  u x ]  dt  -+-  y  du         —  [x  —  uy  \  dt  —  x  du 

_  —  (i-f-6)(J:a4-.rs)_  g(.r2  +  Y-  )  u 

(*»  h-  j2  )  „  dt  ~  {x*  +  J2  )  (  dt  +  du)  ' 


ou  enfin 


u  dt         dt  -+-  du 

-„  H = =  o. 


On  tire  de  là 

du  „   v  c  b  . 

dt  =  —  z-z —  >      d  ou      «  ="  —  T  tang  -  U  4-  C  , 

b~  b  c 

1+  -T   " 

G  étant  une  constante  arbitraire.  Cette  équation,  jointe  aux  équa- 
tions (16),  détermine  les  développées  de  l'hélice. 

726.   Hélicoïde  dèveloppable.  —  Cette  surface  est  le  lieu  des 


212  LIVRE    III.    —    CHAP.    II,    §    VIII. 

tangentes  à  l'hélice,  représentée  [722]  par  les  équations 
(i)  H  =  acost,     Y  =  a  sin/,     Z=  bt. 

Les  équations  de  la  tangente  seront 

x  —  X        y  —  Y        z  —  Z      .  —  Yr  -h  X  r 

I  o  I  —  * —    — — il 

l^;  -Y    ~"       X      —       b  «2  — 

Tirant  de  là  x,y,  z  en  fonction  des  variables  t  et  u,  et  conser- 
vant, pour  abréger,  X,  Y,  Z  pour  représenter  les  expressions  (i), 
on  aura  les  équations 

(  3  )  x  =  X  —  Yu,     y  =  Y  H-  Xz/,     z  =  Z  -+-  &#  = z  &  (  /  H-  w), 

qui  donneront  les  coordonnées  de  l'hélicoïde  en  fonction  des  deux 
variables  indépendantes. 
On  tire  des  équations  (3) 

(  4  )        clx  ■=.  —  jdt  —  Y  du,      dy  =  x  dt  -h  ILdu,      dz  =  bdt  -\-  b  du. 

Soit  maintenant  A(  \  —  x)  +  B(y; — y)  -+-  C(£  —  3)  =  o  l'équa- 
tion d'un  plan  mené  par  le  point  (x,y,  z).  Pour  qu'il  passe  en  un 
point  de  la  surface  [x  -+-  dx,  y  -+-  dj r,  z  -+-  dz)  infiniment  voisin 
de  (x,y,  z),  il  faut  que  l'on  ait 

kdx  +  Bdy  H-  Cdz  =  o, 
c'est-à-dire  (4) 

(—  Aj  +  Bx  +  Cb)  dt  +  (—  AY  +  BX  -+-  Cb)  du  =  o. 

Pour  que  cela  ait  lieu  tout  autour  du  point  (x,y,  z),  on  devra 
avoir  [643]  les  conditions 

—  Ay-hBx-hCb  —  o,     _AY  +  BX-j-C£  =  o, 


b  Y  «  ;  b  x  «  :  —  «2  « . 


On  aura  donc,   pour  l'équation  du  plan  tangent,   en  remarquant 
que  l'on  a  (2)  b(Yx- — Xj)  =  —  a2 bu,  et  a-  (s  —  Z>w)  =  «2Z, 


d'où  l'on  tire 

A:B:C  = 

X 

X 

è 

è 

: 

b 
b 

—  y 

—  Y 

'> 

—y 

-  Y 

x 
X 

—  £Y?H-  4Xn  —  a^i'Ç 


O; 
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ce  qui  n'est  autre  chose  que  l'équation  du  plan  oscillateur  à  l'hé- 
lice  (i)  [723,  (9)]. 

Les  équations  de  la  normale  sont,  d'après  cela, 


1    '  —  bY 

Le  coefficient  angulaire  de  la  projection  de  la  normale  sur  le 

plan  des  xy  étant  —  —  »  cette  projection   est  perpendiculaire  à 

celle  du  rayon  du  cylindre  qui  passe  par  le  point  de  contact  de  la 
génératrice  sur  laquelle  est  situé  le  pied  de  la  normale. 
Les  cosinus  des  angles  de  la  normale  avec  les  axes  étant 

bX        bX.  a* 

7  »     — , , 

ac  tic  ac 

on  voit  que  la  normale  fait  un  angle  constant  avec  l'axe  des  z, 
ainsi  qu'avec  le  plan  des  xy. 

L'équation  (5)  ne  dépendant  pas  de  u,  on  voit  que  le  plan  tan- 
gent reste  le  même  tant  que  t  reste  constant,  c'est-à-dire  tout  le 
long  d'une  même  génératrice. 

727.  L'équation  des  lignes  de  niveau  z  =  G  ou  dz  =  o  de- 
vient ici 

( 8 )  t  -+-  u  —  C,     ou     dt  -+-  du  =  o. 

En  éliminant  une  des  variables  t  ou  u  entre  les  équations  (3)  et 
(8),  les  équations  obtenues  représentent  une  développante  du 
cercle  de  base,  comme  on  aurait  pu  le  voir  a  priori  par  des  consi- 
dérations géométriques. 

Si  a,  j3,  o  sont  les  cosinus  des  angles  que  fait  la  tangente  à  la 
ligne  de  niveau  avec  les  axes,  et  x,y,  z  les  coordonnées  d'un  point 
d'une  ligne  de  plus  grande  pente,  la  condition  de  perpendicularité 
des  tangentes  aux  deuxlignes  donne  a  dx  -+-fidy  =  o,  équation  dif- 
férentielle des  lignes  déplus  grande  pente.  Ici,  en  faisant  <f«  =  —  dt, 
on  voit  que  a.  et  |3  sont  proportionnels  à  — (y  —  Y)  dt,  [x  —  X)  dt, 
c'est-à-dire  à  — Xudt,  — Yudt.  On  a  donc,  pour  l'équation  dif- 
férentielle des  lignes  de  plus  grande  pente, 

—  Hu  dx  —  Y udy  =  o, 
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ou,  en  mettant  pour  dx,  dj  leurs  valeurs  (4),  et  réduisant, 

a~  udt  =  o, 

d'où  l'on  tire  dt=  o,  1  =  const.  Donc  les  lignes  de  plus  grande 
pente  sont  les  génératrices  rectilignes  de  l'hélicoïde. 

La  solution  u  =  o  serait  une  solution  singulière,  qui  donnerait 
(i),  x  =  X,  y  =  Y,  z  =  Z;  cette  solution  correspondrait  donc  à 
l'hélice  directrice,  lieu  des  intersections  successives  des  lignes  de 
plus  grande  pente. 

728.  L'angle  de  deux  normales  infiniment  voisines  est,  d'après 
les  valeurs  (7), 

(q)  dM  =  —  JdX*  +  dY2  =  -  dt. 

'  ac  c 

Pour  avoir  l'intersection  de  deux  plans  tangents  infiniment  voi- 
sins, on  joindra  à  l'équation  (5)  sa  différentielle  par  rapport  aux 
coordonnées  de  la  surface,  savoir 

—  6X?  —  bYr,  +  a*b  =  o, 
et  l'on  tire  de  ces  deux  équations 

l  —  X        ri-  Y       l  —  Z 


Les  cosinus  relatifs  à  la  direction  de  cette  droite  sont :  ?  —  5  -• 

c     c    c 

il TC       CL  V       CiZ 

Les  cosinus  relatifs  à  la  direction  de  l'élément  ds  sont  ■—-■>  —--■>  —-•, 

as     ds     ds 

où  l'on  a 

ds  =  sj a2  «s  dfi  +  c2  [du  -4-  dtf , 

On  a  donc,  pour  l'angle  9  des  tangentes  conjuguées,  dont  Tune  est 
tangente  à  ds, 

—  Ydx-±Hdy-\-bdz       (Yr  +  X.r+62W;-4-(Y2-hX2-L-6V« 
cds  cds 

c'est-à-dire 

cidt  -+-  du)  .  audt 

cos9=  — ; -5      cl  ou      sui9=  — - — 

ds  ds 
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On  en  conclut 

abudfi         i         abudt* 

dz  =  do  sm  9  ==. —  5      —  = —  . 

cas  p  cds% 

L'équation  aux  sections  principales  ou  aux  lignes  de  courbure 
est  donnée  par  la  condition  cos0  —  o,  d'où  l'on  tire  dt  -h  du  =  o, 
équation  qui  coïncide  avec  celle  que  nous  avons  déjà  trouvée  pour 
les  lignes  de  niveau.  Donc  les  lignes  de  niveau  forment  l'un  des 
systèmes  de  ligne  de  courbure.  L'autre  système,  qui  n'est  pas 
donné  par  l'équation  cosd  =  o,  et  qui,  la  surface  étant  dévelop- 
pable,  correspond  à  une  valeur  infinie  du  rayon  de  courbure,  sera 
formé  par  les  trajectoires  orthogonales  des  lignes  du  premier  sys- 
tème, c'est-à-dire  par  les  lignes  de  plus  grande  pente,  qui  sont 
les  génératrices  rectilignes. 

729.  Autrement,   si  l'on  veut  appliquer  les  formules  générales 

du  n°681,  —  =  --y  =    .-  —  —  R,  il  vient,  d'après  les  valeurs  (n) 

da         do         de  1  x  '  ' 

ac  dx        ac  dy        dz 
~  TdY  ~  bdX  =  ô~  =  ~~      ' 
d'où  l'on  tire 

o  =  dt  { (  X.r.  +  Yj  )  dt  H-  (  X2  -t-  Y2  )  du  ]  =  ^  dt  (  dt  +  du) , 

d'où  l'on  tire  les  deux  solutions 

,  ,,.,,,  dx 

dl=  o,  équation  d  une  génératrice,  douR=  —  =  x  , 

dt  -i-  du  =  o,  ou  dz  =  o,  équation  d'une  ligne  de  niveau, 

d'où  l'on  conclut 

ac[y  —  Y)  dt  ac u 

R  =  bXdt  ~         b~  ' 

valeur  du  rayon  minimum  de  courbure. 

Les  coordonnées  du  centre  de  courbure  correspondant  à  ce 
rayon  R  seront,  en  vertu  des  valeurs  (7), 

bY  bX  a*  c2 

l  =  x R  =  X,     ti  =  Y-\ R  — Y,      l  =  z R  =  Z+-«. 

ac  ac  ac  b 

On  en  conclut  £2H-  ï:2"  ci-.  Donc  la  surface  lieu  des  centres  de 
courbure  principaux  est  le  cylindre  sur  lequel  est  tracée  l'hélice. 
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730.  Hélicoïde  gauche.  —  On  appelle  ainsi  le  lieu  des  nor- 
males principales  de  l'hélice 

(i)  X  — #cos£,     Y=#sinf,     Z  =:  ht. 

Les  équations  de  cette  normale  principale  étant  [723,  (10)] 

'L  —  Z  —  lZ~j?  — 

X  —  Y  ~        o      ~~Ui 

on  aura,  pour  les   expressions  des  coordonnées  de  la  surface  au 
moyen  des  variables  indépendantes  t,  u, 

(2)  x  =  Xu,     j-Y«,      z  —  Z. 

On  tire  de  là 

(  3  )  dx  =:  —  y  di  +  X  du,      dy  =  x  dt  -j-  Y  du,      dz  =  b  dt. 

Si  l'on  représente  par  A(£  —  x)  -+-  B[x  — y)  -+-  C('(  —  z)  =  o 
l'équation  du  plan  tangent,  on  trouvera,  par  un  raisonnement 
semblable  à  celui  du  n°  726, 

A:B:C  =  —  bY:bX:—a*u, 
de  sorte  que,  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

U  —  y  a2  «-  -t-  b1, 

les  cosinus  des  angles  de  la  normale  avec  les  axes  seront 

6  Y        hX  a%u 

731.  Pour  z  =  const.  ou  dz-=o,  on  a  /=  const.,  équation 
d'une  génératrice.  Donc  les  lignes  de  niveau  de  la  surface  sont 
les  génératrices  rectilignes. 

On  a,  le  long  d'une  génératrice,  dont  les  équations  sont  les 
équations  (  2)  pour  t  =  const., 

dx  —  Xc/«,      dy  =  Y  du,      dz  ■=.  o. 

On  a   donc,    pour    l'équation    des    trajectoires   orthogonales   des 
lignes  de   niveau,  c'est-à-dire  pour  l'équation   différentielle   des 
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lignes  de  plus  grande  pente, 

(Xr/.r  +  Ydj  )  du  =  a* du1  =  o, 

d'où  du  =  o,  w  =  const.,  ce  qui  répond  à  une  hélice  de  même  pas 
que  l'hélice  (i),  et  tracée  sur  un  cylindre  de  rayon  au. 

732.   On  a,  pour  l'angle  de  deux  normales  infiniment  voisines, 


*=W  *{**)' 

+  »{<$  +  *(<$ 

On  a  d'ailleurs 

(5) 

ds  =  sJM^dt'1  -+-  a2 du-, 

d'où  résulte 

(6) 

b  ds 

do  =  — -  • 
TT-2 

—  \/Wdt--\-a2du-. 


En  combinant  l'équation  du  plan  tangent  avec  sa  différentielle 
par  rapport  aux  coordonnées  de  la  surface,  on  a,  pour  les  équa- 
tions de  l'intersection  de  deux  plans  tangents  infiniment  voisins, 

—  1X1    -4-     bH-ci    —     «2«(Ç  —  z)=o, 

—  bdX.l  4-  bdX.v  —a*eiu[Ç  —  z)  =  —  a*udz. 

Les  cosinus  des  angles  de  cette  intersection  avec  les  axes  sont  pro- 
portionnels aux  quantités 

—  a~b{Xdu  +  Yudt),      —  a-  b  [Y du  —  X«  tlt),      arb*dt, 

dont  la  somme   des  carrés  est  a',b-{\]-dt--ir-a-du-)  —  a!ib'1ds'-; 
donc  ces  cosinus  eux-mêmes  sont 

X  du  -+-  Yu  dt  Y  du  —  X  u  dt        b  tlt 


fis  ds  ds 

On  a,  par  conséquent,   pour  l'angle  0  de  deux  tangentes  conju- 
guées, 

„       .—  [Xdu  -i-  Yudt)  dx  —  [Y du  —  X  udt)  dy  -h  b  dtdz 

cos5  — s - ! — - 

ds2 
V2  dû  — a2  du2 

d?  ' 


2l8  LIVRE    III.   —    CHAP.    II,    §    VIII. 

d'où,  à  cause  de  la  valeur  de  ds2, 

i  -4-  cos  6  —  — — —  5      i  —  cos  t 


ds%  ds 

et  par  suite 

zaTJdtdu 


ds% 

labdtdu         r         labdtdu 

dr  =  do  sin  B  —  — — - —  •>       -  =       TT     „    -  • 

L'équation    différentielle    des    lignes    de   courbure,    cosô  — -  o, 

donne 

a  du 

dt  =z  ± 5 

\la*  iï'  +  b* 

d'où  l'on  tire,  pour  les  rayons  de  courbure  principaux,  les  valeurs 

t         _,_  diA         ,_   b 
R  =  ~  ds  —  ~~  IP° 

733.   Autrement,  en  opérant  comme  au  n°  729,  il  vient  (4) 

i  r       bY  _     i        bX 

R  dx      «U         dy      a\l 

bWdY—Y.  a*  u  du        b  Us  r/X  —  X .  cr  a  du 


« 

U'dâ 

b 

«4M 

du 

a 

U3 

(Yrfa? 

-  Z-dj)   - 

b  Us| 

;x^y 

—  YdX)  _ 

a  U3  dy 

b      akudu  ab  du 


a  U3  .a'udt  Wdt 

b       cv-dt  bdt 


a  U3  (  —  X  dx  —  Ydy)  a  X] .a? du  al]  du 

i        au  ab^du  abdu 

~  dz     "Û~  ~  ~~    Us<fc   ~      ~~  Wdt  ' 

On  tire  de  là 

abdu  bdt  a%du~         1  Z» 

~~  U3<fc  ~     ~  alTdu'        '  ~     ~ W~~  '      R  Û5  ' 

En  faisant  sinô  =  o,  on  a  l'équation  des  lignes  asymptotiques 

dt  du  =  O , 

d'où  l'on  voit  que  les  deux  systèmes  de  lignes  asymptotiques  coin- 
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cident  avec  ceux  des  lignes  de  niveau  et  des  lignes  de  plus  grande 
pente  [731]. 

Le  lieu  des  centres   de   courbure  principaux,   ou  la   surface  2 
[702],  est  donné  (4)  par  les  équations 

a 
Ç  —  au  cost~  U  sinf,      r,  =  au  sin?  ri"  U  cost,      'C,  =  bt  ~  -  TJ u, 
1  b 

les  doubles  signes  correspondant  aux  deux  nappes  de  la  surface. 
734.  Les  équations  (2)  ou 


x  —  au  cos£,     y  =  au  sinf, 


bt 


donnent 


dx 
Tt 
dx 
du 


dy  ôz 

au  smt,      —  =  au  cost,  -—-  =  0, 

dt  dt 

dy  .  dz 

a  cost,      — -  —  a  smt,  —=o, 

ou  ou 


d'où  [720],  en  changeant  u  en  t  et  v  en  u, 

E  =  au*  +  b*  =  W,     F  =  o,     G  =  «2, 
EG  —  F2=«2U2, 


U2     o  o 

o        «2  o 

o        —  «2«      o 


U2       o       a- u 
o  ar     o 

rt2  m      o        «2 


«462. 


Donc  l'expression  de  la  mesure  de  la  courbure  est 


*--tpï' 


ce  qui  s'accorde  avec  la  valeur  de  ^7:   qui  résulte  des  numéros 
précédents. 


RR' 


CONTACT    DES    DIVERS    OBDIiES    DES    LIGNES    ET    DES    SURFACES. 

735.  Contact  de  deux  lignes.  —  Si  l'on  projette  une  droite 
sur  trois  plans  non  parallèles  deux  à  deux,  deux  au  moins  des 
projections  de  la  droite  seront  avec  celle-ci  dans  un  rapport  fini. 
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Si  l'on  coupe  deux  courbes  MM',  MM",  issues  d'un  même  point, 

par  un  plan  quelconque,  infiniment  voisin  du  point  commun  M, 

et  qui  ne  soit  parallèle  à  aucune  des  deux  tangentes  à  ces  courbes 

en  M,  l'ordre  infinitésimal  de  chacune  de  ces  trois  quantités  :  l'angle 

M' M"    M' M" 
M'MMff,  ?  f/  •>  sera  dit  l' ordre  de  contact  des  deux  courbes 

au  point  M.  Si  M'M/;  est  infiniment  petit  de  l'ordre  n—\-\,  l'ordre 
de  contact  des  deux  courbes  sera  n. 

Deux  au  moins  des  projections  de  M'M"  sur  les  trois  plans  coor- 
donnés seront,  dans  ce  cas,  des  infiniment  petits  d'ordre  n  -+- 1 . 
Donc,  sur  deux  au  moins  des  trois  plans  coordonnés,  les  projec- 
tions des  deux  courbes  auront  des  contacts  d'ordre  n.  Si  les  con- 
tacts sont  d'ordres  différents  pour  les  projections  sur  deux  de  ces 
plans,  l'ordre  le  moins  élevé  sera  celui  du  contact  des  deux  lignes 
dans  l'espace. 

Les  conditions  du  contact  d'ordre  n  pour  les  projections  des 
deux  courbes  sur  les  plans  des  xz  et  des  jz  sont  [567  j  l'égalité, 
pour  ces  deux  courbes,  des  valeurs  respectives  des  quantités 

dx  dn  x  cly  d'1  y 

x,       —  ?        .... •>       r,       —  t       ....       — —  i 

'      dz  '       dz11        J"      dz  '       dz'1 

pour  une  même  valeur  de  z,  ce  qui  fait  en  tout  272  -f-  2  conditions. 
Si  les  équations  de  l'une  des  courbes  renferment  des  paramètres 
arbitraires  et  que  l'on  détermine  ceux-ci  de  manière  que  les 
deux  courbes  aient  un  contact  de  l'ordre  le  plus  élevé  possible,  la 
première  courbe   sera  dite  osculatrice  à  la  seconde.   L'ordre  du 

contact,   selon  que  le  nombre  m  des  paramètres  sera  pair  ou  im- 

,         m  m  —  1  „  ,        . 

pair,  aura  pour  valeur 1  ou 1.  Dans  ce  dernier  cas, 
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il  restera  un  paramètre  arbitraire,  que  l'on  pourra  déterminer  par 
une  condition  choisie  à  volonté. 

736.  Exemples.  —  I.  Droite  osculatrice .  —  Les  équations  géné- 
rales d'une  droite,  étant  de  la  forme 

X~AZ-f-tf,     Y=BZ-t-&, 
renferment  4  paramètres  arbitraires;  on  pourra  donc  établir,  entre 

la  droite  et  une  courbe  donnée,  un  contact  d'ordre 1  =  1.  On 

a 
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aura,  pour  cela,  à  satisfaire  aux  quatre  conditions 

x=Az  +  a,     y  =  Bz-hb, 


dx 

■dy 

—  =  A, 

"    — 

dz 

dz 

En  mettant  pour  les  4  coefficients  A,  a,  B,  h  les  valeurs  ainsi  obte- 
nues, on  retrouve  les  équations  de  la  tangente  à  la  courbe  [625]. 


II.  Cercle  oscillateur 
mettre  sous  la  forme 


Les  équations  d'un  cercle  peuvent  se 


A(X—  a)  +  B  (Y—  S)+  C  (Z  —  y)=  o,  '    (X-  «)2+  (Y-  S)2+  (Z  -  yf=p\ 

B    C 

et  contiennent  6  paramètres.  -5-5  oc,  S,  y,  p.  On  pourra  donc  éta- 
1  A    A  ' 

blir,  entre  le  cercle  et  la  courbe,  un  contact  du  second  ordre. Pour 
déterminer  les  paramètres,  on  remplacera,  dans  chaque  équation  et 
dans  ses  deux  premières  différentielles,  X,  Y,  Z  par  les  coordon- 
nées de  la  courbe  donnée  ;  on  en  tirera,  pour  la  première  équa- 
tion, 

Adx  -f-  Bdy  -+-  Gdz  =  o,      Ad2x  -h  BePy  -f-  Cd2z  =  o, 

d'où 

a:b: c : 


dy        dz 

dz 

dx 

1   dx 

dr 

d*y     d2z 

dH 

d%  x 

1  dr  x 

*y 

ce  qui  donne,  pour  les  coefficients  de  direction  A,  B,  C,  les  va- 
leurs que  nous  avons  trouvées  [633]  pour  ceux  du  plan  oscillateur, 
dans  lequel  doit  être  contenu  le  cercle  cherché. 

En  différentiant  la  seconde  équation  une  première  fois,  il  vient 

(x  —  a) dx  -f-  [y  —  S)  dy  -+-  ( z  —  y  )  dz  =  o, 
et  cette  équation,  combinée  avec  celle  du  plan 

A{x  —  «)H-B(j  —  6)  -hC(z—y)  =  o, 

donne [635] 

.t  —  a.        y  —  §         z  — -  y 
=        dy    =        dz  ' 


dx 
ds 


ds  ds 

ce    qui    montre  que  le  point  (a,  ë,y)  doit  être   situé  sur  la  nor- 
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maie  principale.  Une  seconde  différentiation  donne 

(  x  — ■  a)  d%  x  -f-  (  y  —  6  )  d% y  -h  (z  —  y  )  d2 z  =  ds1 . 

En  ayant  égard  à  cette  équation,  il  vient 

x  —  «         y  — 
dx  dz 

ds  ds 


z  —  y 

^(x-«)2-t-(j-g)2  +  (Z-7)^           0 

dz 

dds 

s/m+m^ïï  * 

_  (x  —  a)  d*  x  +  {y  —  &)  d*y  +  [z  —  y)d*. 

n      7  dx                    dz                   dz 

d-  x  d  —  -h-  d'Y  d  —  H-  d- z  d  — 
ds                      ds                    ds 

ds~                                     ds 

4-  ( d2 -t.-  +  d}  y-  -1-  d2 z1  —  d2s2) 
ds                                                         ' 

ds 

dz 

d'où  enfin  p 

III.  Hélice  osculatrice.  —  La  position  de  l'axe  du  cylindre  sur 
lequel  est  tracée  l'hélice  dépend  de  quatre  conditions.  Une  fois 
l'axe  placé,  les  équations  de  l'hélice,  rapportées  à  cet  axe,  pris 
pour  axe  des  z,  sont  de  la  forme 

Z-h  .   Z-h 

X=«cos — - — -,      Y  =  a  sin — , —  ■> 
b  b 

et  par  suite  renferment  encore  trois  paramètres.  Donc  la  détermi- 
nation complète  de  l'hélice  dans  l'espace  dépend  de  7  paramètres. 
On  peut  donc  établir,  entre  l'hélice  et  la  courbe  donnée,  un  con- 

7  —  1 

tact  d'ordre 1  ==  2,  et  il  reste  encore  une  condition  arbi- 

1 

traire,  que  l'on  peut  remplir,  par  exemple,  en  faisant  en  sorte  que 
l'hélice  ait  la  même  seconde  courbure  que  la  courbure  proposée. 
Or,  en  appelant  p  et  r  les  rayons  de  première  et  de  seconde  cour- 
bure de  la  courbe  proposée,  et  les  égalant  à  ceux  de  l'hélice  [723 

et  724],  il  vient 

ap  .—  b?  =.  «-  -+-  &2, 


équations  d'où  l'on  tire 


b  = 


r        o  r        a 

_  +  L  -+  ~ 

p         /'  p        r 
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Ces  valeurs  déterminent  entièrement  la  forme  de  l'hélice.  Il  ne 
reste  plus  alors  qu'à  fixer,  au  moyen  des  cinq  conditions  restantes, 
la  position  de  l'hélice  dans  l'espace. 

On  pouvait  prévoir  a  priori  que  l'hélice  ne  peut  avoir,  en  gé- 
néral, avec  une  courbe  donnée,  qu'un  contact  complet  du  second 
ordre;  car,  pour  l'hélice,  dont  le  rayon  de  première  courbure  est 
constant,  le  centre  de  la  sphère  osculatrice  coïncide  [663  et  724] 
avec  le  centre  de  courbure,  ce  qui  n'a  pas  lieu  pour  une  courbe 
quelconque.  Donc  les  différentielles  du  troisième  ordre,  d'où  dé- 
pend [661]  la  position  du  centre  de  la  sphère  osculatrice,  ainsi 
que  l'angle  de  torsion,  ne  peuvent  être  toutes  les  mêmes  pour  l'hé- 
lice et  pour  la  courbe  donnée,  comme  il  le  faudrait  pour  un  con- 
tact complet  du  troisième  ordre. 

737.  Contact  d'une  ligne  et  d'une  surface.  —  On  considère  le 
contact  de  la  ligne  avec  sa  projection  sur  la  surface,  faite  par  des 
parallèles  à  l'axe  des  z,  menées  des  divers  points  de  la  ligne  jus- 
qu'à la  rencontre  avec  la  surface,  l'axe  des  z  étant  supposé  non 
parallèle  au  plan  tangent. 

La  distance  des  points  de  la  courbe  et  de  sa  projection,  qui  ré- 
pondent aux  mêmes  valeurs  de  x  et  dej-,  est 

Zj  —  z,  =  Z  —  z  +  -  (dZ  —  dz)  H-  —  [d'-Z  —  d^z)  -\-  .    -, 

I  I  .  2 

les  dX,  d2Z,  ...  relatifs  à  la  courbe  étant  donnés  en  fonction  de  la 
variable  indépendante  t  et  de  sa  différentielle  par  les  équations  de 
la  courbe,  ainsi  que  les  valeurs  de  x,  y,  dx,  djr,  d-x,  d2jr,  ..., 
communes  à  la  courbe  et  à  sa  projection  sur  la  surface.  On  a  en- 
suite, pour  les  dz,  d2z,  ...  relatifs  à  la  projection, 

dz  —   p  dx   -+-  q  df, 
r/2  z  z=  pd-.x  -h  qdP-y  -+-  r  dx~  4-  isdxdj  -h  tdy~,  etc. 

On  aura  maintenant  : 

i°  Pour  qu'il  y  ait  un  point  commun,  la  condition  X=z; 
a0  Pour  qu'il  y  ait  contact  du  premier  ordre,  dZ  =  dz] 
3°  Pour  qu'il  y  ait  contact  du  second  ordre,  d2Z  =  d2z  ; 

et  ainsi  de  suite.  On  en  tirera  les  conditions  d'osculation  d'une 
courbe  et  d'une  surface. 
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738.  Exemples.  —  I.  Plan  oscillateur  à  une  courbe.  —  Repré- 
sentons par  Ax-f-Bj-f-  Cz-f-D  =  o  l'équation  de  ce  plan.  Sa 
détermination  dépend  de  trois  conditions  arbitraires,  qui  permet- 
tront d'établir  entre  ce  plan  et  la  courbe  un  contact  du  second 
ordre.  On  aura,  en  différentiant  l'équation  du  plan  deux  fois,  et 
remplaçant  partout  les  coordonnées  x,  y,  z  du  plan  par  les  coor- 
données X,  Y,  Z  de  la  courbe,  les  équations 

AX  h-BY  +  CZ  +  D  =  o, 
At/X  +  BrfY  -1-  CdZ  =  o, 
ArZ2X-!--  B<T-Y  +  CcPZ  —  o, 

qui  sont  celles  qui  nous  ont  déjà  servi  à  déterminer  le  plan  oscilla- 
teur [633]. 

II.  Sphère  osculalrice  à  une  courbe.  —  En  remplaçant,  dans 
l'équation  de  la  sphère  (x  —  a)2  -f-  (j  —  b)--r-[z —  c)2=R2et 
dans  ses  trois  premières  différentielles,  x,  jr,  z  parles  coordonnées 
de  la  courbe,  il  vient 

(X  -  af  +  (Y  -  bf  -+-  (Z  —  c)2  ^  R2, 
(X  —  a)dX  -+-  (Y—  b)dY    +(Z  —  c)dZ    =  o, 
(X-«)rf!X+  (Y—  b)d*Y  +  (Z  —c)d*-Z=  —  dS\ 
(X  — «)c/3X  +  (Y—  b)d*Y+  [Z—c)d3Z  =  —  3dScPS, 

et  l'on  retrouve  ainsi  les  équations  déjà  obtenus  au  n°  743,  pour 
déterminer  les  4  paramètres  a,  b,  c,  R,  que  renferme  l'équation 
de  la  sphère. 

III.  Cercle  oscillateur  à  une  surface.  —  Les  équations  d'un 
cercle  dans  l'espace  renferment  6  paramètres  [736,  II j .  En  diffé- 
rentiant les  deux  équations  du  cercle  chacune  n  fois,  et  remplaçant 
partout  les  coordonnées  du  cercle  par  celles  de  la  surface,  on  ob- 
tiendra 2  7z+  2  conditions.  Les  indéterminées  de  la  question  seront, 
outre  les  6  paramètres,  les  n  dérivées 

dy       d\r  d'\y 

dx         dx2  dxn 

ce  qui  fait  un  total  de  6~+-  n  indéterminées.  Pour  que  le  nombre 
des  conditions  soit  égal  à  celui  des  inconnues,  il  faut  que  l'on  ait 
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2«  +  2  =  6  -+-  ji,  d'où  n  =  4-  On  pourra  donc  trouver,  en  chaque 
point  de  la  surface,  une  section  ayant  avec  un  cercle  un  contact 
du  quatrième  ordre. 

739.  Contact  de  deux  surfaces.  —  En  désignant  par  Z  et  z  les 
ordonnées  de  deux  surfaces,  on  aura,  comme  précédemment,  pour 
la  distance  des  points  de  ces  surfaces  qui  répondent  à  x-+-dx, 

Zy—z^Z  —  z-h-ldZ  —  dz)-^  -*—  (d*Z  —  dH)  -\ 

I     v  1.2 

Ces  deux  surfaces  auront  un  point  commun,  si  l'on  pose  la  con- 
dition Z  =  z.  Elles  auront  un  contact  du  premier  ordre  si  l'on  a 
dX  =  dz,  c'est-à-dire 

(P—p)dx+[Q  —  q)djr  =  o. 

Pour  que  ce  contact  du  premier  ordre  soit  complet,  il  faut  qu'il 
ait  lieu  dans  toutes  les  directions  à  partir  du  point  commun,  c'est- 
à-dire,  quel  que  soit  le  rapport-^-,  ce  qui  exige  que  l'on  ait  les 
deux  conditions 

p=P,    q=q. 


Pour  que  le  contact  soit  du  deuxième  ordre  dans  toutes  les  di- 

dj 
dx^ 


rections,  il  faut  que  l'on  ait  d2Z  =  d- z,  quel  que  soit  —,  ce    qui 


donne  les  trois  conditions 

R  =  r,      S  =  s,      T  =  t. 

Et  ainsi  de  suite.  En  général,  pour  qu'il  y  ait  un  contact  complet 
de  l'ordre  n,  il  faut  poser 

I+2  +  3+...  +  B+I= ■ 

2 

conditions. 

740.  Exemples.  —  I.  Plan  oscillateur  à  une  surjace.  —  L'é- 
quation du  plan  étant  Z  =  «X  -+-  b  Y  -+-  c,  on  a 

V=a,     Qz=b. 

Les  conditions  d'un  contact  du  premier  ordre  avec    une  surface 
H.  —  Cours  de  Cale,  infinie,  II.  u 
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donnée  sont  donc 

z  =  ax  H-  by  -h  c,      a=zp,      bz=q, 

et  l'on  retrouve  ainsi  l'équation  du  plan  tangent  [637J. 

IL  Sphère  osculalrice  à  une  surjace.  —  L'équation  de  la  sphère 
ne  contenant  que  4  paramètres,  on  ne  peut  établir  qu'un  contact 
complet  du  premier  ordre,  au  moyen  de  trois  conditions,  et  il  reste 
encore  une  condition  arbitraire.  En  cherchant  les  points  pour 
lesquels  on  peut  établir  entre  la  sphère  et  la  surface  un  contact  com- 
plet du  second  ordre,  on  trouverait  les  ombilics  [685]. 

III.   Paraboloïde  oscillateur.  —  L'équation  d'un  paraboloïde, 

z  =  a+  /;  x  +  cy  ~j-  d.v1  -\-  exy  H-  fy~, 

renfermant  six  paramètres,  on  pourra  déterminer  ceux-ci  de  ma- 
nière que  le  paraboloïde  ait  avec  la  surface  un  contact  complet  du 
second  ordre  [671]. 
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CHAPITRE  III. 

APPLICATIONS   DE   L'INTÉGRATION 

AU  CALCUL  DES  AIRES,  DES  VOLUMES,  DES  CENTRES  DE  GRAVITÉ, 

DES  MOMENTS  D'INERTIE ,  ETC. 


§  I- 

QUADRATURE    ET    RECTIFICATION    DES    COURBES    PLANES. 

741.  Nous  avons  défini  [23o]  ce  qu'il  faut  entendre  par  deux 
aires  équivalentes.  Le  problème  de  la  quadrature  d'une  aire  plane, 
terminée  par  un  contour  curviligne,  consiste  à  trouver  une  figure 
rectiligne  équivalente  à  l'aire  donnée,  cette  figure  rectiligne  pou- 
vant aisément  être  transformée  en  un  carré  équivalent. 

Ce  problème  général  peut  toujours  se  ramener  à  celui  de  la 
quadrature  d'une  aire  limitée  d'une  part  par  une  courbe  donnée, 
d'autre  part  par  des  droites  convenablement  choisies,  qui  sont,  dans 
le  cas  des  coordonnées  rectilignes,  l'axe  des  x  et  les  deux  ordon- 
nées extrêmes;  dans  le  cas  des  coordonnées  polaires,  deux  rayons 
vecteurs  donnés. 

Si  l'on  demande,  par  exemple,  l'aire  d'une  courbe  fermée,  rap- 


portée à  des  coordonnées  rectilignes,   on  mènera   à  cette  courbe 

i5. 
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deux  tangentes  AE,  CF  (fig-  72),  parallèles  à  l'axe  desj^,  et  l'on 
cherchera  la  différence  entre  les  deux  aires  EABCF,  EADCF.  com- 
prises entre  ces  tangentes,  l'axe  des  x,  et  chacune  des  deux  por- 
tions dans  lesquelles  les  points  de  contact  divisent  la  courbe. 

Si  l'on  considère  l'aire  comprise  à  l'intérieur  d'un  quadrilatère 
curviligne,  tel  que  ABGD  (Jig-  73),  formé  par  les  quatre  courbes 

Tiff-  73- 


AB,  BC,  CD,  DA,  on  mènera  les  ordonnées  des  sommets,  qui  dé- 
composeront cette  aire  en  ABB' A'-f-  BCC'B'—  ADD'A'—  DCC'D' , 
et  l'on  évaluera  séparément  chacune  des  parties. 

On  verra  de  même  aisément  comment  il  faudra  opérer  dans  tout 
autre  cas  particulier. 

742.  Nous  avons  vu  [235  et  suiv.]  que,  si  l'on  suppose  les 
coordonnées  rectangulaires,  l'aire  comprise  entre  la  courbe,  l'axe 
des  x  et  les  deux  ordonnées  extrêmes  est  la  limite  commune  des 
sommes  des  parallélogrammes,  intérieurs  ou  extérieurs,  ayant  pour 
bases  les  divisions  infiniment  petites  de  l'abscisse,  et  pour  hauteurs 
les  ordonnées  correspondantes.  On  a  donc,  pour  l'élément  d'aire, 


dk  z^jdxy      d'où     1 


I     ydx. 


Si,  au  lieu  d'être  rectangulaires,  les  axes  coordonnés  faisaient 
entre  eux  un  angle  quelconque  9,  l'élément  d'aire  serait  un  paral- 
lélogramme ayant  pour  base  dx  et  pour  hauteur  y  sin  6,  et  l'on 
aurait 


cD  .-—  sinô  .ydx,     l  —  sin  1 


£}dj 
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Si  l'on  considère  l'aire  comprise  entre  deux  courbes^j  =y(x), 
Y=F(x),  et  les  deux  ordonnées  correspondantes  aux  abscisses 
x0,  X,  on  aura,  dans  le  cas  des  coordonnées  rectangulaires, 

cT).=  {X  —  y)d.T,      >  =   /       (Y—  y)dx. 

Si  les  coordonnées  étaient  obliques,   on  multiplierait  le  résultat 
par  le  sinus  de  l'angle  qu'elles  font  entre  elles. 

743.  Si  la  courbe  est  rapportée  à  des  coordonnées  polaires,  on 
emploiera  un  autre  mode  de  décomposition  de  l'aire.  On  la  parta- 
gera en  secteurs  infinitésimaux,  compris  entre  la  courbe  et  deux 
rayons  vecteurs  infiniment  voisins.  Or  si,  de  l'origine  comme 
centre  (fîg.  y 4),   avec  chacun  des  deux  rayons  vecteurs  comme 


rayon,  on  décrit  des  arcs  de  cercles  MN',  M'N,  le  secteur  de  la  courbe 
OMM'  se  trouvera  compris  entre  les  deux  secteurs  circulaires  OMN', 
ONM',  qui  ont  même  angle  et  des  rayons  infiniment  peu  différents, 
et  qui  par  suite  diffèrent  entre  eux  infiniment  peu.  Donc  on  peut 
[195]  remplacer  le  secteur  OMM'  par  le  secteur  circulaire  OMN', 

qui  a  pour  mesure  -  OM  X  arcMN'  =  -  r-dp.  Telle  est  donc  la 
11  1  2 

valeur  de  l'élément  d'aire,  et  par  suite  l'aire  totale,  comprise  entre 
les  rayons  vecteurs  qui  font  avec  l'axe  des  x  les  angles  p0  et  P, 
aura  pour  valeur 


i     ^ 


1=-  z-2  dp. 


L'aire  comprise  entre  les  deux  mêmes  rayons  vecteurs  et  les 
deux  courbes  qui  ont  pour  équations    r  —f(p)i  R  =  F '(p),   est 


égale  à 


=  -  /      (V-r*-)Jp. 
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Pour  avoir  l'aire  totale  d'une  courbe  fermée,  si  l'origine  des  coor- 
données est  intérieure  à  la  courbe,  on  prendra,  pour  limite  de 
l'intégration  par  rapport  à  p,  les  valeurs  o  et  2  7r,  ou  plus  généra- 
lement p0  et  /?oH-2  7r.  Si  l'origine  est  extérieure  à  la  courbe,  on 
mènera  par  cette  origine  les  deux  tangentes  extrêmes  à  la  courbe, 
correspondantes  aux  valeurs  minimum  et  maximum  de  l'angle  p,  et 

déterminées  généralement  par  la  condition  —  =  o,  ou  tang0  — -o. 

Si  l'on  désigne  par  p0  et  P  ces  valeurs,  et  que  r  et  R  représentent 
les  rayons  vecteurs  des  deux  branches  de  courbe  dans  lesquelles 
les  points  de  contact  partagent  le  contour,  on  aura,  comme  ci- 
dessus, 

744.   Exemples.  —  ï.  Soit  la  courbe  représentée  par  l'équation 

y  ±=.  a.r'" . 

On  arfA=  axmdx,  d'où,  en  intégrant  entre  les  limites  x0,  X,  et 
désignant  par  j  0,  Y  les  ordonnées  correspondantes  à  ces  abscisses, 

*  =  -      -  (X"'+I  -  <+1)  =  — ■—  (XY  -  .r0r0). 
m  -r  ï  m  -\~  i 

Pour  m  positif,^  s'évanouit  avec  x,  et,  en  faisant  x0  -—  o,  la  formule 

se  réduit  à XY.  Donc  l'aire  de  la  courbe  est  dans  un  rapport 

m  -\~  i  L  L 

constant  avec  le  rectangle  construit  sur  les  deux  coordonnées  X, 

Y  du  point  extrême.  Dans  la  parabole  ordinaire,  m  est  égal  à  2  ou 

à  -1    suivant  que   la  courbe  tourne  sa  convexité  ou  sa  concavité 

1  l 

vers  Taxe  des  x.  Alors  l'aire  comprise  entre  la  courbe  et  l'axe  des  x 

I  *2 

est -ou -du  rectangle  des  coordonnées  de  l'extrémité. 
Si  m  est  négatif  et  =  —  n,  alors 


\  = 


a      (     1  1 


Wr    x 


,7—1 


Pour  n  <^\,  et  x0  =  o,  on  a,  en  supposant  x0  —  o, 

XY 


1= X1-" 

1  —  n  1 


QUADRATURE    DES    COURBES    PLANES.  23 1 

valeur  de  l'aire  asymptotique  comprise  entre  la  courbe  et  l'axe 
desy.  Pour  n  ^>  i ,  on  a,  pour  X  =  co  , 

n  —  [  x"^1        n  —  i 

valeur  de  l'aire  asymptotique  comprise  entre  la  courbe  et  l'axe  des.r. 
On  voit  que  l'une  des  deux  aires  asymptotiques  est  finie,  l'autre  in- 
finie, quel  que  soit  n  différent  de  l'unité.  On  passerait  d'ailleurs  du 
cas  de  n<^\  au  cas  de  ji^>  i,  en  échangeant  entre  eux  les  axes 
des  x  et  des  y. 

Pour  n  =  i,  on  est  dans  le  cas  de  l'hyperbole  ordinaire,  et,  en 
supposant  l'angle  9  des  asymptotes  quelconque,  on  a 

•   „  ,      x 

a  =  a  sin  t> .  log  —  » 

Xq 

valeur  infinie  aussi  bien  pour  x0  =  o  que  pour  X  —  oo  .  Donc  les 
deux  aires  asymptotiques  de  l'hyperbole  ordinaire  sont  infinies.  Si 
l'on  suppose  a=i}  x0  =  i ,  on  voit  que  l'aire  hyperbolique  re- 
présente le  logarithme  de  l'abscisse  X  dans  le  système  dont  le  mo- 
dule est  égal  à  sin0. 

II.   Soit  la  cycloïde  allongée  ou  raccourcie,  représentée  par  les 
équations 

x  =  a  (  nt  —  sin  t  ) ,     y  =  a  (  i  —  cos  t  ) . 
On  a 

dx  —  adt[n  —  cos?), 
d'où 

J'y  dx  =  a?  j  (  i  —  cos  t)  [n  —  cos  t  )  dt 


l  ' 


(n-i —  )  t  —  (  i  -+-  n  )  sin  t  -+-  j  sin  2 1\  -f-  C 

—  \ax #sin£     y  +  M |  <z     -f- C. 

,nj  2  L  \         ")    J 


La  constante  est  nulle,  si  l'on  compte  Faire  à  partir  de  t  =  o,  qui 
répond  àx  =  ^  =  o. 

Dans  le  cas  de  la  cycloïde  ordinaire,  n  =  1,  et  cette  expression 
se  réduit  à 


—  a  [Zx  — /sin/)  =  —  ax  q=  —  y  \jiay  —  y2, 
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le  radical  devant  être  pris  avec  le  signe  —  ou  le  signe  +  ,  suivant 
que  sint  est  positif  ou  négatif.  Pour  £=  2?r,  on  a  X  =  3îra-=  le 
triple  de  l'aire  du  cercle  générateur. 

Dans  le  cas  de  la  cvcloïde  raccourcie,  n<^  i.  Depuis  l  =  o  jus- 
qu'à la  valeur  qui  donne  cos/  =  >7,  dx  est  négatif,  et  la  formule 
donne  Faire  comprise  entre  l'axe  des  x  et  la  branche  de  courbe 
inférieure,  cette  aire  étant  prise  négativement.  Depuis  cette  valeur 
de  t  jusqu'à  celle  qui  répond  à  x  —  o,  on  a  dx  positif,  et  l'inté- 
grale exprime  l'aire  comprise  entre  l'axé  des  x  et  la  branche  supé- 
rieure de  la  courbe,  cette  aire  étant  prise  positivement.  Donc  l'in- 
tégrale, prise  de  t  ==  o  jusqu'à  la  plus  petite  racine  positive  de 
l'équation  nt  —  sinZ  =  o,  représente  l'aire  comprise  entre  les  deux 
branches  de  la  courbe.  En  faisant  t  =  2  7r,  on  verra  de  même  que 
l'expression  (ui  -f-  i)tt«2  représente  l'aire  comprise  entre  l'axe 
des  x  et  le  premier  arceau  de  la  courbe,  dans  la  concavité  de  cet 
arceau. 

III.  Le  folium  de  Descartes  x3  —  ?>axy  -+-J3  =  o  peut  être  re- 
présenté, en  faisant  J=  lx,  par  les  deux  équations 

3  at  3  af- 


i  -+-  t3  i  +  r 

On  tire  de  là,  en  intégrant  par  parties, 

r  ,      c   -,     t   .    t  r ,  7     r    •   9«*  r  ti(it 

).=    /  rdx  =    I  tx.dx  —  -  tx- \  x-dt  =  -  tx~  —  - —     I  -. — - 

2  2       1  -t-  t*  2       (l  +  fJ  )2 

En  raisonnant  comme  nous  venons  de  le  faire  pour  le  cas  de  la  cy- 

cloïde  raccourcie,  on  voit  aisément  que  l'on  obtiendra  l'aire  de  la 

partie  fermée  de  la  courbe,  en  prenant  l'intégrale  depuis  t  =  <x> 

.               3«2 
jusqu'à  t  =  o,  ce  qui  donne pour  la  valeur  de  cette  aire. 

On  parviendra  au  même  résultat  en  rapportant  la  courbe  à  des 
coordonnées  polaires,  ce  qui  donne 

3  a  cosp  s'inp 

r=  — - ;-—-  ■> 

cos4/?  -j-  smAp 
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d'où 

fp.dtangp  3  a 


1     C  =>  7         °ia~    rtantr3 


tang3/»)"2  2     i  -4-  tang3/> 


.  .  .  7T  3 

En  intégrant  entre  les  limites  p  =  o  et  p  =  -  5  on  a  A  =■  —  a2 

IV.   Dans  la  spirale  d'Archimède,  j-  =  ap,  on  a 
P 


À  = 


i  j     a*p*dp  =  g  fl«(P»-^«)=  ^  (R3-  rj). 


En  faisant  p0  =  o,  P  =  271,  on  a,  pour  l'aire  de  la  première  circon- 
volution, 

c'est  le  tiers  de  l'aire  du  cercle  de  rayon  2  7i«.  Pour  avoir  l'aire 
entourée  par  la  seconde  spire,  on  fera  p0  =  2  7r,  P=  /[n,  d'où 

^  =  ^(64^-8^)  =  ^-. 

o  v  ;  3 

En  général,  l'aire  terminée  par  la  7zieme  spire  et  par  une  portion  de 
l'axe  des  .r  a  pour  expression 

a2 

>«=    -g"   [(2«Tr)3—    (2«—  2)3TT3] 

=  |  *»««[*»  —   («—   .)3]  =   |   773«2(3«2—  3/J-t-l). 

L'aire  comprise  entre  la  nièmo  spire  et  la  (zz  —  i)'ème  est 

A 
ln~  >n_1=^7r»a1[iî8—  2(«  — Ij3+  («  —  2)3]  =  8tt3«2(«  —  i). 

On  trouve  ainsi  A2 — X,  =  8 7i3  «2. 

745.  ^4ire  comprise  entre  une  courbe  et  sa  développée.  —  En 
considérant  l'aire  comprise  entre  la  développée  et  deux  rayons  de 
courbure  infiniment  voisins,  on  voit  aisément  que  cette  aire  a  pour 

expression  dl  =  -  p-dz.   La  somme  de  ces  aires  élémentaires  ou 

l'aire  comprise  entre  la  courbe,  la  développée  et  les  deux  rayons 
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de  courbure  extrêmes  sera  donc 

2  ^  r  2  ^  r  2.  J     drz  a  J  j' 

Exemple.  — Pour  la  cycloïde  ordinaire,  on  a 

p  —  4 rt  s^n  _  t->       ds  =  2adt sin  -  t, 

2  2 

d'où 

X  =  —  fpds  —.  fia?[i  —  cosî)  <r/f  =  ia?  (f  —  sinf)  =  2«.r. 

746.  Rectification  des  courbes.  — ■  Nous  avons  déjà  vu  [540]  des 
exemples  de  rectification  des  courbes  planes.  Traitons  encore  ici 
quelques  cas. 

I.   Considérons  l'ellipse,  représentée  par  les  équations 

.r  =  «cosf,     y  =  b  su\t. 

On  en  tire,  en  posant  a-  —  b2  =  a-e-, 

ds^  —  a%  dfî  (  î  —  e2  cos2 t) . 


En  posant  donc  cp  — 1,  on  a,   pour  l'arc  compté  à  partir  du 

sommet  du  petit  axe, 


r-?        

s  ■=■  a  j     dyyi  —  e2 

i/O 


L'arc  est  donc  exprimé  par  une  intégrale   elliptique  de  seconde 
espèce  [455]. 

Théorème  de  Fagnano .  —  Si  l'on  désigne,  comme  au  n°  519, 
par  g  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  des  coordonnées  sur 
la  tangente,  et  par  h  la  projection  du  rayon  vecteur  sur  la  tangente, 
comptée  positivement  ou  négativement  suivant  que  l'angle  9  est 
aigu  ou  obtus,  on  a 

g  —  rsin9,     h=rcos6, 

d'où 

dh  =  —  g  dQ  -r-  cos  9  dr. 
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a35 


On  a  maintenant 


Donc 


dr  .  r  dp 

dz  =  dQ  -h  dp,      cos  0  =  —  •>      sin  6  =  — — . 
ds  ds 


/•2  dp-  -+-  dr2 
dn  -\-  s:  dz  zzi  g  dp  -Y-  cos  9  dr  =  —  ds, 

5  b   l  ds 


formule  qu'il  est  facile  de  démontrer  géométriquement. 

Si  l'on  désigne  par  u  l'angle  de  la  perpendiculaire  g  avec  l'axe 
des  x,  on  a 


M  =  T  —  J 

•2 


d'où  l'on  tire 

(  I  )  ds  —  dk  -\-  g  dv , 

(2)  g  =  x  cosu  -f-  j  sinu,     h  ■=.  —  x  sin v  -+- y  cos u . 

Si  nous  considérons  maintenant  l'ellipse,  la  relation 
dx  cos  m  -f-  <ir  sin  u  =  o 
donne,  en  mettant  pour  dx,  dj  les  valeurs  —  a  sintdt,  b  costdt, 


b  cos 
d'où  l'on  tire 


cosu  sinu  /cos2u        sin2u         y  1  —  e2 

b  cos  t        a  sin  t        y       è"2  a2  b 


a  cosu 


1  — ■  e-  sin-u 


:»     y  = 


g  —  a  \J  1  —  e2  sin2  u ,      h  = 


b2    . 
—  sinu 
a 

y/ 1  — •  e2  sin2  u 

#e2  sin  y  cosu 

y/i  — -e2  sin2u 


Fig 

75. 

c 

~~~-^,V 

/ 

N 

B 

— V 

m't\ 

V     y/ 

^ 

Ml\> 

//Ju 

IN 

L'équation  (1)  donne  donc,   pour  l'arc  AM  {fig.  j5),   compté  à 
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partir  du  sommet  A,  qui  correspond  à  l  —  o,  v  —  o  et  h  ™  o, 

s  =  h  -+-  a  /     dv  \  i  —  e2  sin2v. 

1/  o 

En  appelant  5'  l'arc  compté  à  partir  du  sommet  B,   on  a,  d'après 
ce  que  nous  avons  vu, 


?'  =  a  j      clf\J\ 
J o 


Si  donc  on  prend  <p  =  u,  on  aura  5  =  5'+  //,  c'est-à-dire 

AM  —  BM'  —  MT. 

On  a  donc  ainsi  deux  arcs  d'ellipse,  dont  la  différence  est  égale  à 
une  ligne  droite  facile  à  construire.  Il  vient,  à  cause  de  cp  =  v, 

e2  a  cosu  .  e- 

—  h  =  —  — =====  •  a  sin  y  =  —  ■  xx  , 
a   \j  \  —  <?2  sin2u  a 

x  et  x1  étant  les  abscisses  OP,  OP'  des  points  M  et  M'. 

IL   Soit  la  cycloïde  allongée  ou  raccourcie  [744,  II].  On  a 

dx  =  adt^n  —  cos t ) ,     dy—  adt  sin  t, 
d'où  l'on  tire 


,           ,   ,      /            4 n        •  =>  l 
a   1  +  n  )  dt  i  /  1 ■  sin-  — 

*  V  (1  -+-  n)  2 


On  voit  par  là  que  la  rectification  de  cette  courbe  se  ramène  à 
celle  d'une  ellipse  dont  le  demi-grand  axe  serait   2a(i  +  «),   et 

2  u  ji       j 
l'excentricité  ■ •>  -  l  étant   le    complément   de  l'anomalie  ex- 

1  -+-  n    1  l 

centrique. 
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§    IL 

CUBATURE  ET  COMPLANATION  DES  SURFACES  CYLINDRIQUES 
ET  CONIQUES  ET  DES  SURFACES  DE  RÉVOLUTION. 

747.  Surfaces  cylindriques.  —  Une  surface  cylindrique  est 
engendrée  par  une  droite  mobile  [génératrice),  qui  se  déplace  pa- 
rallèlement à  elle-même,  en  s'appuyant  sur  une  courbe  fixe  [direc- 
trice ) . 

Toute  courbe  tracée  sur  la  surface  peut  être  prise  comme  direc- 
trice. 

Toutes  les  sections  faites  dans  la  surface  par  des  plans  parallèles 
sont  égales  entre  elles.  On  appelle  section  droite  celle  qui  est  faite 
par  un  plan  perpendiculaire  aux  génératrices. 

Un  plan  tangent  à  la  surface  est  la  limite  d'un  plan  passant  par 
deux  génératrices  infiniment  voisines.  Ce  plan  est  tangent  tout  le 
long  de  la  génératrice  qu'il  contient. 

Le  cylindre  qui  a  pour  directrice  un  polygone  inscrit  ou  cir- 
conscrit à  la  directrice  d'un  cylindre  donné  est  un  prisme  inscrit 
ou  circonscrit  au  cylindre  donné. 

Si  Ton  considère  le  volume  compris  entre  une  surface  cylin- 
drique et  deux  sections  parallèles  entre  elles,  de  même  que  l'aire 
de  la  section  est  la  limite  de  celle  d'un  polygone  inscrit  ou  circon- 
scrit, de  même  le  volume  du  cylindre  est  la  limite  d'un  prisme  in- 
scrit ou  circonscrit  à  ce  cylindre. 

Le  volume  d'un  prisme  est  égal  au  produit  de  sa  base  par  sa 
hauteur,  ou  encore  au  produit  de  sa  section  droite  par  son  arête. 
On  en  conclut  que  le  volume  du  cylindre  a  aussi  pour  expression 
le  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur,  ou  le  produit  de  sa  section 
droite  par  son  arête. 

748.  Considérons  une  portion  de  surface  cylindrique  comprise, 
d'une  part,  entre  deux  génératrices  données,  et,  d'autre  part, 
entre  deux  plans  parallèles.  Si  l'on  considère  les  prismes  infinité- 
simaux inscrits  ou  circonscrits  à  cette  portion  de  surface  cylin- 
drique, ils  auront  pour  arête  commune  l'arête  du  cylindre,  et  pour 
sections  droites  des  polygones  infinitésimaux   inscrits  ou  circon- 


238  LIVRE    III.  —    CHAP.    III,     §    II. 

scrits  à  la  section  droite  du  cylindre.  La  surface  d'un  quelconque 
de  ces  prismes  est  égale  à  son  arête  multipliée  par  le  périmètre  de 
sa  section  droite.  Or  les  périmètres  de  toutes  ces  sections  droites 
ont  pour  limite  commune  le  périmètre  de  la  section  droite  du 
cylindre.  Donc  les  surfaces  de  tous  les  prismes  infinitésimaux 
inscrits  et  circonscrits  tendent  vers  une  limite  commune,  qui  est 
dite  l'aire  de  la  portion  de  surface  cylindrique,  et  qui  a  pour  ex- 
pression le  produit  de  l'arête  du  cylindre  par  le  périmètre  de  sa 
section  droite.  Ainsi,  en  appelant/  la  longueur  de  l'arête,  ds  l'élé- 
ment d'arc  de  la  section  droite,  l'aire  de  la  surface  cylindrique  sera 
exprimée  par  l'intégrale  Ifds. 

Plus  généralement,  si  la  portion  de  surface  cylindrique  est  ter- 
minée par  deux  courbes  quelconques,  au  lieu  de  deux  sections  pa- 
rallèles, la  longueur  /  de  l'arête  sera  variable,  et  dépendra  du  point 
de  rencontre  de  la  génératrice  avec  la  section  droite.  Elle  pourra 
donc  être  considérée  comme  une  fonction  de  l'arc  s  de  la  section 
droite,  et  l'aire  cylindrique  sera  la  limite  de  la  somme  de  parallé- 
logrammes infinitésimaux  ayant  pour  hauteur  ds  et  pour  base  /.  On 
aura  donc,  pour  expression  de  l'aire,  flds. 

Par  exemple,  l'aire  comprise  entre  la  section  droite  et  l'hélice 
déterminée  par  l'équation  /  —  as  -f-  h  a  pour  valeur 


f 


b\ds 


749.  On  aurait  pu  tirer  immédiatement  toutes  ces  conséquences 
de  la  considération  du  développement  d'une  surface  cylindrique 
sur  un  plan,  et  des  résultats  démontrés  pour  les  figures  planes. 
Supposons  que  l'on  développe  sur  un  plan  la  surface  prismatique 
infinitésimale,  dont  la  surface  cylindrique  est  la  limite.  Chaque 
figure  tracée  sur  le  cylindre  pouvant  être  regardée  comme  la  limite 
d'une  certaine  figure  tracée  sur  la  surface  prismatique,  la  limite 
vers  laquelle  tend  le  développement  de  celle-ci  sera  dite  le  déve- 
loppement de  la  figure  cylindrique.  Ainsi  la  limite  d'une  portion 
du  périmètre  de  la  section  droite  du  prisme  étant  la  portion  cor- 
respondante de  l'arc  de  la  section  droite  du  cylindre,  la  limite  de 
la  droite  suivant  laquelle  se  développera  le  périmètre  de  la  section 
droite  du  prisme  sera  une  droite,  de  même  longueur  que  la  section 
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droite  du  cylindre,  et  qui  sera  le  développement  de  cette  section 
droite. 

On  voit  aisément  que,  si  une  figure  est  donnée  sur  la  surface 
cylindrique  par  la  relation  entre  l'arc  s  et  la  portion  de  géné- 
ratrice l  comprise  entre  la  courbe  et  la  section  droite,  cette  équa- 
tion représentera  encore  le  développement  de  la  figure  sur  un 
plan,  lorsqu'on  y  considérera  s  et  /  comme  des  coordonnées  rec- 
tangulaires. On  voit  de  cette  manière  que  le  développement 
d'une  hélice  est  une  ligne  droite,  d'où  il  résulte  que  l'hélice  est 
la  ligne  la  plus  courte  entre  deux  de  ses  points  sur  la  surface  du 
cylindre. 

750.  Surfaces  coniques.  —  Un  cône  est  une  surface  engendrée 
par  le  mouvement  d'une  droite  [génératrice)  mobile  autour  d'un 
point  fixe  (sommet),  et  s'appuyant  constamment  sur  une  ligne 
fixe  (directrice).  Lorsque  la  directrice  est  une  courbe  plane,  on 
lui  donne  le  nom  de  base  du  cône. 

Le  plan  tangent  à  un  cône  est  la  limite  d'un  plan  passant  par 
deux  génératrices  infiniment  voisines. 

Si  l'on  prend  pour  directrice,  au  lieu  de  la  courbe  directrice  d'un 
cône,  un  polygone  infinitésimal  inscrit  ou  circonscrit  à  cette 
courbe,  on  obtiendra  une  surface  pyramidale  infinitésimale,  in- 
scrite ou  circonscrite  à  la  surface  conique.  Les  sections  faites  dans 
cette  surface  pyramidale  par  des  plans  parallèles  étant  des  poly- 
gones semblables,  on  en  conclut  que  les  sections  du  cône,  faites 
par  des  plans  parallèles,  sont  des  courbes  semblables. 

Si  l'on  considère  le  volume  compris  entre  la  surface  conique  et 
une  section  plane,  prise  pour  base,  ce  volume  sera  la  limite  com- 
mune des  volumes  des  pyramides  de  même  sommet,  ayant  pour 
bases  des  polygones  infinitésimaux  inscrits  ou  circonscrits  à  la 
base  du  cône.  Donc  le  volume  du  cône  est  égal  au  tiers  du  produit 
de  sa  base  multipliée  par  sa  hauteur. 

C'est  ce  que  Ton  peut  voir  directement,  en  décomposant  le  cône 
en  tranches  infiniment  minces  par  des  plans  parallèles  à  la  base, 
et  remarquant  que  chaque  tranche  diffère  infiniment  peu  d'un  cy- 
lindre de  même  hauteur  et  ayant  pour  base  une  des  bases  de  la 
tranche.  Or,  si  h  est  la  hauteur  du  cône  et  b  sa  base,  l'aire  de  la 
section  faite  parallèlement  à  la  base  par  un  plan  situé  à  la  distance  z 
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z-  z- 

du  sommet  sera  —  b.  Donc  le  volume  de  la  tranche  sera  —  bdz,  et 

par  suite  le  volume  du  cône  entier  sera 

A_2 


f 


Z—  bdz=  \-hb. 
n2  3 


On  trouverait,  pour  le  volume  d'un  cône  tronqué, 

r 


V=    /      *-bdz=  \, /    b  =  JU  (V-hk. 


V  z 


h*  3  A2        —  3  h* 


7        h  z.       h2  1 
b  +  -  b  +  —  b), 


ce  qui  conduit  à  l'expression  connue  en  Géométrie  élémentaire. 

751 .  Considérons  maintenant  la  portion  de  surface  conique 
comprise  entre  deux  génératrices  données  et  une  courbe  tracée 
sur  la  surface  5  inscrivons  et  circonscrivons  à  cette  surface  des  py- 
ramides infinitésimales,  ayant  pour  bases  des  polygones  infinitési- 
maux, inscrits  ou  circonscrits  à  la  courbe  donnée.  Si  SAB  est  une 
des  faces  de  la  pyramide  inscrite,  par  exemple,  son  plan  fera  des 
angles  infiniment  petits  avec  les  plans  des  faces  des  pyramides, 
tant  inscrites  que  circonscrites,  que  l'on  obtiendra  en  subdivisant 
l'arc  AB.  Donc  les  surfaces  de  ces  portions  de  pyramides  différe- 
ront infiniment  peu  (c'est-à-dire  d'infiniment  petits  du  troisième 
ordre)  de  leurs  projections  sur  le  plan  SAB.  Or  la  différence  entre 
une  de  ces  projections  et  le  triangle  SAB  est  la  projection  d'une 
portion  de  polygone  infinitésimal  dont  les  côtés  font  des  angles 
infiniment  petits  avec  AB,  et  il  est  aisé  de  voir  que  cette  projec- 
tion est  encore  infiniment  petite  du  troisième  ordre.  On  en  conclut 
que  les  éléments  superficiels  correspondants,  dans  toutes  les  pyra- 
mides infinitésimales,  diffèrent  entre  eux  infiniment  peu,  et  par 
suite  les  sommes  de  ces  éléments  tendent  vers  la  même  limite. 
Cette  limite  commune  des  portions  de  surfaces  pyramidales  in- 
scrites et  circonscrites  s'appelle  Y  aire  de  la  surface  conique. 

Si  l'on  désigne  par  /•  l'un  des  côtés  finis  d'une  face  infinitési- 
male d'une  pyramide  inscrite  ou  circonscrite,  et  par  dp  l'angle 
infiniment  petit  au  sommet  du  triangle,  l'aire    du   triangle    sera 
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-  r-dp.  Donc  l'aire  de  la  portion  de  surface  conique  sera  -  fi2  dp. 

C'est  ce  que  l'on  conclurait  aussi,  en  considérant,  comme  on 
l'a  fait  au  n°  749  pour  le  cylindre,  le  développement  de  la  surface 
conique  sur  un  plan.  La  portion  considérée  aura  pour  développe- 
ment un  secteur  terminé  par  une  courbe  dont  r  et  p  seront  les 
coordonnées  polaires. 

752.  On  peut  encore  exprimer  autrement  l'aire  d'une  surface 
conique.  Si  l'on  appelle  g  la  perpendiculaire  abaissée  du  sommet 
du  cône  sur  la  base  de  chaque  triangle  infinitésimal,  c'est-à-dire 
sur  la  tangente  en  chaque  point  de  la  courbe  de  base  du  cône, 

l'aire  de  ce  triangle  sera  -  gds.  Donc  l'aire  du  cône  sera  exprimée 

par  l'intégrale  —  f  gds.  Cette  formule  subsiste,  quelle  que  soit  la 
nature  de  la  courbe  de  base,  plane  ou  non  plane. 

Exemple.  —  Calculer  la  surface  d'un  cône  oblique  à  base  cir- 
culaire. 

Soient  h  la  perpendiculaire  abaissée  du  sommet  sur  le  plan  de 
la  base,  b  la  distance  du  pied  de  cette  perpendiculaire  au  centre  du 
cercle  A  {fig-  76),  a  le  rayon  AC  du  cercle,  t  l'angle  que  fait  la 
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ligne  OA  avec  le  rayon  AC,  g  la  perpendiculaire  SB  abaissée  du 

ingente  au  cercle  en  C. 

BD  +  DO  =  «  -1-  bcost, 


sommet  du  cône  sur  la  tangente  au  cercle  en  C.  On  a 


OB 


d'où 


11. 


SB  =  g=  \//i2-b  [a  -h  bcost)-. 
Coins  de  Cale,  infinit.,  II. 


16 
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d'ailleurs  ds  =  adt.  Donc  l'aire  du  cône  est  donnée  par  l'intégrale 
-  afdt  s/h*  H-  (a  -+-  b  cos?)2, 

qui  se  ramène  aux  intégrales  elliptiques. 

Si  le  cône  est  de  révolution,  b  =  o,  g  =  l'arête  \jh~-\-  a-,  et  l'in- 
tégrale, prise  de  o  à  2Tr,  donne,  pour  la  surface  cherchée,  ixag. 

L'aire  d'un  tronc  de  cône  de  révolution,  comprise  entre  les 
plans  menés  aux  distances  h  et  nli  du  sommet,  sera  la  différence 
des  deux  surfaces  Ttag  et  iz.na.ng,  savoir 

,                        .           ,            .      ,               .        ,            .      i-na  +  iizna 
Tr(ag—  na.ng)  =  it[i  —  n)g[a-\-na)  =  (i—n)g , 

ce  qui  donne  l'expression  connue  dans  les  éléments  de  Géométrie. 
Si  donc  une  droite,  de  longueur  s,  et  dont  les  extrémités  ont 
pour  ordonnées  j0j2,  tourne  autour  de  l'axe  des  x,  l'aire  du  tronc 
de  cône  qu'elle  décrit  aura  pour  expression 

„   ri  -+-  y* 

lit  ■ S. 

2 

753.  Surfaces  de  révolution.  —  Si  nous  supposons  une  courbe 
quelconque  tournant  autour  d'un  axe  fixe,  la  surface  engendrée 
sera  dite  une  surface  de  révolution.  La  droite  fixe  est  Taxe  de 
révolution;  les  sections  faites  par  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe 
de  révolution  sont  des  cercles,  que  l'on  nomme  les  parallèles 
de  la  surface.  Les  sections  faites  par  des  plans  passant  par  l'axe 
sont  des  courbes,  toutes  égales  entre  elles,  et  que  l'on  nomme 
les  méridiens.  Toute  surface  de  révolution  peut  être  considérée 
comme  engendrée  par  la  révolution  de  son  méridien  autour  de  son 
axe. 

Le  volume  compris  entre  une  surface  de  révolution  et  deux  pa- 
rallèles donnés  est  la  limite  de  la  somme  des  tranches  infiniment 
minces,  comprises  entre  des  parallèles  infiniment  rapprochés.  Or 
une  de  ces  tranches  diffère  infiniment  peu  d'un  cylindre  ayant 
pour  base  un  des  deux  parallèles  correspondants,  et  pour  hauteur 
la  distance  de  ces  parallèles.  Si  donc  on  prend  l'axe  de  révolution 
pour  axe  des  x,  et  que  y  =f(x)  soit  l'équation  de  la  courbe 
méridienne  dans  son  plan,  la  base  de  la  tranche  cylindrique  sera 
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7rr2,  et  sa  hauteur  dx.  Donc  le  volume  cherché  aura  pour  ex- 
pression 

77  f  y2  dx. 

Ainsi,  en  supposant  que  le  méridien  soit  une  ellipse, 

x*        r2 
a-         b1 

le  volume  total  sera  [460] 

-       i  &(  I—  —\dx  =  2T!     f     bï{x——\dxz==^77abK 

754.   Supposons  que  l'on  ait  inscrit  dans  la  courbe  méridienne 
un  polygone  infinitésimal.  L'aire  engendrée  par  la  révolution  de 

ce  polygone  sera  la  somme  des  ailles  2?r  — — —  ds,  engendrées  par 

chacun  de  ses  côtés  ds  [752],  Les  ordonnées  j\,ji  étant  infini- 
ment peu  différentes  entre  elles,  et  ds  différant  infiniment  peu  de 
l'élément  d'arc  de  la  courbe  méridienne,  la  limite  de  la  somme  de 
ces  aires  infinitésimales  sera  représentée  par  l'intégrale 

■277/ y  ds, 

et  cette  limite  sera  dite  l'aire  de  la  surface  de  révolution. 

Exemples.  —  I.  Aire  de  l' ellipsoïde  allongé,   engendré  par 

l'ellipse 

x  7=  a  cos  t ,     y  —  h  sin  t, 

tournant  autour  de  son  grand  axe  ia.  La  formule  précédente 
donne [746] 

S  =  1 r.Jb  sin  t .  a  dt  \J  1  —  é-  cos2 1  =  —  2  77  bfdx  i  /  1  —  — ^- , 

ex  .  ,,    ,     7  a  , 

ou,  en  posant  —  =  sin<y,  a  ou  dx  =  —  cosipac^, 

_  'zitab  r  77  ab  ,  . 

S  = J  COS'  çp  dy  7= (  f  -f-  SllKp  COS'fj  +  G 


/  .     ex        ex       /         e~x-\ 

I  arc  sin 1 i  /  1 )  +  L. 

\  a  a     y  a-   J 


Pour  avoir  l'aire  totale,  on  prendra  l'intégrale  depuis  xt—ci  jus- 

16. 
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qu'à  x  —  o,  et  l'on  doublera,  ce  qui  donnera 
S  =  ir.ab  I  \/  \ 

II.  Aire  de  l'ellipsoïde  aplati. — En  faisant  tourner  l'ellipse  pré- 
cédente autour  de  l'axe  des  y,  on  aura,  en  posant  f=  Ji  — e-, 

r      ?  »  r  7     / :> r~         2  T-  a~  f   r  ,  I  e~  Y~ 

s=  iTzJxcts  =  2-a-J  cos  tdt  yi  —  c  cos-£  = J  dy  l  /  i-j '—r 

—  y^LL  fOtfodo  =  — ff  +  Sh«  Cha>)  +  C 


Intégrant  entre  les  limites  y  —  o,y  =  b,  et  doublant,  on  a,  pour 
la   surface    totale   de  l'ellipsoïde   aplati,    à   cause   de   a2f-—b-, 

2^(i+^ArgShî)^2.(^  +  flogV/i±f). 

En  supposant,  dans  l'un  ou  l'autre  des  deux  ellipsoïdes,  e  infi- 
niment petit,  on  retrouve  comme  limite  l'expression  connue  de  la 
surface  de  la  sphère. 


§111. 

CUBATURE  et  complanation  des*  surfaces  quelconques. 

755.  Nous  avons  vu  [473,  474]  comment  le  volume  compris 
entre  deux  surfaces  (dont l'une  peut  être  le  plan  des  xy),  deux  plans 
parallèles  au  plan  des  zy,  et  deux  cylindres  parallèles  à  l'axe  des  z 
(pouvant  se  réduire  à  deux  plans  parallèles  au  plan  des  zx),  se  ra- 
mène au  calcul  d'une  intégrale  double 

ffz  dx dj-,      ou     ff(Z  —  z)  dx dj; 

et  comment  on  évalue  une  semblable  intégrale. 

Si  la  base  du  volume  était  un  quadrilatère  curviligne  quelconque 
ou  une  courbe  fermée,  on  opérerait  des  décompositions  analogues 
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à  celles  que  nous  avons  indiquées  [741]  pour  les  cas  semblables 
dans  la  quadrature  des  courbes  planes. 

Si  le  volume  est  terminé  par  une  surface  fermée,  on  commen- 
cera par  déterminer  le  contour  apparent  de  cette  surface  sur  le  plan 
des  xy,  en  circonscrivant  à  la  surface  un  cylindre  parallèle  à  l'axe 
des  z.  Pour  cela,  si  l'on  représente  par  F(x,y,  z)  =  o  l'équation 
de  la  surface,  on  exprimera  que  le  plan  tangent  en  un  point  est  pa- 

dF 
rallèle  à  l'axe  des  z,  en  posant  [646]  -y-  =  o,  et  l'élimination  de  z 

entre  cette  équation  et  celle  de  la  surface  donnera  Féquation  du 
cylindre  circonscrit  à  la  surface  et  parallèle  à  l'axe  des  z,  et  en 
même  temps  l'équation  du  contour  apparent,  base  de  ce  cylindre. 
La  courbe  de  contact  de  ce  cylindre  partagera  la  surface  en  deux 
portions  :  soient  z  et  Z  les  ordonnées  de  ces  deux  portions  pour  un 
même  système  de  valeurs  de  x  et  de  y.  Ou  obtiendra  le  volume 
renfermé  dans  la  surface  en  prenant  la  différence  des  volumes 

ffzdxdy,     f/Zdxdj, 

compris  entre  chacune  de  ces  portions  de  surface  et  le  plan  des  xy, 
de  sorte  qu'on  aura 

V=ff(Z-z)d.rdv, 

les  limites  des  deux  intégrations  devant  être  déterminées  confor- 
mément à  ce  que  nous  avons  dit. 

756.  Exemples.  —  I.  Cherchons  le  volume  compris  entre  la 
surface 

z  =  a.r.»<  +  bf\ 

les  trois  plans  coordonnés,  et  deux  plans  quelconques  parallèles 
l'un  au  plan  des  zx,  l'autre  au  plan  des  zy.  On  a,  en  intégrant 
d'abord  par  rapport  à  x, 


o 


:d.>=  ■ h  bxrn: 

m  +  i 


puis,  en  intégrant  par  rapport  à  y, 

axm  bjn 


V  =  .n 


î         n  -\-  î 
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Si  l'on  avait  m  =  n,  on  trouverait,  pour  le  volume  de  la  surface 
z—  axm-\-by™, 

V  =       J      • 

m  -+-  i 

Ces  résultats  supposent  w-f- 1  et  n  -+- 1  positifs.  Si  ces  nombres 
étaient  négatifs,  on  discuterait  les  divers  cas  qui  pourraient  se  pré- 
senter, comme  on  l'a  fait  pour  une  question  analogue  au  n°  744. 

II.   On  demande  le  volume  de  l'ellipsoïde 

.x-         y-         z- 
«-         l>-         c- 

II  faut  calculer,  pour  cela,  l'intégrale  double 

Le  contour  apparent  de  la  surface  sur  le  plan  des  xy  n'étant  autre 

où  '"  y 

que  la  section  principale  — -  -f-  *■—  =  i ,  cette  dernière  relation  indi- 
i  i  j         a.        foi 

q liera  quelles  devront  être  les  limites  de  l'intégration.  Si  nous  in- 
tégrons d'abord  par  rapport  à  y,  posons 


d'où 

-=sm?yi__, 

et  par  suite 

dy  —  b  cos  fdfi/  i - 

fzdy  =  dï=  hcy~  y)fcm'?(/'ï  =  hc  (  1~ '^)~  (a  +  sinycos^  +  C. 


En  intégrant  de  y  =  o  à  y  =  b  t  /  i  —  '—-•  ou  de  cp  =  o  à  a>  =  -•> 

puis  quadruplant  le  résultai,  on  aura  Taire  de  la  section  de  l'el- 
lipsoïde, parallèle  au  plan  des  zx,  savoir 


Multipliant  maintenant  par  dx,  intégrant  île  o  à  a,  puis  doublant 
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le  résultat,  on  aura  enfin,  pour  le  volume  cherché, 

V  =|  77  abc. 

III.   Calculer  le  volume  compris  entre  le  plan  des  xy,  le  parabo- 
loïde  hyperbolique  xy  =  az,  et  le  cylindre 

(.zr-«)2+(j—  .€)*=>. 

On  cherchera  d'abord  l'intégrale  -  fxjrdj==  —  a?) 2,  prise  entre 

les  limites  jK  =  c  —  yjh- —  (x — -a)2  et  j}'^  =  S  -+-  \Jk2 —  [x  —  a)2, 
ce  qui  donnera 

ÔV  x    .     „  .r    ,  .  ,  .  26.7 


En  intégrant  maintenant  par  rapport  kx,  et  posant  x  —  a  =  Asinqp, 
il  vient 


/ 


2g.r         2  g/,2 

dx  J  k~  —  [x  —  a)2  = f[v.  -f-  k  sino))  cos-<od'j 

«6  A*  .  .  ,2  g/?3, 

== 1  »  -f-  sin©  coso —  cos*o»  +  C. 

a  6  a 


Il  faut  maintenant  prendre  pour  limites  x  =  a  —  A"  et  x  =  oc  -h  A~, 
ou  ©  = —  -et  cd  =  H — -»  ce  qui  réduit  l'expression  précédente  à 


2        '  2 

r.v.u  A 


V 


757.  Calculons  maintenant  le  volume  limité  par  une  surface 
rapportée  à  des  coordonnées  polaires,  qui  sont  le  rayon  vecteur  /', 
la  longitude  p  et  la  latitude  q.  Décomposons,  pour  cela,  le  volume 
en  éléments  pyramidaux  infiniment  petits,  compris  entre  deux 
méridiens  de  longitudes  p  et  p  -j-  dp,  et  deux  parallèles  de  latitudes 
q  et  q  ■+-  dq .  Si  l'on  coupe  la  pyramide  par  une  sphère  de  rayon  /', 
on  pourra  considérer  la  pyramide  comme  ayant  pour  hauteur  r  et 
pour  base  le  quadrilatère  sphérique  dont  les  dimensions  sont,  sui- 
vant le  méridien,  rdp,  et  suivant  le  parallèle  (dont  le  rayon  est 
rcos</),  7'  cosqdq.Ldi  surface  de  cette  base  étant  donc  r- cos q  dp  dq, 
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le  volume  de  la  pyramide  sera  ^  r3  cosqdpdq,  et  par  suite  le  vo- 
lume total  sera  donné  par  l'intégrale 

V  =  ^ffr%  cos  1  dpdq, 

prise  entre  des  limites  convenables,  après  qu'on  y  aura  remplacé  r 
par  sa  valeur  en  p,  q,  déterminée  par  l'équation  de  la  surface. 

758.   Quadrature  des  surfaces  courbes.  —  Considérons  la  por- 

lion  de  surface  courbe  qui  se  projette  suivant  l'élément  superficiel 

dxdy  du  plan  des  xy.  Les  plans  tangents  menés  par  les  divers 

points  de  cette  portion  de  surface  feront  tous  avec  le  plan  des  xy 

des  angles  qui  diffèrent  infiniment  peu  de  celui  qui  a  pour  cosinus 

i  , ,  .  ,       , ,  .    ,  .  „      dz     dz     „ . 

5  p  et  q  désignant  les  dérivées  partielles  —  ?  -y  bi 


donc  on  forme  avec  ces  plans  tangents  un  poryèdre  infinitésimal 
quelconque,  circonscrit  à  la  portion  de  surface  considérée,  l'aire 
de  ce  polyèdre  différera  infiniment  peu  de  dx  dy  \Ji  -\- p2  -+-  q'1. 
Donc  la  somme  de  ces  aires  polyédriques  infinitésimales,  corres- 
pondante à  une  étendue  finie  de  la  surface  courbe,  aura  une  limite 
déterminée,  exprimée  par  l'intégrale  double 


ffdx dy  y/;2  +  q2  ■+  i , 

prise  entre  des  limites  convenables,  que  l'on  déterminera  comme 
on  vient  de  le  faire  pour  le  problème  des  cubatures.  Cette  limite 
des  surfaces  polyédriques  infinitésimales  circonscrites  est  dite  Y  aire 
de  la  surface  courbe. 

759.  Exemple.  —  I.  Soit  proposé  de  calculer  l'aire  d'un  demi- 
fuseau  sphérique  ABC  (fg.  77),  compris,  sur  la  sphère 

entre  le  plan  des  xy,  celui  des  zx  et  un  plan  passant  par  l'axe  des  z 
et  faisant  avec  le  plan  des  zx  l'angle  0.  On  aura  à  calculer  l'inté- 
grale double 

r  r       a  dxdy 

J  J  s/"1  —  •**  —  .}■* 


COMPLANATIOX  DES  SURFACES  QUELCONQUES.         :?49 

Intégrons  d'abord  par  rapport  à  y,  ce  qui  donne 


7  s/a* 


dy 


=  arc  sin  • 


y 


c. 


y/«2  —  x'1  —  y2  \a2  —  a 

Il  faudra  prendre  pour  limites,  d'une  part,  l'axe  des  x  correspon- 
ds- 77- 


dant  à  y  —  o,  d'autre  part  la  droite  OB  pour  une  portion  de  l'in- 
tégrale, et  l'arc  de  cercle  BÀ  pour  l'autre  portion.  L'équation  de  OB 
étant  y  =  x  tango,  la  valeur  de   l'intégrale  sera,   dans  rétendue 

projetée  sur  OBD, 

x  tans-  9 


a  .  arc  sin  • 


\la~ 


Pour  la  seconde  partie,  l'équation  du  cercle  BAétantj  =  \Ja- —  x-, 


la  valeur  de  l'intégrale  sera 


a .  arc  sin  i  =  a .  —■ 

2 


Il  faut  maintenant  intégrer  par  rapport  à  x  l'expression  (i)  entre 
x=  o  et  x  =  a  cosO,  l'expression  (a)  entre  x  =  acosô  et  x=  a. 
Si  l'on  pose 

.rtansrS 

-  =  sniv, 

l'expression  (i),  multipliée  par  dx,  prend  la  forme  aodx,  d'où 
aj'tfdx  =  ax.y  —  afxdy 


ax.y —  à2    i  - 
J  < 


sin  ydy 


=  ax.f  ■+-  a-  arc  sin(cosa  cosfl)  -+-  C 


—  ax.  arc  sin 


y/séc2S  —  cos2y 

x  tang  9  „  .        /a-  cos2  9  —  .?-2 

b    ■  -+-  a2  arc  sm  1  / ; \-  C. 

V/rt2  —  .r2  \         a-—  xr 
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Pour  x  —  o,  cette  expression  se  réduit  à 


a~  arc  sin  (cosO\  =  a-  ( 0 


pour  x  =  a  cosQ,  elle  devient 

r 
o1*  cos  9 .  arc  sin  i  =  —  «-  cos  5 . 

2. 

Donc  l'aire  de  la  portion  BGE  est 

a-B—  -  a- li  —  cosQ). 

2 

En  intégrant  maintenant  l'expression  (a)  de  x  =  a cosd  kx  =  a, 
on  trouve 

—  a~[\  —  cos  S). 

2 

Donc  la  somme  des  deux  parties,  ou  le  demi-fuseau  ABC  =  «20. 
II.  Calculer  l'aire  de  la  partie  de  la  surface 

z2  -t-  (x  cos  k  -+-  y  sin  «) 2  =  a- , 

qui  est  comprise  dans  l'angle  trièdre  des  coordonnées  positives. 

Cette  surface  est  un  cylindre  de  révolution,  dont  l'axe,  situé 
dans  le  plan  des  xj,  a  pour  équation  xcosa  -h  Y  sina  =  o.  L'é- 
quation de  la  surface  donne 

cos  «  ,  .     .  sin  k  ,  . 

p  =zz [x  cos  a  -t-  y  sin  a] ,     q  = (.r  cos  «  -f-  y  sin  «) , 

d'où 

a  dx  dy 


HÎ^Bw- 


dy  .    adx  .    x  cos  «  -f-  r  sin  « 

arc  sin -h  C. 


.rCOSK  +  j  sin«j- 

En  intégrant  d'abord  par  rapport  h  y,  on  a  l'intégrale  indéfinie 

adx   t 

J  sja-  —  (.rcosa  -hjrsina)2        sm</- 

Pour  avoir  la  portion  située  au-dessus  du  plan  des  xj  et  en  avant 
du  plan  des  zx,  on  intégrera  depuis y=  o  jusqu'à  la  valeur 

y  =  — —  [a  —  x  cos  v.) , 
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qui  répond  à  z  =  o  et  au  contour  apparent  du  cylindre.  L'expres- 
sion précédente  devient  alors 

adx  (t.  .    .rcosK 

- —  | arc  sin 

sin  a 


Il  faut  maintenant  intégrer  cette  différentielle  entre  les   limites 

x  =  o  ( 

posant 


x  =  o  etx= >  cette  dernière  correspondant  à  ^  —  r  =  o.  En 

COS  V.  v 


.ttcosk  ,  «sin» 

=  COS'J,       d  ou      tir.  = rt», 

a  cos« 

l'intégrale  devient 

a-  P2  a  -         r  .        -  a- 

-. I     » .  sin  o  ««o  =  — 1  —  es  cos  s  ■+•  sin©L  =  — • 

sin  a  cos  v.  J0  '     '        sin  «  cos  k        '  sin«cos« 

On  voit  que  cette  aire  est  carrable. 

760.  Formules  générales  pour  les  quadratures  et  les  cubatures 
des  surfaces  au  moyen  des  coordonnées  curvilignes.  —  Tout  point 
de  l'espace,  déterminé  par  les  coordonnées  rectangulaires  x,  y,  z, 
peut  être  considéré  comme  l'intersection  de  trois  surfaces,  données 
par  les  équations 

En  faisant  varier  les  paramètres  u,  v,  w,  le  point  d'intersection 
M  variera  suivant  une  loi  quelconque,  et  ces  trois  paramètres 
pourront  être  considérés  comme  les  coordonnées  de  ce  point.  On 
les  désigne  sous  le  nom  de  coordonnées  curvilignes.  Nous  allons 
voir  comment  on  peut,  à  l'aide  de  semblables  coordonnées,  déter- 
miner l'aire  d'une  surface  donnée  ou  le  volume  d'un  corps  donné. 

Supposons  d'abord  que 

(2)  A{xtytz)=tv 

représente  une  surface  donnée,  et  considérons,  par  analogie  avec 
ce  que  nous  avons  fait  au  ri0  477,  l'aire  du  parallélogramme  infini- 
tésimal compris  sur  la  surface  (a)  entre  les  surfaces/*,  =  ù,f*  =  v, 
et  les  surfaces  obtenues  en  changeant  u  en  u  -+-  du,  v  en  v-\-  du. 
Les  coordonnées  des  deux  sommets  de  ce  parallélogramme  con- 
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tigus  au  sommet  {oc,  y,  z)  seront 
[x  4-  du  x,     y  H-  d.u  y,      z  +  r/„  z  ) ,      (,r  -f-  dv  x,     y  - 


dvy, 


Donc  les  aires  des  projections  de  ce  parallélogramme  sur  les  trois 
plans  des  yz,  des  zx  et  des  xy  seront  [126] 


duy 

duz 

1  duz 

du.x 

dux 

duy 

<lvy 

dvz 

'       1   dvz 

dvx 

> 

dvx 

dvy 

Par  conséquent,  l'aire  du  parallélogramme  lui-même  sera  la  racine 
carrée  de  la  somme  des  carrés  de  ses  projections,  c'est-à-dire 


\l\ 


duy 
dvy 


du  ~- 
dvz 


du 
dv: 


dux 
d„x 


dux 

d„x 


du  y 
dvy 


-wmn^hmï- 


En  remplaçant,  dans  cette  expression,  x,  y,  z  par  leurs  valeurs 
en  u,  v  tirées  des  trois  équations  (i),  on  aura  une  fonction  de  ces 
deux  variables,  que  l'on  intégrera  entre  des  limites  dépendantes 
de  la  forme  du  contour  de  l'aire  à  évaluer  (  '  ). 

Considérons  maintenant  un  volume.  On  le  décomposera  en 
parallélépipèdes  infinitésimaux  compris  entre  deux  surfaces^  cor- 
respondantes à  u  et  u  H-  du,  entre  deux  sufaces  /2  correspondantes 
àf  et  v  -+-  dv,  et  entre  deux  surfaces  fz  correspondantes  à  w  et 
vv  -f-  dw.  Les  coordonnées  des  trois  sommets  d'un  tel  parallélépi- 
pède contigus  au  sommet  [x,  y,  z)  seront  x,  y,  z  augmentées  de 
leurs  différentielles  partielles  respectives  par  rapport  soit  à  u,  soit 
à  r,  soit  à  w.  Donc  le  volume  du  parallélépipède  sera  [127] 


dux 

duy 

d, 

dvx 

dvy 

d< 

dwx 

dwy 

d, 

dudvdw 


0  [x,  y,  z 


On  obtiendra  le  volume  total  en  intégrant  cette  expression  par 
rapport  aux  trois  variables  indépendantes  u,  v,  w,  entre  des  li- 
mites qui  seront  déterminées  par  la  forme  de  la  surface  qui  borne 
le  volume  cherché. 


(')  Voir  la  formule  (/j)  du  n°  720. 
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Cette  expression  n'est  autre  que  celle  que  l'on  aurait  obtenue 
directement  par  l'application  de  la  formule  du  n°  476  à  l'expres- 
sion dxdjdz  de  l'élément  de  volume  en  coordonnées  rectangu- 
laires. 

§  iv. 

DÉTERMINATION   DES   CENTRES  DE  GRAVITÉ  ET   DES  MOMENTS  d'inERTIE. 

761.  Masse  d'un  corps.  —  Pour  les  corps  homogènes,  le  calcul 
de  leur  masse  se  ramène  immédiatement  au  calcul  de  leur  étendue, 
linéaire,  superficielle  ou  solide. 

Si  un  corps  est  hétérogène,  on  le  décomposera  en  éléments  in- 
finiment petits,  tels  que,  dans  l'étendue  de  chacun  d'eux,  la  den- 
sité varie  infiniment  peu.  En  multipliant  l'étendue  dV  de  chaque 
élément  par  la  densité  p  en  un  quelconque  de  ses  points,  on  ob- 
tiendra la  masse  dm  de  cet  élément,  à  une  fraction  près  d'elle- 
même  infiniment  petite.  On  cherchera  alors,  par  l'intégration,  la 
limite  de  la  somme  de  ces  éléments  dm. 

Ainsi,  pour  une  ligne  hétérogène,  la  densité  p  est  fonction 
de  la  variable  indépendante  dont  dépendent  les  coordonnées  de 
chaque  point  de  la  courbe.  La  masse  de  l'élément  d'arc  ds  étant 
pds,  à  un  infiniment  petit  près  du  second  ordre,  on  aura,  pour 
expression  de  la  masse  de  la  ligne,  l'intégrale  fpds,  pi^ise  entre 
des  limites  correspondantes  .aux  extrémités  de  la  ligne. 

De  même,  si  une  surface  plane  est  composée  de  tranches  homo- 
gènes, parallèles  à  l'axe  des  y,  la  masse  d'une  tranche  sera  pjdx, 
et  la  masse  totale  fpydx,  p  étant  donné  en  fonction  de  x. 

Si  une  sphère  est  composée  de  couches  concentriques  homo- 
gènes, le  volume  d'une  couche  infiniment  mince  de  rayon  /-  étanl 

d  (^7r7'3)  =  ^TiV-dv,    sa  masse  sera  ^npi-dr,  et  la  masse  totale 

J\r.Jç)V-dr,  p  étant  donné  en  fonction  de  r. 

Dans  une  surface  hétérogène,  la  densité  est  fonction  des  coor- 
données de  chaque  point.  On  décomposera  alors  la  surface  en  élé- 
ments infiniment  petits  du  second  ordre  dS,  et  l'on  obtiendra  la 
masse  de  la  surface  en  intégrant  pdS  par  rapport  à  chacune  des 
deux  variables.  Ainsi  la  masse  d'une  aire  plane  sera 

ffp  dxdj  =ffP  rdvdp . 
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De  même,  celle  d'un  volume  composé  de  filets  homogènes  paral- 
lèles à  l'axe  des  z  sera  ffpzdxdy. 

Enfin,  s'il  s'agit  d'un  solide  dont  la  densité  varie  avec  les  trois 
coordonnées,  on  le  décomposera  en  éléments  de  volume  infiniment 
petits  du  troisième  ordre,  que  l'on  multipliera  par  la  valeur  corres- 
pondante de  p;  puis  on  obtiendra  la  niasse  totale  par  une  triple 
intégration.  Ainsi,  si  les  coordonnées  sont  rectangulaires,  la  masse 

aura  pour  expression 

fffodxdydz. 

Si  l'on  emploie  les  coordonnées  polaires  [757],  cette  expression 

deviendra 

fffp  ?'2  cos  q  drdpdq. 

Si  l'on  emploie  des  coordonnées  curvilignes  quelconques,  on  aura 
la  masse  en  multipliant  par  p,  sous  le  signe  de  triple  intégration, 
l'élément  de  volume  donné  au  n°  760. 

762.  Moments  et  centres  de  gravité.  —  On  appelle  moment 
d'un  point  matériel  par  rapport  à  un  axe  ou  à  un  plan  le  produit 
de  la  masse  de  ce  point  par  sa  distance  à  cet  axe  ou  à  ce  plan, 
cette  distance  étant  comptée  positivement  dans  un  sens,  négative- 
ment dans  l'autre. 

Le  moment  d'un  système  plan  par  rapport  à  un  axe  tracé  dans 
le  plan  est  la  somme  algébrique  des  moments  des  points  du  sys- 
tème par  rapport  à  cet  axe.  De  même,  le  moment  d'un  système 
solide  par  rapport  à  un  plan  est  la  somme  des  moments  des  points 
du  système  par  rapport  à  ce  plan. 

Le  centre  de  gravité  d'un  système  plan  (ou  solide)  est  un  point 
tel,  que  le  moment  du  système  par  rapport  à  tout  axe  (ou  à  tout 
plan)  passant  par  ce  point  est  nul.  Le  moment  du  système  par 
rapport  à  un  axe  (ou  à  un  plan)  quelconque  est  égal  à  celui  d'un 
point  de  masse  égale  à  la  masse  du  système,  et  situé  au  centre 
de  gravité. 

Si  x  est  la  distance  d'un  point  de  masse  m  à  un  axe  (ou  à  un 
plan),  mx  sera  le  moment  du  point  par  rapport  à  l'axe  (ou  au 
plan),  et  Hmx  sera  le  moment  du  système  total  par  rapport  au 
même  axe  (ou  au  même  plan). 

Si  l'on  désigne  par  £  la  distance  du  centre  de  gravité  du  système 
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au  même  axe  (ou  au  [même  plan)  et  par  S  m  la  masse  totale  du 
système,  on  devra  donc  avoir 

équation  qui  fera  connaître  \. 

En  considérant  les  moments  d'un  système  par  rapport  à  trois 
plans  rectangulaires  entre  eux,  on  aura  donc,  pour  les  coordon- 
nées £,  m,  £  du  centre  de  gravité,  les  expressions 

2m,r  1,iny        ,         ^imz 

"-.  =  -* ■>       1  =    v       >       'i  =  -^ • 

2i  m  2.  m  2.  m 

Si  le  système  est  continu,  on  prendra  pour  les  points  matériels  m 
les  éléments  infiniment  petits  dm  de  la  masse  du  système,  et  les 
sommes  des  moments  de  ces  éléments  se  calculeront,  comme  la 
masse  totale,  au  moyen  d'intégrations. 

Lorsqu'un  système  est  homogène,  la  densité  constante  entre  en 
facteur  commun  dans  toutes  les  sommations,  et  disparait,  par  con- 
séquent, des  valeurs  de  £,  y,  £.  On  peut  donc,  dans  le  cas  de  l'ho- 
mogénéité, remplacer  partout  les  masses  par  les  volumes. 

Si  un  système  homogène  est  symétrique  par  rapport  à  un  plan  (ou 
à  un  axe),  son  moment  par  rapport  à  ce  plan  (ou  à  cet  axe)  est  nul. 
Donc  ce  plan  (ou  axe)  de  symétrie  contient  le  centre  de  gravité. 

Si  un  système  homogène  a  un  centre  de  figure,  le  centre  de  gra- 
vité coïncide  avec  ce  centre  de  figure. 

763.  Dans  un  système  linéaire,  l'élément  de  masse  a  pour  ex- 
pression pds  [761].  Donc  les  moments  par  rapport  aux  trois  plans 
coordonnés  sont  fpxds,  fpjds,  Jpzds,  et  les  coordonnées  du 
centre  de  gravité  sont 

fp  xds  fards  foz  ds 

J'pds  Jpds  J fpds 

Si  le  système  forme  une  courbe  plane,  située  dans  le  plan  des  xy, 
tous  les  z  sont  nuls,  et  par  suite  Ç  =  o. 

Exemple.  —  Considérons  un  arc  de  cercle  homogène,  et  pre- 
nons pour  axe  des  x  le  diamètre  bissecteur.  A  cause  de  la  symé- 
trie, le  moment  par  rapport  à  cet  axe  sera  nul,  et  par  suite  on 
aura  y  =  o. 


256  LIVRE     III.    —    CU  A  P.    III,     §    IV. 

De  l'équation  du  cercle  x-  -f-  j  -  =  a~  on  tire 

ds  =  ■  —  =  —  dy,      d'où     xds  =  cidy, 

\Ja2 — y-        x 

et  par  suite  le  moment  de  l'arc  par  rapport  à  l'axe  des  x  sera 

ny  rj 

j       xds=   j       ady  —  lay. 
J—y  J—y 

D'ailleurs  la  longueur  de  l'arc  est 

Ar        ady  .     r 

f  '         =  i  a  arc  sin  —  • 

J-ysI^—f2 
On  a  donc,  pour  l'abscisse  du  centre  de  gravité  de  l'arc, 


r 

i  a'  sin  — ■ 

•?.  a        ac 

arc  sin  — 

s                  s 

en  désignant  par  c  la  longueur  de  la  corde  de  l'arc  s. 

764.   Soit  maintenant  une  aire  plane  homogène  ou  décompo- 
sable  en  tranches  homogènes  parallèlement  à  l'axe  desj}'.  La  masse 
d'une  tranche  étant  pjdx,  son  moment  par  rapport  à  l'axe  des  7 
sera  pxydx,  et  par  suite  le  moment  de  l'aire  totale  sera 

fpa-ydx  —  ^fpydje, 

d'où  l'on  tirera  l'abscisse  \  du  centre  de  gravité.  Si  l'aire  est  ho- 
mogène, on  aura  simplement 

„ f  xyd.v 

Pour  avoir  le  moment  de  l'aire  par  rapport  à  l'axe  des  x,  re- 
marquons que  le  moment  du  rectangle  infinitésimal  pjdx  est  égal 
à  sa  mass'e  multipliée  par  l'ordonnée  de  son  centre  de  gravité.  Ce 
centre,  coïncidant  avec  le  centre  de  figure  du  rectangle,  a  pour 

ordonnée  -y.  On  en  conclut  que  le  moment  de  l'aire  totale  par 
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rapport  à  l'axe  des  x  est 

d'où  l'on  tire  yj.  Si  l'aire  est  homogène, 

n~  Srdx 

Exemples.  — -  I.  Soit  un  segment  de  la  parabole  y2  =  iclx, 
compris  entre  la  courbe  et  l'axe  des  x.  En  désignant  par  1  l'aire 
du  segment,  on  a 

/  =    /       yclr.  =  -    I      rdy  =  —-=.-  xjr, 
Jo  aJo  3a         3 

Cx  ■     Çx  , 

xç  =  I    arjAc  =  —  /    y* 

/»# 
=    !      ax 

J  ù 


dy  —  - —  =  -  x2y 
10a        5 


r     /                        /                       «r 
Aïj  =  -    I       y- dx  =    |      axdx  z=  5 


2 

d'où  l'on  tire 

3  3  «,r       3 

5  4  j        b 

II.  Cherchons  le  centre  de  gravité  d'un  secteur  circulaire  ho- 
mogène. Il  se  trouve  d'abord  sur  le  diamètre  bissecteur.  Si  Ion 
partage  ensuite  le  secteur  donné  en  secteurs  ou  triangles  infiniment 
petits,  le  centre  de  gravité  de  chacun  de  ceux-ci  se  trouvera  aux 

2  . 

-  de  la  distance  du  centre  à  la  circonférence,  de  sorte  que  le  lieu 

de  ces  centres  de  gravité  élémentaires  sera  l'arc  concentrique  à 
l'arc  du  secteur  donné,  et  décrit  avec  un  rayon  égal  aux  -  du  rayon 

donné.  On  est  donc  ramené  à  la  recherche  du  centre  de  gravité 
d'un  arc,  problème  résolu  dans  le  numéro  précédent. 

765.  Théorèmes  de  Gulditi.  —  I.  Nous  avons  vu  que  l'intégrale 
J  y  ds  représente  le  moment  d'un  arc  de  courbe  par  rapport  à  l'axe 
des  x,  moment  qui  est  égal  au  produit  syi  de  la  longueur  de  l'arc 
par  l'ordonnée  de  son  centre  de  gravité.  D'autre  part,  l'aire  de  la 
surface  de  révolution  décrite  par  l'arc  s  tournant  autour  de  l'axe 

II.  —  Cours  de  Calcul  in  fin.,  II.  17 
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des  x  a  pour  valeur  iizjyds  [754].  Donc  la  valeur  de  cette  aire 
peut  aussi  se  mettre  sous  la  forme  iTtr\.s,  c'est-à-dire  que  Taire 
de  révolution  engendrée  par  l'arc  s  est  égale  à  la  longueur  de  cet 
arc,  multipliée  par  la  circonférence  décrite  par  son  centre  de  gra- 
vité. 

Si,  au  lieu  d'une  révolution  entière,  le  plan  de  la  courbe  ne  dé- 
crit qu'une  fraction  de  tour  autour  de  l'axe  situé  dans  ce  plan, 
l'aire  de  la  surface  et  le  chemin  parcouru  par  le  centre  de  gravité 
décroîtront  dans  le  même  rapport.  Donc  l'aire  de  la  portion  de 
surface  décrite  sera  toujours  égale  à  l'arc  de  méridien,  multiplié 
par  le  chemin  décrit  par  le  centre  de  gravité  de  cet  arc. 

Ce  théorème  permet  de  calculer  l'aire  de  la  surface  de  révolution, 
connaissant  le  centre  de  gravité  de  la  courbe,  et,  réciproquement, 
de  trouver  le  centre  de  gravité  de  l'arc  de  courbe,  connaissant 
l'aire  de  la  surface  engendrée. 

Exemples.  —  i°  Soient  a  le  rayon  d'un  cercle,  b  la  distance  de 
son  centre  à  un  axe  situé  dans  son  plan.  La  longueur  de  l'arc  de 
cercle  est  271  a;  la  circonférence  décrite  par  son  centre  de  gravité 
dans  la  révolution  du  cercle  autour  de  l'axe  est  2T.b.  Donc  l'aire 
du  tore  engendré  a  pour  valeur 

2  n  a .  2  7T  b  =  4  rc2  ab . 

2°  Si  l'on  fait  tourner  un  arc  de  cercle  autour  d'un  diamètre 
parallèle  à  sa  corde  c,  a  étant  le  rayon,  l'aire  de  la  zone  engendrée 
sera  2uac.  En  l'égalant  au  produit  de  l'arc  s  par  la  circonférence 
o.nr,  décrite  par  son  centre  de  gravité,  on  retrouvera  la  valeur 
ac 


1  obtenue  au  n°  763. 


s 


766.  II.  Le  moment  d'une  aire  plane  ~k  par  rapport  à  l'axe 
des  x  est  In  =  -  Jj-  dx.  D'autre  part,  le  volume  engendré  par  la 
révolution  de  l'aire  1  autour  du  même  axe  est  V  =  ît  fj-dx.  Donc 

V  =  2  7TÏJ  .  À, 

c'est-à-dire  que  le  volume  est  égal  à  l'aire  génératrice  multipliée 
parle  chemin  décrit  par  le  centre  de  gravité  de  cette  aire. 

Cet  énoncé  subsisterait  encore  si,  au  lieu  d'une  révolution  en- 
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tière,  l'aire  génératrice  n'avait  accompli  qu'une  fraction  de  révo- 
lution. 

Exemples.  —  i°  En  appelant  a  le  rayon  d'un  cercle,  h  la  dis- 
lance du  centre  du  cercle  à  l'axe  de  révolution,  on  a,  pour  le 
volume  du  tore  engendré, 

■ko2.  2  7v  b  —  irrcr  b. 

i°  Si  l'on  fait  tourner  un  secteur  circulaire  de  rayon  a  autour 
d'un  diamètre  parallèle  à  la  corde  c,  le  volume  du  secteur  sphé- 

1       •  '  2  o  T   5      •  1 

nque  engendre  sera  iv:a.c.-a~  -iza-c.  L  aire  du  secteur  est 
-  as,  s  étant  la  longueur  de  l'arc.  Donc,  yj  étant  la  distance  du  centre 

2 

de  gravité  du  secteur  circulaire  au  centre  du  cercle,  on  a 


a       .  i  j,    ,  "2  ac 

—  na-c  =:  2  7r/j .—  as,      clou      vj  r=  —  — , 
5  2  3     s 

comme  nous  l'avions  trouvé  par  une  autre  voie  [764]. 

767.  Volume  du  cylindre  tronqué.  —  Considérons  un  cylindre 
parallèle  à  l'axe  des  z,  et  qui  ait  pour  section  droite  une  aire  A 
tracée  sur  le  plan  des  xy.  Considérons  une  section  plane  quel- 
conque, faisant  avec  la  section  droite  un  angle  a.  L'élément  de 
cette  section,  qui  a  pour  projection  d~k  sur  le  plan  des  xy,  aura 
pour  grandeur  dans  l'espace  dlsécoc.  Le  moment  de  la  section 
par  rapport  au  plan  des  zx  sera  donc  fy.  dl  séca.  D'ailleurs,  l'aire 
totale  de  la  section  est  1  séca;  donc  on  aura 

r     jy    >  frdl 

r, .).  sec  a  =  J  y  cl  A  sec  a,      ou     vj  =  ^- — — , 

valeur  indépendante  de  a.  Il  en  serait  de  même  pour  la  valeur 
de  \.  Donc  le  lieu  des  centres  de  gravité  de  toutes  les  sections 
planes  d'un  cylindre  est  une  droite  parallèle  aux  génératrices. 

Cela  posé,  cherchons  le  volume  compris  entre  la  section  droite 
et  une  section  oblique  quelconque  1'.  Prenons  le  plan  des  xz  per- 
pendiculaire au  plan  de  À',  et  par  suite  l'axe  des  y  parallèle  à  ce 
plan.  Si  l'on  décompose  a'  en  éléments  rectangulaires  infiniment 
petits  du  premier  ordre,  parallèles  à  l'axe  des  y,  et  se  projetant 
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sur  le  plan  des  xy  suivant  des  rectangles  dl,  le  volume  sera  donné 
par  l'intégrale  J zdl.  Or  le  moment  de  la  section  X'  par  rapport 
au  plan  des  xy  est  J1  zdl'  ou  f  zdl  séca  =  1'?  =  Çk  séc<z,  £  étant 
l'ordonnée  du  centre  de  gravité  de  cette  section.  Donc 

J 'zdl  —-  'O-  —  le  volume  du  cylindre  tronqué. 

Donc  ce  volume  est  égal  au  produit  de  la  section  droite  par  la  dis- 
lance des  centres  de  gravité  des  deux  bases.  On  étendrait  immé- 
diatement cette  proposition  au  cas  où  les  deux  bases  seraient  des 
sections  quelconques. 

On  voit  que  le  volume  d'un  cylindre  n'est  pas  altéré  lorsque  l'on 
fait  tourner  d'une  manière  quelconque  une  de  ses  bases  autour  du 
centre  de  gravité  de  cette  base. 

768.  Si  l'on  considère  maintenant  un  corps  solide  quelconque, 
la  masse  de  l'élément  de  volume  étant  pdxdydz,  les  coordonnées 
du  centre  de  gravité  seront  données  par  les  équations 

M%  =jyj"pjcd.rdydz,      Mo  =  ffjpyd.icdydz,      M.'£,—fffpzdxdydz, 

M  étant  la  masse  totale  du  corps. 

Si  le  corps  est  homogène,  V  étant  son  volume,  on  aura  M  =  Yp, 
et  la  constante  p  disparaîtra  des  équations  précédentes.  On  pourra, 
dans  ce  cas,  effectuer  immédiatement  l'intégration  par  rapport  à 
l'une  des  trois  variables,  à  z  par  exemple,  et  l'on  aura,  z  et  Z  étant 
les  ordonnées  de  la  surface  inférieure  et  de  la  surface  supérieure 
du  corps, 

Yc-=ffx{Z  -  z)dxdy,      Yr,  =  J>(Z  -  z)d.rdf, 
VC=lff(7J-z>)dxdy. 

769.  Moments  d'inertie.  — -  On  appelle  moment  d'inertie  d'un 
point  matériel  m,  par  rapport  à  un  plan,  à  un  axe  ou  à  un  point, 
le  produit  de  la  masse  de  ce  point  m  par  le  carré  de  sa  distance 
au  plan,  à  l'axe  ou  au  point.  Le  moment  d'inertie  d'un  système 
est  la  somme  des  moments  d'inertie  des  points  matériels  qui  le 
composent. 

Si  l'on  rapporte  les  points  à  trois  axes  rectangulaires,  les  mo- 
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ments  d'inertie  d'un  point  m  par  rapport  aux  plans  des  yz,  des  zx 
et  des  xy  seront  mx2,  my2,  mz2,  et  par  suite  les  moments  d'inertie 
du  système  total  par  rapport  à  ces  mêmes  plans  seront 

a  =  D m .r2,     b  =:  2 mr"2,      c  =  2mzl 

Le  moment  d'inertie  de  m  par  rapport  à  l'axe  des  x  est 

m  [y  -r-  z  )  =  /nj'--(-  m 3-, 

Donc,  le  moment  d'inertie  du  système  par  rapport  à  cet  axe  sera 

1.  m  y~  -I-  2 «2 s2  =  b  -+-  c, 

et  de  même  pour  les  autres.  On  aura  donc,  pour  les  moments 
d'inertie  du  corps  par  rapport  aux  trois  axes  coordonnés, 

A=b-f-c,     B  =  c  -f-  a,      C  =  a  +  b. 

De  même,  le  moment  d'inertie  du  système  par  rapport  à  l'ori- 
gine des  coordonnées  sera 

à  +  b-i-  c=  --  (A+B  +  C). 

Si  le  svstème  est  continu,  les  sommations  se  changent  en  inté- 
grales. 

770.  On  traitera  les  divers  cas  qui  peuvent  se  présenter  dans  la 
détermination  des  moments  d'inertie  comme  nous  avons  traité  les 
cas  analogues  dans  la  détermination  des  centres  de  gravité. 

Ainsi,  pour  le  cas  d'un  système  plan,  on  a 

a  =  f.v~dm,     b  =  fy%  dm ,      c  —  o, 

d'où 

A  =  b,     B  =  a,     C  =  a  +  b  =  f(x*  -+■  r2  )  dm . 

Si  l'on  cherche  les  moments  d'inertie  d'une  sphère  homogène, 
on  a 

/.r2 dm  =  ff  dm  =  fz* dm  =  ■-  f  (.r2  -f-  j2  -+-  z2  )  dm. 
Or,  en  faisant  x2-\-y2  -!-  z2=.  r2  et  supposant  la  densité  =  i ,  l'élé- 
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menl  dm  sera  une  couche  sphérique  ^itr^dr,  d'où 

a  =  b  =  c=^/r^=4^R5        *MR2 
3  J  ib  5 

M  étant  la  masse  de  la  sphère,  R  son  rayon.  On  aura  donc 

A  =  B  =  C  =  2a=|  MR2. 
5 

Pour  un  cercle  homogène, 


a  =  b  =  -  f(x2  4-  j2)  dm  =  -  fr-2.iTtrdr—  y  R4  =  -  MR2, 


d'où 


A  _-  B  —  -  C  =  \  MR2. 

2        4 


Si  l'on  suppose  une  surface  de  révolution  autour  de  l'axe  des 
x,j  =  f(x)  étant  l'équation  de  la  courbe  méridienne,  le  moment 
d'inertie  de  l'aire  par  rapport  à  l'axe  de  révolution  sera 

A  =  2  7T  fy'ids. 

Par  rapport  à  un  plan  mené  par  l'origine  perpendiculairement  à 
cet  axe,  le  moment  d'inertie  sera 

a  =  2  7f  j '  x1  y  ds . 

Le  moment  d'inertie  par  rapport  à  un  axe  quelconque  mené  dans 
ce  plan  par  l'origine  sera,  à  cause  de  A  =  2b  —  2c, 

B  =  c-+-a  =  27r    /(-j2-t-^2)  yds. 

Les  quantités  analogues  pour  le  volume  de  révolution  seront 
K  —  jCyk  dx,       a  —  7T  fx'2y*  dx ,       B  =  7:    f  (  ^  y-  +  .r2  j  dx. 

771.   Pour  un  corps  solide  quelconque,  on  a 

a  —  JJJpx1  dxdydz,     b  =fffpyi  dxdydz,      c  =fffp  32  dxdydz. 

d'où  l'on  tire  A,  B,  C. 

Le  calcul  des  axes  principaux  d'inertie  exige  encore  la  détermi- 
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nation  des  intégrales 

D  =  'Lyzdm,      E  =  2  zxdm,      F  =  'Lxydm, 
c'est-à-dire 

D  =  fff?yzdxdfdzi      E  =  fffpzvdxdjrdz,      F  =  fffpxjdxdjdz. 

Si  le  corps  est  homogène,  on  pourra,  dans  toutes  ces  expres- 
sions, effectuer  immédiatement  l'intégration  par  rapport  à  l'une 
des  trois  variables,  à  z  par  exemple. 

Exemple. —  Déterminer  les  axes  principaux  d'inertie  d'un  pa- 
rallélépipède rectangle  fixé  par  un  de  ses  sommets  et  supposé  ho- 
mogène. 

En  prenant  pour  axes  coordonnés  les  directions  des  trois  arêtes 
«,|3,y,  et  nommant  M  la  masse  pafiy,  on  trouve  aisément 

a  =  1  M  a2,       b  =  I  Mf32,       c  =  i  My2, 
D  =  y  M  Gy,      E  =  T  M  va,     F  =  i  M  afl. 

4  4  4 

L'équation  de  l'ellipsoïde  central  d'inertie  sera  donc 

fi2     i      »,2  ™2     .      „2  „2      ,      «2  fi™  ,/„  ,,fi 


K  3 


F -h  y*     ,       y2+«2    ,       «2  +  ^2    ,       py  '/« 

3  3  3  2  2  2 

et  la  détermination  de  ses  axes  principaux  dépendra  de  l'équation 
du  troisième  degré 

s3  —  ls-  -+-  y.s  —  v  =  o, 
où  l'on  a  posé 

X  =  |(««+p»+7«), 

p  =  -  [(«2  +  f32)  («»  +  7»)  +  (P2  +  ya)  (32  +  «2)  +  {?  +  **)  (7a-t-P2)] 
-^(P2y24-72«2  +  «2P2), 

v-=-?-(p2+y2)(y2+«2)(a2H-p2) 


264  LIVRE    III.    —     EXERCICES. 


EXERCICES. 


I. 

\ .  Appliquer  les  théories  exposées  dans  le  Chapitre  Ier  à  l'étude  des  courbes 
représentées  par  les  équations  suivantes  : 

(a  —  x)y-  =  x3.  (Cissoïde.) 

x2j2  =  (j+  rt)2(£2—  r2),  ou  r  =  -?—  ±z  b.  (Conchoïde.) 

/■  =  a  -+-  b  cosp.  (Conchoïde  du  cercle.) 

r  —  a[\  ■+-  cosp).  (Cardioïde.) 

xyt  =  a-{a —  x).  (Courbe  d'Agnesi.) 

j2  —  ,r2 —  .r4.  (Lemniscate.) 

(a  -4-  .r)  j2  =  (n  —  x)  .r2.  (Strophoïde.) 

Rr  —  a2.  [Voir  n°  S20.  Ovales  de  Cassini.) —  Cas  où  Aa  =  ia. 

r .+-  nr  —  ia.  (Ovales  de  Descartes.) 

(  — h  y^  — i  )   =  «2  (  i  —  z—  ],  ou  x—  a  cos t[n  -+-  cost),  y=  bsmt. 

y=x*-—x'*. 

J'2  =  X3  —  X. 

je2  —  xs  —  .r4. 

xy-  —  .z2  y  =  f . 

yk  —  ^.r2  j2  —  xk  -4-  i  =  o. 

(  r  —  .r2)2  =  x5. 
„  3  «  —  4  -^ 

j2  =  a:2 7—  • 

J4  _  ^4  _(_  ^2^2 bbM 

1         L         2- 

x~  -+- y2  —  «2. 

2JT5  —  ioxyz  -+-  i5.r3  —  o. 
r^p  =  cfl.  (Lituus.) 

(  a    /  3     4     3  \ 

r  =  a  smnp  I  n  --=  2,  3,  4,  ....-)  -,  -,•••  )  ■ 

Épicycloïdes  et  hypocycloïdes,  pour  diverses  valeurs  du  rapport  des 
rayons  des  cercles. 

i  —  p 

r  = • 

n-  ±p 

i 

v/i  — /; 


(^ 

(3 
(4 
(5 
(6 
(7 
(8 
(9 

(■o 
(n 

(T2 

(i3 

('4 
(.5 
(.6 

(17 
(18 

('9 
(20 

(21 

(22 

(23 

(24 

(25 
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(26 

(27 

(28 
(29 

(3o 
(3i 
(3a 
(33 
(34 


(36 

(37 

(38 

(39 
(40 

(4i 

(42 

(43 
(41 
(45 
(46 

(47 
(48 
(49 
(5o 

(5i 

(52 


_  sin/? 
P 

cfi  COSP 

r  = — 

a  -h  b  cos/> 

z-2  _  2  /•  cos/j  -1-  2  sin/;>  =  o. 

/•  —  a  -t-  />  tang/?. 

j}"  =  ,rlog.r. 
.r/  =  <7. 

y  =  .r37. 

jr  =  loglog-r. 

y  =■  a  sin  —  •  (Quadratrice  de  Tschirnhaus.) 

y  —  .rcot  — ,  ou  rcosp  =  ap.  (Quadratrice  de  Dinostrate. 

t    1 —  rit  —  f- 

r  —  a  cos2p  smp,  ou  x  =  -  y  al  —  t2 ,  y  —  —    —  • 

r  —  p  cosp. 

.     b 
y  =  a  sin  -  ■ 

J  x 

J/l=COS^,    («=  1,2,  ...). 

sin.r 
9-  =  77  ■ 

r3-t-  x3  cos  —  —  o. 
^  .r 

r  =  a  [smp  ■+■  tang/?  -+-  séc/?) . 

r=  a[i  ±  corde/?). 

r  =  log  smp. 

y—  tangx. 

r—  -r—  ?  /j  =  langiï—  t.  (Développante  du  cercle.) 

xyk  —  ajk  -+-  r2j'3  —  /?5  =  o. 
(j2  _  (l"-Y  —  .r«  (2,r  h-  3a)2  =  o. 

r  =  a  Ch  -  ■  (Chaînette.) 
a 

r=-r— j  .»=■  <?(*  —  Th?)   (Tractoire.) 

/•  —  a  cos;,  /;>  =  tang/—  /. 
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2.  Asymptotes  et  points  singuliers  des  courbes  : 


(0 


^^i^-.jy/-^ 


( i )  ( j>2  —  3 xy  -+-  i x- )  x  —  4 aJ  '  =  0. 

(3)  x[y-^xf{y—ix)  =  a1*. 

(4)  {x*+y*)(y-xy  =  x\ 

(5)  ax**  -+-  czxy  —  byk=o. 

(6)  /•  =  tang2/j. 

3.  OA  étant  un  rayon  fixe  d'un  cercle,  OB  un  rayon  mobile,  on  prend  sur 

chacune  des  positions  de  OB  une  longueur  OM  =  la  corde  AB.  Lieu  du 
point  M. 

4.  Par  les  extrémités  A,  B  de  la  droite  AB,  on  fait  passer  un  cercle  quelconque; 

on  prend  sur  AB,  à  partir  de  son  milieu  0,  une  longueur  OP,  qui  soit 
dans  un  rapport  constant  avec  le  rayon  du  cercle,  et  en  P  on  mène  PM 
perpendiculaire  à  AB  et  rencontrant  le  cercle  en  M.  Lieu  du  point  M. 

5.  Par  l'extrémité  A  d'un  diamètre  fixe  AB  d"un  cercle  donné,  on  mène  une 

corde  quelconque  AC,  puis  par  le  point  C  une  droite  CM  égale  à  AC  et 
parallèle  à  AB.  Lieu  du  point  M. 

6.  On  a  deux  tiges  articulées  AB,  BC,  de  longueurs  constantes  «,  &,  dont  la 

première  tourne  autour  de  son  extrémité  fixe  A,  tandis  que  l'extrémité  G 
de  l'autre  glisse  le  long  d'une  droite  fixe  AC  x.  Lieu  décrit  par  un  point  M 
pris  sur  la  droite  CB,  à  une  distance  CM  =  c  du  point  C. 

7.  On  donne  la  droite  AB  et  deux  points  C,  D  hors  de  cette  droite.  On  joint 

C  et  D  à  un  point  variable  P  de  AB,  et  par  P  on  mène  PM  perpendicu- 
laire à  AB  et  =  CP  ±  DP.  Lieu  du  point  M. 

8.  Podaire  de  la  parabole  par  rapport  à  un  point  de  l'axe  ou  de  la  directrice. 

9.  Lieu  des  pieds  des  normales  menées  d'un  point  fixe  à  toutes  les  paraboles 

de  même  axe  et  de  même  sommet. 

10.  Lieux  des  projections  du  pôle  de  la  spirale  d'Archimède  sur  les  tangentes  et 

sur  les  normales  à  cette  courbe. 

11.  Tangente  commune  aux  deux  courbes 

y-  —  nx  =  o,     by^  -\-  x3  =  o. 

12.  Lieux  des .  extrémités  de  la  sous-tangente  et  de  la  sous-normale  polaires 

pour  le  cercle  (/•  =  a  cosp),  la  spirale  d'Archimède,  la  spirale  hyperbo- 
lique, le  lituus  (r^p  —  <?),  et  généralement  pour  la  spirale  r  =  apn,  la 
cardioïde  r  =  a (i  -f-  cos/^),  la  conchoïde. 
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13.  Exprimer  en  coordonnées  polaires  la  sous-tangente,  la  sous-normale,  la 

tangente,  la  normale,  définies  pour  le  système  des  coordonnées  rectan- 
gulaires. —  Réciproquement,  exprimer,  en  coordonnées  rectangulaires, 
la  sous- tangente,  la  sous-normale,  etc.,  définies  pour  le  système  des 
coordonnées  polaires. 

14.  Trouver  les  points  d'inflexion  d'une  courbe  rapportée  à  des  coordonnées 

polaires,  en  cherchant  le  maximum  ou  le  minimum  de  l'angle 

T=/j-4-9     [516]. 

15.  Points   d'inflexion    des    courbes    suivantes    :    i°    conchoïde;    1°   lituus; 
-  ;  40  y  =  xk  -+-  cfix-  —  bh .  Examiner,  pour  cette  der- 


3°.t=t — - 

y  2  x%  —  a 
nière,  le  cas  de  b 


16.  Rayon  de  courbure  delà  courbe  (épicycloïde)  représentée  par  les  équations 

t       ,    .    ft       t 
b  sm  (  -  -+-  j 


x  =  (a  -+-  b)  sin 

y  ==  (  a  -+-  b)  cos b  cos  (  -  +  -  1 

J        x  '        a  \a       b) 


Déduire  de  là  les  rayons  de  courbure  de  la  cycloïde  et  de  la  développante 
du  cercle. 

17.  Démontrer  que,  dans  la  parabole,  le  rayon  de  courbure  en  un  point  quel- 

conque est  double  de  la  "portion  de  la  normale  en  ce  point  comprise 
entre  la  courbe  et  la  directrice. 

18.  Dans  la  cycloïde,  la  somme  des  carrés  du  rayon  de  courbure  en  un  point  et 

de  l'arc  compris  entre  ce  point  et  le  sommet  de  la  courbe  est  constante. 
—  Étendre  cette  propriété  aux  épicycloïdes. 


19.  Développées  des  courbes  suivantes 

(  1  )  Lemniscate,  r2  =  cfi  cos  ip. 

(2)  Cissoïde. 

(  3  )  Logarithmique,  y  =  anx. 

(4)  Cycloïde. 

(5)  Épicycloïde,  hypocycloïde. 

(6)  Cycloïde  allongée  ou  raccourcie. 

(7)  ïm  ~x- 

20.  Développantes  des  courbes  suivantes 

(1)  y  =  ax. 

(2)  y  —  ax3. 


(8)  rm=  ap. 

(9)  Chaînette. 

(10)  Tractoire. 

(11)  Spirale  logarithmique. 

(12)  x*  -+-jr3  =  a3 . 

'i3)  xj-=a2,  en  coordonnées  obli- 
ques. 
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(3)  x2  -+- y2  =  a}  ,  en  commençant  le  développement  à  partir  du  point  pour 

lequel  x  =  y. 

(4)  Cycloïde,  à  partir  du  point  de  rebroussement. 

(5)  Épicycloïde. 

21.  Courbes  parallèles  à  l'ellipse,  à  la  courbe  (3)  de  l'exercice  précédent. 

22.  Trouver,  par  l'analyse  ordinaire,  les   développées  imparfaites  pour  les 

exemples  du  n°  615. 

23.  Lieu  du  sommet  d'un  angle  dont  un  côté  passe  par  le  centre  d'un  cercle, 

tandis  que  l'autre  est  tangent  à  la  développante  du  cercle. 

24.  Enveloppe  de  la  perpendiculaire  à  l'extrémité  du  rayon  vecteur  d'une  courbe 

donnée.  Calculer  la  distance  des  points  correspondants  des  deux  courbes. 
—  Application  à  la  courbe  j2  =  ax.  —  Quelle  est  la  courbe  pour  laquelle 
l'abscisse  d'un  point  de  l'enveloppe  varie  proportionnellement  à  celle  du 
point  correspondant  de  la  courbe? 

2  j.  Enveloppe  des  cercles  ayant  pour  diamètres  les  cordes  d'un  cercle  donné 
menées  d'un  même  point  de  ce  cercle.  —  Enveloppe  des  cercles  ayant 
pour  diamètres  les  cordes  de  la  première  enveloppe  partant  du  même 
point.  —  On  cherchera  de  même  l'enveloppe  des  cercles  décrits  sur  les 
cordes  de  la  seconde  enveloppe,  et  ainsi  de  suite.  Si  l'on  continue  indé- 
finiment cette  opération,  quelle  sera  la  limite  de  cette  série  d'enveloppes  ? 

26.  Lieu  des  centres  et  enveloppe  des  cercles  qui  interceptent,  des  longueurs 

constantes  sur  un  cercle  donné  et  sur  une  droite  donnée. 

27.  Enveloppe  de  la  droite  qui  joint  un  point  d'une  cycloïde  au  centre  corres- 

pondant du  cercle  générateur. 

28.  Enveloppe  d'une  corde  qui  retranche  de  la  parabole  y-  —  ax  un  segment 

d'aire  constante. 

29.  Enveloppe  de  la  droite 

x  cos  3  x  -f-  y  sin  3  x  =  a  (  cos  2a)2, 
a  étant  un  paramètre  variable. 

30.  Enveloppe  d'une  droite  de  longueur  constante,  s'appuyant,  par  ses  extré- 

mités, sur  deux  courbes  données.  —  Cas  où  ces  deux  courbes  deviennent 
deux  droites  non  situées  dans  le  même  plan. 

31.  Enveloppe  d'un  cercle  de  rayon  donné,  dont  le  centre  se  meut  sur  une 

courbe  donnée. 

32.  Discuter  l'application  de  la  règle  pour  trouver  l'enveloppe,  dans  le  cas  de 

la  courbe  donnée  par  l'équation  Cj  —  ey/x~a  =  o. 
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33.  Enveloppe  d'un  cercle  passant  par  un  point  fixe,  tandis  que  son  centre  se 
meut  sur  une  courbe  donnée.  —  Exemples  :  La  courbe  donnée  est  i°  une 
ellipse,  20  une  spirale  logarithmique. 


34.  Enveloppe  de  la  courbe 

assujettis  à  la  condition  (  - 


1,  les  paramètres  a,   S  étant 


3o.  Enveloppe  et  équation  différentielle  des  courbes  représentées  par  l'équa- 
,77 
tion  y  =  a.  Ch  -  >  a  étant  un  paramètre  variable.  —  Enveloppes  des  courbes 

(1)  (*2  +j* - «2)  [f-  -  acj:)  +  v {x*  - fl«)  =  o, 

C  étant  un  paramètre  variable. 
36.  Points  singuliers  des  courbes  suivantes  : 


O  [y- **)*  =  **. 

2)  y  =  b  ±  (.r  —  «)  y„c  —  c. 


(  3  )  y  —  x  \J  x  -v-  c 

[4)y*  =  x*  +  {b-c)x*- 

(5)/=J  +  c(j;  —  «)'". 
Ex.  :  /w  =  9  et  =  ~ 


bcx, 


(8)  {x*+y*)2=a>(x>--yï). 

(9)  (««*»+-  £«7*  —  C*)B 

-H  17  (fi  b2  c'+ x^  y%  —  o, 
c2  =  «2  —  è2.  (  Développée  de 
l'ellipse.) 

(10)  Développée  de   l'hyperbole. 
(Changer,  dans  l'exemple  ci- 
dessus,  &  en  />/.) 

6)  [y  —  x  —  x^)-  =  x°.  ( £  1  )  4og6«3.r-f-ii52rt2j'2-i-27i74=o. 

7)  Cissoïde.  (Développée  de  la  cissoïde.) 

37.  Radiales.  —  Si  l'on  nomme  radiale  d'une  courbe  donnée  la  courbe  dont  le 
rayon  vecteur  est  égal  et  parallèle  au  rayon  de  courbure  de  la  courbe 
donnée,  déterminer  les  radiales  des  courbes  suivantes  : 

(  1  )  Cycloïde. 


(2)  Courbes  du  second  degré. 
(  3  )  Logarithmique. 

(4)  y*  =  axs. 

(5)  Lemniscate. 

(6)  Cardioïdw. 

(7)  ay*  =  û". 

i+I 
(  8  )  x  =  ae 

(9)  y"i  =  a"1-1  x. 

111 

(10)  x2  -hy'2  =  a2 . 


(n)  ea  =Th-- 


(12)  .z  h-  j-  =  «  tang  -  • 
(  1 3  )  x-hy  —  a  log  '-  • 

(14)  x  -+-  jr  =  ffe0  . 

(  1 5  )  a-  -1-  j-  =  «  Ch  -  - 

(16)  /=  e'angx< 

■*— r 

(17)  y=e  y  • 

(18)  sin--  =  -- 
v      '  a       a 

(19)  tang  -  =  -• 
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38.  Trouver  la  courbe  dont  la  radiale  est  représentée  par  l'une  des  équations 
suivantes,  où  rs  —  t  h —  est  égal  à  l'angle  du  rayon  de  courbure  avec 
l'axe  des  x  ■. 

(1)  xj=  n2. 

(2)  psin-rs  —  4«cosw. 

(3)  p  sin3w  =  ia. 

(4)  p  =  «  coter. 

(5)  p  COSC7  =   2(7. 

(6)  p  COS2cr  =  ia. 


j)  j  =  «tang 


a 


8)  y  =  «  sec-' 
\    1  j  a 

(9)    p  =  «CT. 

;io)  p  ==  ^"CT. 

u)  p  =  rt  sin  «  cr 


39.  Étant  donnée  l'équation  de  la  radiale  p  =  ?(*?),  on  a,  à  cause  de  rs  =  r 


+--} 


r/.v 

du 


d'où 


et,  par  suite, 


,te 
dx 


?)=/> 


s=ff[r)dr, 


ce  qu'on  appelle  l'équation  intrinsèque  de  la  courbe.  —  Application  i°  à 
la  parabole,  20  à  la  chaînette,  3°  à  la  parabole  semi-cubique  j2  =  ax*. 

40.  Roulettes.  —  Une  courbe  C  roule  sans  glisser  sur  une  courbe  fixe  C, 
prise  pour  base.  On  donne  le  nom  de  roulette  au  lieu  décrit  par  un 
point  p.,  invariablement  lié  à  la  courbe  C. 
Supposons  la  courbe  G  déterminée  par  une  équation  entre  les  coordonnées 
polaires  r,  p,  ayant  pour  pôle  le  point  décrivant  pt.  et  pour  origine  des 
angles  une  droite  invariablement  liée  à  C.  Soient  de  plus,  par  rapport  à 
des  axes  rectangulaires  fixes,  x,  y  les  coordonnées  du  point  de  contact 
de  C  et  de  C,  et  Ç,  -n  les  coordonnées  du  point  décrivant  p..  Ces  dernières 
seront  déterminées  par  les  équations 

(!)     CdS=  f   s/dr*  -+■  /-2  d}P-  =  Ç    s/d.v*  -+-  dj*  =  fds, 

(2)  %  =  x  —  rcos[r,x),     yi  —  y  —  /-cos(r,jr), 

7- 
ou,  à  cause  de  (r,  x)  =  0  —  T,  (/',/)  =  (/•,  x)  ■+-  -  , 

(2)'  Ç  =  x—  /-cos(0  —  T),    n  =j-H/-sin(0  — T), 

0  et  T  étant  les  angles  que  fait  la  tangente  commune  aux  deux  courbes 
avec  le  rayon  r  et  avec  l'axe  Ox,  d'où 

(r,*)  =  0-T,    dP=-d(B-T), 


et 


dr  .    .        rdp  _       f/r 

COS<9  =  -75-7       Sin9  =  — T5-J       COST^-t-: 

r/S  «S  ai- 


sinT 


ds' 
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On  en  tire  aisément 

rfÇcos(9  —  T)  —  rAîSin(9  —  T)  =  o. 

Donc  le  rayon  mené  du  point  décrivant  au  point  de  contact  des  deux 
courbes  est  normal  à  la  roulette.  —  C'est  ce  qu'on  peut  démontrer  aisé- 
ment par  la  Géométrie.  —  Détermination  du  rayon  de  courbure  de  la 
roulette. 

41.  Application  à  la  cycloïde  ordinaire,  à  la  cycloïde  allongée  ou  raccourcie,  à 

l'épicycloïde,  à  l'hypocycloïde,  au  lieu  du  foyer  ou  du  sommet  d'une  para- 
bole roulant  sur  une  tangente  ou  sur  une  parabole  égale,  au  lieu  du  foyer 
d'une  ellipse  roulant  sur  une  droite  fixe,  etc. 

Cas  général  où  la  courbe  mobile  est  égale  à  la  courbe  fixe.  —  Application 
à  deux  ellipses  égales. 

Cas  où  la  courbe  fixe  est  une  ligne  droite. 

Roulette  décrite  par  le  centre  d'un  cercle  entraîné  par  sa  développante, 
celle-ci  roulant  sur  une  droite  fixe. 

Roulette  décrite  par  le  pôle  d'une  spirale  i°  hyperbolique,  i°  logarithmique, 
roulant  sur  une  droite  fixe. 

42.  Droite  roulant  sur  une  courbe.  Lieu  d'un  point  de  la  droite.  Cas  où  la  courbe 

est  une  parabole.  —  Cas  où  la  courbe  est  un  cercle.  Lieu  d'un  point  lié 
invariablement  à  la  droite. 

43.  Enveloppe  d'une  courbe  roulant  sans  glisser  sur  une  courbe  fixe.  —  Appli- 

cation aux  exemples  précédents  (1). 

44.  Trajectoires  (2).  —  Trouver  les  trajectoires  orthogonales  des  lignes  du 

second  ordre  semblables,  ayant  un  de  leurs  axes  situé  sur  une  même 
droite,  et  se  coupant  toutes  en  un  même  point,  réel  ou  imaginaire. 

43.  Trajectoires  orthogonales  d'une  courbe  donnée  qui  se  transporte  de  manière 

que  tous  ses  points  décrivent  des  droites  parallèles.  —   Exemples  : 

x 
i°y=Cxn,  2°j=C.Ch-r;  (3),  mobiles  l'une  et  l'autre  parallèlement 

aux  j;  3°  cycloïde  mobile  parallèlement  à  la  base. 

46.  Trajectoires  orthogonales  d'une  courbe  donnée,  mobile  dans  son  plan  autour 

d'un  point  fixe.  —  Exemples  :  i°  Parabole  tournant  autour  de  son  foyer; 
2°  spirale  rn  =  C"p  tournant  autour  de  l'origine. 

47.  Trajectoires  obliquangles  d'une  série  de  courbes. homothétiques.  —  Exem- 


(')  On  pourra  traiter  ces  divers  problèmes  par  la  méthode  des  équipollences. 

(2)  Voir  n°  616.  Traiter  ces  questions  par  la  méthode  ordinaire  et  par  celle  des 
équipollences.  —  On  posera  au  moins  l'équation  différentielle,  sauf  à  l'intégrer  plus 
tard. 

(3)  C  étant  le  paramètre  variable. 
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pies  :  i°  ellipses  concentriques;  1°  paraboles  de  même  foyer;  3°  coniques 
ayant  un  foyer  commun;  4°  cercles  ayant  même  centre  de  similitude. 

48.  Trajectoires  orthogonales  des  courbes  suivantes  : 

/ x\n      ( r\" 
i°  y  =  Cr";  a0  (  p  )    -+-  (  j  )    =  i  [Ex.  :  n  =  2];  3°  ellipses  confocales; 

4°  coniques  circonscrites  à  un  même  rectangle. 

49.  Trajectoires  obliquangles  des  courbes  i° y  —  C :r,  i°  r  =  CenP,  3°  j2  —  C.r, 

4°  j2  =  i  C  x  —  x- ,  5°  x-  -t-  j2  =  C . 

50.  Trouver  une  trajectoire  telle  qu'en  chacun  de  ses  points  de  rencontre  avec 

la  courbe  variable  les  longueurs  des  tangentes  [509]  aux  deux  courbes 

aient  entre  elles  une  relation  donnée  r>~r—  <p  (  y  -j-  )  •  Exemple  :  la  pa- 
rabole  a«(j  -+-  C)  =  x2,  avec  la  relation  r,—  =  ny-j-' 

5J .  Trouver  une  trajectoire  telle  que  l'angle  qu'elle  fait  avec  chaque  courbe 
qu'elle  traverse  soit  partagé  en  deux  parties  égales  par  l'ordonnée  du 
point  d'intersection.  —  Exemple  :  y~  Cr",  se  transportant  parallè- 
lement à  l'axe  des  y. 

52.  Équation  des  lignes  qui  coupent  une  série  de  droites  parallèles  sous  un  angle 

dont  la  tangente  trigonométrique  soit  égale  à  l'abscisse  du  point  d'in- 
tersection. 

53.  Caustiques.  — ■  On  appelle  ainsi  l'enveloppe  des  rayons  partis  d'un  même 

point  lumineux  et  réfléchis  ou  réfractés  par  une  courbe  donnée,  que  nous 
supposerons  située  dans  un  même  plan  que  les  rayons. 
Trouver  l'équation  générale  des  caustiques  par  réflexion  et  celle  des  caus- 
tiques par  réfraction.  Comment  la  première  peut-elle  se  déduire  de  la 
seconde?  —  Cas  d'un  point  lumineux  à  l'infini  sur  l'axe  des  x. 

5i.  Caustiques  par  réflexion  :  i°  d'une  parabole  y%  =  iax\  %°  d'un  cercle 
,r2  h-  j2  =  <72,  pour  un  point  lumineux  à  l'infini  sur  l'axe  0.r;  3°  du  foyer 
d'une  ellipse;  4°  d'un  point  de  la  circonférence  d'un  cercle  ;  5°  des  rayons 
perpendiculaires  à  la  base  d'une  cycloïde. 

55.  Caustique  par  réfraction  d'une  ligne  droite. 

56.  Étant  donnés  deux  points  A,  B,  trouver  une  courbe  telle  qu'elle  réfracte 

(ou  réfléchisse)  tous  les  rayons  partis  de  A,  de  manière  qu'ils  aillent  tous 
passer  par  B  après  la  réfraction  (ou  la  réflexion). 

57.  Trouver  une  courbe  telle  que  l'angle  0  de  la  tangente  avec  le  rayon  vecteur 

soit  une  fonction  donnée  de  l'angle  polaire  p.  —  Exemples  :  9  =  a,  p, 
ip,  np. 
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58.  Trouver  une  courbe  telle  que  l'accroissement  de  l'angle  de  la  tangente  avec 

l'axe  des  x  soit  proportionnel  à  l'accroissement  de  l'abscisse. 

59.  Trouver  la  courbe  pour  laquelle  la  projection  de  la  tangente  sur  le  rayon 

vecteur  est  constante. 

60.  Trouver  la  courbe  pour  laquelle  la  podaire  de  l'origine  est  un  cercle. 

61.  Trouver  la  courbe  qui  a  une  courbe  donnée  pour  le  lieu  des  extrémités  de 

sa  sous-tangente  polaire  (  Exemples  :  r  —  — —  ,  r  ~  ■ )  ou  de 

\  cos/?  1  -+-  e  cos/7  / 

sa  sous-normale  polaire  (  Exemples  :  r  =  — — ,  r  = )  • 

r  V  sin/>>  i-i-  cos/j/ 

62.  Déterminer  une  courbe,  étant  donné  le  lieu  du  milieu  de  la  normale  po- 

ds 
laire  N  =  -r-  •  —  Cas  où  ce  lieu  est  une  perpendiculaire  à  l'axe  des  x. 

63.  Étant  donnée  une  conique  C,  trouver  toutes  les  coniques  C  qui  coupent  C  à 

angles  droits  aux  quatre  points  où  elles  la  rencontrent. 


IL 

1 .  Appliquer  les  théories  exposées  dans  le  Chapitre  II  à  l'étude  des  courbes 

suivantes  : 

(  1  )  x2  -t-  j"2  =  a-,    j2  -+-  z2  =  b2. 

(  2 )  ax  =  j2  -t-  z2,     by2  =  .r2  -t-  32. 

(3)  62(rt2  —  x*)  =  cfl  (j24-  s2),     fl2J2  =  fc(ax  —  o;ï). 

(  4  )  a  x  =  f-  -i-  z2 ,     a  y  =  x% . 

(5)  y3=x2z,     xy=az. 

(6)  y*=x*{z-f),     ay=&. 

(7)  ax  =  y"-,     by=  z2. 

(8)  ax=yî,     z2-i-j2=  o2. 

(  9  )  ^  -+-  f~  —  a2i    a%r2  =  (l' z%  —  J2 z~ • 
(10)   (a—  x)-y-  =  x3,     cfi  =  yz. 
(tï)  A'2—  c?-  =  j2,     j2  —  a2  =  z2. 

2.  Développer  sur  le  plan  des  zx  (en  développant  [  7-19  J  le  cylindre  qui  les 

projette  sur  l'un  ou  sur  l'autre  des  deux  autres  plans  coordonnés)  les 
courbes  représentées  par  les  équations 

(  i  )  ax  =  j2,  j2  -+-  z2  —  a2. 

(i)  ay  =  z2,  ax3=z'*. 

(3)  ax  =  y-,  y6  —  6a2 y'*  -+-  iia'+y*1  —  8«6  —  g«4z2. 

H.  —  Cours  de  Calcul  infin.,  II.  lo 
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3.  Courbes  décrites  à  l'aide  d'un  compas  sur  les  surfaces  suivantes  : 
(  i  )  j2  -4-  z2  =  a2. 

(2)  z2  =  ?ixy. 

(3)  Cône  oblique  à  base  circulaire. 

4.  On  donne  un  point  A  sur  l'axe  des  x,  une  courbe /(j,  z)  —  o  sur  le  plan 

des  yz,  et  l'on  prolonge  toutes  les  droites  AM  menées  à  cette  courbe 
d'une  longueur  constante.  Équations  du  lieu  des  extrémités.  —  Exemple  : 
ay  =  z2. 

5.  En  chaque  point  d'un  cercle,  on  élève  sur  le  plan  de  ce  cercle  une  perpen- 

diculaire égale  à  la  sous-tangente  correspondante,  le  cercle  étant  rap- 
porté à  deux  diamètres  rectangulaires.  Lieu  des  extrémités  de  ces  per- 
pendiculaires. 

G.  Une  génératrice  d'un  cône  de  révolution,  se  mouvant  uniformément  sur  la 
surface,  est  parcourue  par  un  point  mobile  suivant  une  loi  donnée. 
Étudier  la  courbe  que  décrit  ce  point.  —  Exemples  :  i°  le  point  se  meut 
uniformément  ;  1°  il  a  un  mouvement  uniformément  accéléré  ;  3°  la  courbe 
coupe  la  génératrice  sous  un  angle  constant. 

7.  Sur  un  cône  de  révolution  de  o"',73  de  hauteur,  on  enroule  un  fil  auquel 

on  donne  la  forme  d'une  spirale  conique  à  spires  équidistantes,  le  nombre 
de  ces  spires  étant  de  3o,  du  sommet  jusqu'à  la  base,  et  la  distance  entre 
deux  spires,  comptée  sur  la  génératrice,  étant  de  om,o3.  Quelle  est  la  lon- 
gueur du  fil? 

8.  Lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées  d'un  point  donné  sur  l'axe 

des  y  à  la  surface  ax  =  y2  -+-  z2. 

9.  Une  courbe  C  étant  tracée  sur  une  surface  donnée,  on  mène  la  surface 

développable  tangente  à  la  surface  donnée  suivant  cette  courbe,  puis  on 
développe  sur  un  plan  la  surface  développable  avec  la  courbe  C.  Soient  R 
le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  C  dans  l'espace,  p  le  rayon  de  courbure 
de  cette  courbe  après  le  développement,  i  l'angle  du  plan  osculateur  de 
la  courbe  dans  l'espace  avec  le  plan  tangent  à  la  surface  au  même  point  : 
démontrer  que  l'on  a  R  =  p  cos/. 

10.  Les  lignes  de  courbure  du  cône  ax'1  -+-  byn  -+-  czn  =  o  sont  les  génératrices 

d'une  part,  et  de  l'autre  les  courbes  d'intersection  du  cône  avec  des 
sphères  décrites  du  sommet  comme  centre. 

11.  Un  cylindre  ayant  pour  section  droite  la  courbe /( x,  y)  =  o,  une  courbe 

donnée  se  meut  de  manière  qu'un  de  ses  points  décrive  l'axe  des  x  et 
que  son  plan  soit  toujours  normal  à  la  courbe  f{x,y)  =  o.  Lieu  de  l'in- 
tersection de  cette  courbe  avec  le  cylindre.  —  Exemples  :  Équation  du 
cylindre  ax—  y2;  équation  de  la  courbe  mobile  (rapportée  à  son  plan) 
ùx=  z2. 


LIVRE    III.    —    EXERCICES.  275 

12.  Trouver,  sur  un  cylindre  de  révolution,  l'équation  différentielle  des  courbes 

qui  ont  un  rayon  de  courbure  constant. 

13.  a,  b,  c  étant  les  cosinus  des  angles  que  la  tangente  à  une  courbe  fait  avec 

les  axes  coordonnés  ;  /,  m,  n  les  cosinus  des  angles  de  l'axe  du  plan  oscu- 
lateur  avec  les  mêmes  axes  ;  p  et  /•  les  rayons  de  première  et  de  seconde 
courbure,  démontrer  les  relations 

dn        db        de       r 
(Il        dm       dn       p 

14.  Conclure  de  là  que  l'hélice  est  la  seule  courbe  pour  laquelle  le  rapport  -  est 

o 

constant,  et  que  l'hélice  à  base  circulaire  est  la  seule  courbe  pour  laquelle 
p  et  /•  soient  constants. 

Jd.  Si  une  courbe  non  plane  a  son  rayon  de  courbure  constant,  le  lieu  de  ses 
centres  de  courbure  a  aussi  son  rayon  de  courbure  constant,  et,  de  plus, 
la  première  courbe  est  le  lieu  des  centres  de  courbure  de  la  seconde. 

16.  Étant  donnée  l'équation  f[x:  j,  z)  =  o  d'une  surface,  trouver  le  lieu  du 

milieu  de  la  portion  de  la  normale  en  chaque  point  de  la  surface  qui  est 
comprise  entre  la  surface  et  le  plan  des  xy.  —  Application  aux  surfaces 
du  second  degré. 

17.  Conditions  pour  qu'un  cône  du  second  degré 

ax-  -+-  by-  -t-  cz%  —  o 

soit  tangent  à  un  plan 

ax  ■+■  P)'  ■+■  7Z  =  o. 

18.  Équation  d'un  conoïde  droit  [1011]  exprimée  au  moyen  des  coordonnées  /•, 

p,  s,  en  posant  x  =  rcosp,  y=  r<àmj>.  —  Former  l'équation  aux 
rayons  de  courbure  principaux  dans  ce  système  de  coordonnées. 

19.  Étudier  les  surfaces  de  révolution  engendrées  par  une  parabole  tournant 

i°  autour  de  sa  tangente  au  sommet,  2°  autour  de  sa  directrice,  3°  autour 
d'un  quelconque  de  ses  diamètres. 

20.  Étude  du  tore  [765]. 

21.  Étude  de  la  surface  engendrée  par  la  révolution  d'une  hyperbole  équilatère 

ou  quelconque  autour  de  ses  asymptotes. 

22.  On  appelle  binormale  la  perpendiculaire  menée  par  un  point  d'une  courbe 

à  son  plan  osculateur.  Étudier  le  lieu  des  binormales  à  l'hélice. 

23.  Étude  de  la  surface  xyz  ~  a3. 

.8. 
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24.  Le  cercle  oscillateur  d'une  courbe  située  sur  une  sphère  est  situé  lui-même 
sur  la  sphère. 

23.  Entre  les  rayons  de  courbure  et  de  torsion  d'une  courbe  sphérique,  on  a  la 
relation 

p2  +  r2  tB  =  const- 

26.  Trouver,  sur  une  sphère,  une  courbe  de  courbure  constante. 

27.  Intersection  d'un  cylindre  de  révolution  avec  une  sphère  ayant  son  centre 

sur  la  surface  du  cylindre.  —  Équation  de  la  courbe  dans  laquelle  elle  se 
transforme  par  le  développement  du  cylindre  sur  un  plan. 

28.  Sur  une  surface  donnée,  tracer  une  courbe  telle  que  son  arc  croisse  propor- 

tionnellement à  l'accroissement  de  l'une  des  coordonnées  rectangulaires, 
de  z  par  exemple,  de  sorte  que  l'on  ait,  a  étant  une  constante, 


yjdx*1  -r-  dy*  -+-  dz'2  =  adz. 

29.  Lignes  de  courbure  d'une  surface  de  révolution. 

30.  Étude  de  la  surface  de  révolution  engendrée  par  la  tractoire  tournant  autour 

de  son  asymptote.  Mesure  de  la  courbure  de  cette  surface. 

31.  On  prend  pour  axes  des  coordonnées  sphériques  deux  grands  cercles  AX, 

AY,  rectangulaires  entre  eux,  et  ayant  pour  pôles  respectifs  les  points  Y 
et  X.  La  position  d'un  point  M  de  la  surface  sphérique  est  déterminée 
par  les  points  d'intersection  P,  Q  des  arcs  (de  grands  cercles)  YMP, 
XMQ  avec  les  arcs  AX,  AY  (les  distances  étant  comptées  soit  de  o  à  ±  n-, 
soit  de  o  à  z-k).  Si  l'on  pose  tangAP=  X,  tangAQ  =  Y,  quelles  seront, 
dans  ce  système,  les  équations  i°  d'un  arc  de  grand  cercle,  20  d'un  arc 
de  petit  cercle  (dans  diverses  positions),  d'une  conique  sphérique,  d'une 
loxodromie,  d'une  cycloïde  sphérique,  etc.  ?  —  Expressions  de  l'élément 
d'arc  et  de  l'élément  superficiel  en  fonction  des  coordonnées  sphériques 
rectangulaires  X,  Y.  Application  au  problème  de  Viviani,  à  la  loxo- 
dromie, etc.  —  Traiter,  sur  la  sphère,  les  problèmes  analogues  à  ceux  qui 
ont  été  traités  au  Chapitre  I,  relativement  aux  courbes  planes  (  tangentes 
et  normales,  rayon  et  cercle  de  courbure,  développées,  enveloppes,  etc.). 

32.  Étudier  la  courbe  [loxodromie)  qui  coupe  tous  les  méridiens  d'une  sphère 

sous  un  angle  constant.  —  Construction  des  cartes  réduites ,  ou  repré- 
.  sentation  sur  un  plan  des  divers  points  de  la  sphère,  de  manière  que  les 
points  d'une  même  loxodromie  soient  situés  en  ligne  droite.  Longueur,  sur 
la  carte  réduite,  du  degré  de  latitude  à  partir  d'une  latitude  donnée.  — 
Expression,  au  moyen  de  la  longitude  et  de  la  latitude,  des  coordonnées 
rectangulaires  d'un  point  de  la  carte  réduite,  et  vice  versa. 
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33.  Longueur  d'un  voyage  de  Hollande  à  Batavia,  suivant  des  arcs  de  loxodroraie 

ayant  pour  extrémités  les  points  suivants  : 

Longitude.  Latitude. 

Kijkduin 4.43.26  E.  52.57.6  N. 

Rio-Janeiro 43-    1         0.  22.54       S. 

Ile  Amsterdam 77-52         E.  37.54       S. 

Batavia io6.54-3o  E.  6.12       S. 

34.  En  prenant  pour  coordonnées  sphériques  la  distance  sphérique  r  d'un  point  M 

au  pôle  fixe  P  et  l'angle  p  que  fait  l'arc  de  grand  cercle  PM  ou  r  avec  un 
demi-grand  cercle  fixe  partant  du  point  P,  étudier  les  courbes  repré- 
sentées par  les  équations 

r  =  ap,     (a  =  i,  2,  J,  • 

a 
?'=—-,        r  =n  aenP. 

P 

r=asmp,    r  =  a  log/?. 

—  Expressions  de  l'élément  d'arc  et  de  l'élément  d'aire. 

35.  Problème  de  Viviani.  —  Sur  un  rayon  OA  d'une  sphère  donnée,  pris  comme 

diamètre,  on  décrit  un  cercle,  sur  lequel  on  élève  un  cylindre  droit. 
Étudier  la  courbe  d'intersection  de  la  sphère  et  du  cylindre,  rapportée 
aux  divers  systèmes  de  coordonnées.  —  Calculer  l'aire  de  la  portion  de 
sphère  restée,  en  dehors  du  cylindre ,  et  l'aire  de  la  portion  de  surface 
cylindrique  comprise  à  l'intérieur  de  la  sphère. 


III. 

1 .  Rectification  des  courbes  suivantes  : 

(1)  2(a2-f-.r2)2  =  3fl2j. 

(2)  ax=f~,    iLZ2  =  J3. 


(3)  j2  —  11C-  =  y/ga**2,    az  —  Y1. 

(/l)  <7j-x2,    (x  —  a)?>  =  yftz2. 

2.  Aire  de  la  portion  de  l'ellipse  «2j2  =  ^(lax  —  #2)  comprise  dans  l'inté- 

rieur de  la  parabole/2  =  ex.  —  Exemple  ;  a  =  16,  £  =  8,  c  =  4- 

3.  Aire  comprise  entre  la  parabole  et  sa  développée. 
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4.  Quadrature  des  courbes  suivantes  : 

(1)  Spirale  hyperbolique. 

(2)  Lituus,  f2p  =  o2. 

2         JL         2. 

(3)  x3  +j3  =  a:i. 

5.  Rectification  des  courbes  suivantes  : 

(1)  j  =  nx11.  Dans  quel  cas  l'arc  est-il  une  fonction  algébrique  de  l'ab- 

scisse ? 

(2)  Cissoïde. 

(3)  Logarithmique. 

(4)  Chaînette. 

G.  Rectification  et  quadrature  des  courbes  suivantes  : 

(1)  Développante  du  cercle. 

(2)  Épicycloïde  et  hypocycloïde. 

(3)  Chaînette. 

7.  Relation  entre  l'arc  d'une  courbe  et  l'arc  correspondant  de  sa  caustique. 

3.  Si  deux  tangentes  à  la  cycloïde  comprennent  entre  elles  un  angle  constant, 
leur  somme  est  dans  un  rapport  constant  avec  l'arc  de  courbe  compris 
entre  leurs  points  de  contact. 

9.  Une  courbe  étant  rapportée  à  des  coordonnées  polaires,  trouver  le  maximum 
ou  le  minimum  :  i°  de  l'aire  (ou  de  l'arc)  d'un  secteur  compris  entre  deux 
rayons  vecteurs  dont  la  somme  est  donnée;  20  de  l'aire  d'un  secteur  dont 
l'arc  a  une  longueur  donnée  ;  3°  de  l'aire  (ou  de  l'arc)  d'un  secteur  dont 
les  rayons  comprennent  un  angle  donné. 

10.  Aire  comprise  entre  une  ellipse  et  sa  développée. 

11.  Aire  comprise  entre  deux  cissoïdes  de  môme  cercle  directeur  et  tournées 

en  sens  inverse,  de  manière  que  chacune  ait  son  point  de  rebroussement 
sur  l'asymptote  de  l'autre. 

x'1       r2 

12.  Aire  comprise  entre  l'ellipse  —  -f-  —  =  1  et  la  parabole/2  =  -xcx. 

13.  Relation  entre  l'arc  d'une  courbe  donnée  et  l'arc  correspondant  d'une 

courbe  parallèle.  —  Aire  comprise  entre  ces  deux  courbes  et  deux  nor- 
males communes. 

14.  Un  segment  de  parabole,  compris  entre  la  courbe,  son  axe  et  une  ordonnée 

perpendiculaire  à  l'axe,  tourne  autour  de  la  tangente  à  la  parabole  menée 
par  l'extrémité  de  cette  ordonnée.  Calculer  le  volume  engendré. 
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15.  Volume  engendré  par  la  révolution  autour  de  l'axe  des  x  d'une  courbe  rap- 

portée à  des  coordonnées  obliques  dont  l'angle  est  9.  —  Mesure  de  l'aire 
de  la  surface  engendrée.  —  Exemples  :  i°  ellipse  rapportée  à  deux  dia- 
mètres conjugués;  1°  parabole  rapportée  à  un  diamètre  quelconque; 
3°  hyperbole  rapportée  soit  à  deux  diamètres  conjugués,  soit  à  ses  asym- 
ptotes. 

16.  Volumes  engendrés  :  i°  par  une  conchoïde  tournant  autour  de  son  axe  de 

symétrie;  a°  par  une  cissoïde  tournant  autour  soit  de  son  axe  de  symé- 
trie, soit  de  son  asymptote,  soit  de  la  parallèle  menée  par  le  sommet  à 
l'asymptote;  3°  par  une  cardioïde  tournant  autour  de  son  axe  de  sy- 
métrie. 

17.  Volume  de  la  portion  d'un  tronc  de  cylindre  de  révolution  comprise  entre 

deux  plans  passant  par  l'axe. 

18.  Partager  le  volume  d'un  cône  de  révolution  en  deux  parties  équivalentes 

par  un  plan  parallèle  à  une  génératrice. 

19.  Étant  donné  un  segment  d'hyperbole  compris  entre  deux  ordonnées  perpen- 

diculaires à  l'axe  transverse,  calculer  le  volume  engendré  par  le  segment 
tournant  autour  de  Tune  de  ces  ordonnées.  —  Exemple  :  ia  =  io, 
%b  =  8,  les  ordonnées  répondant  à  x  =  a  et  à  x  =  ia. 

20.  Problème  analogue  pour  la  parabole  j2  =  ikx.  —  Exemple  :  x  =  c  et  $c. 

Déterminer  c  de  manière  que  la  différence  des  volumes  obtenus  en  faisant 
tourner  le  segment  successivement  autour  de  chacune  des  deux  ordon- 
nées soit  égal  à  imc,  le  paramètre  ik  étant  égal  à  9™. 

21.  Volume  compris  entre  deux  cylindres  droits  dont  les  bases  sont  des  para- 

boles situées  dans  deux  plans  perpendiculaires,  de  telle  sorte  que  l'axe 
de  l'une  soit  la  tangente  au  sommet  de  l'autre,  la  distance  des  deux  som- 
mets étant  donnée. 

22.  Une  sphère  de  rayon  a  est  coupée  par  une  surface  prismatique  ayant  pour 

base  un  carré  de  côté  ib.  Calculer  la  surface  sphérique  et  le  volume  in- 
terceptés par  le  prisme. 

23.  Une  sphère  coupe  un  cylindre  de  révolution.  Prouver  que  la  surface  totale 

de  la  portion  de  cylindre  intérieure  à  la  sphère  est  égale  au  produit  du 
diamètre  du  cylindre  par  le  périmètre  d'une  ellipse  ayant  pour  axes  les 
segments  maximum  et  minimum  interceptés  par  la  sphère  sur  les  géné- 
ratrices du  cylindre. 

24.  Une  génératrice  d'un  cône  circulaire  droit  faisant  une  révolution  entière 

pendant  qu'un  point  mobile  parcourt  cette  génératrice  d'une  extrémité  à 
l'autre,  les  deux  mouvements  étant  uniformes,  déterminer  dans  quel  rap- 
port la  courbe  décrite  partage  la  surface  latérale  du  cône. 
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25.  Volume  compris  entre  un  cylindre  f{x,y)  =  o,  un  cône  ayant  son  sommet 

à  l'origine  des  coordonnées,  un  plan  y=mx  et  le  plan  des  xy.  — 
Exemple  :  Le  cylindre  et  le  cône  se  coupent  suivant  la  courbe  ax  =  j2, 
ay=  z2. 

26.  Du  sommet  A  d'une  parabole  on  mène  une  corde  ANB  sous-tendant  l'arc 

AMB.  Un  carré,  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  l'axe  de  la  parabole, 
et  qui  a  son  côté  égal  et  parallèle  à  la  portion  MN  de  l'ordonnée  de  la 
parabole,  comprise  entre  la  corde  et  l'arc,  et  son  centre  au  milieu  de  MN, 
se  meut  d'une  extrémité  à  l'autre  de  cet  arc.  Calculer  le  volume  et  la 
surface  du  solide  engendré.  —  Problèmes  analogues  en  remplaçant  le 
segment  de  parabole  par  un  demi-cercle,  par  un  segment  de  cercle  quel- 
conque, par  l'espace  asymptotique  d'une  hyperbole  équilatère  ou  autre, 
par  un  segment  de  cycloïde,  etc. 

27.  Étant  donné  un  segment  ABC  compris  entre  une  parabole  AB,  sa  tangente 

au  sommet  AC  et  une  parallèle  BC  à  l'axe,  sur  chaque  portion  de  paral- 
lèle à  l'axe  comprise  entre  l'arc  AB  et  la  tangente  AC  on  construit  un 
rectangle  perpendiculaire  au  plan  de  la  courbe,  et  ayant  une  hauteur 
égale  à  la  portion  du  prolongement  de  sa  base  comprise  entre  l'arc  et  la 
corde  AB.  —  Volume  du  solide  engendré  par  ce  rectangle  variable.  — 
Même  problème  en  supposant  la  hauteur  du  rectangle  :  i°  propor- 
tionnelle à  sa  distance  au  sommet  A  ;  i°  proportionnelle  à  sa  distance  à 
la  droite  BC;  3°  égale  à  l'une  de  ces  deux  valeurs  augmentée  d'une  con- 
stante. 

28.  Volume  commun  à  deux  cônes  obliques  ayant  même  base  circulaire. 

29.  Un  cône  de  révolution  est  coupé  par  un  plan  faisant  avec  la  base  un  angle 

donné  et  passant  par  une  corde  donnée  de  cette  base.  Calculer  les  vo- 
lumes et  les  aires  des  deux  parties.  —  Cas  où  le  plan  est  perpendiculaire 
à  la  base. 

30.  Quelle  est  la  courbe  qui  engendre  par  sa  révolution  un  solide  dont  le  vo- 

lume soit  égal  à  la  portion  d'axe  interceptée,  multipliée  par  la  demi- 
somme  des  bases  circulaires? 

31.  Par  un  point  O  mener  une  courbe  OMP  satisfaisant  à  l'une  des  conditions 

suivantes  : 

(i)  L'aire  du  segment  OMP,  compris  entre  la  courbe,  l'abscisse  et  l'or- 
donnée, a  un  rapport  constant  avec  l'aire  du  rectangle  OPMQ  des 
coordonnées. 

(2)  Le  volume  engendré  par  la  révolution  du  segment  OPM,  autour  de0.r, 
a  un  rapport  constant  avec  le  volume  engendré  par  OPMQ. 

(  3  )  La  surface  engendrée  par  la  révolution  de  l'arc  OM  autour  de  O x  a  un  rap- 
port constant  avec  la  surface  engendrée  par  la  parallèle  QM  à  l'axe  Ox. 
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32.  Étant  donnée  la  courbe  y2  =  ax,  az2  =  j3,  calculer  l'aire  de  la  portion 

du  cylindre  qui  projette  la  courbe  sur  le  plan  des  yz,  comprise  entre  le 
plan  des  xy,  la  courbe  et  i°  sa  projection  sur  le  plan  x  =  x,  %°  sa  pro- 
jection sur  le  plan  des  yz.  —  Mêmes  questions  pour  la  courbe  ax  =  j2, 
by  —  z2. 

33.  Volume  compris  entre  le  plan  des  xy,  le  plan  x  =  a,  et  les  deux  cylindres 

.  ,  (  ax—y2,  .    .    l  ym  =  am~1x,  ,.,    (  x4 —  a2x2  =  a2r2, 

(1)  \   ,  ,       ou       2       J  ,      .     'ou     (3)  \     .       7  J  ' 

7  j  by  =  z2;  v    '  1    zn  =  bn-^-y\  v    '  {  y2  —  bz. 

34.  Volume  compris  entre  les  plans  des  xy  et  des  yz,  et  les  deux  cylindres 

x2  -+-  j-2  =  a2,  et  jk3  —  <?2  {y  —  z)  =  o. 

35.  Aire  de  la  portion  du  cylindre  j2  -+-  z-  =  a2  limitée  par  les  plans  des  .rj  et 

des  /z,  et  par  le  cylindre  ax  —  y2. 

36.  Aire  de  la  portion  du  cylindre  by  =  z2  comprise  entre  les  plans  des  xy  et 

des  yz,  le  plan  y  =  c  et  le  cylindre  ax  —y2.  —  Même  problème  relati- 
vement aux  deux  cylindres  a2  =  yz,  «6  =  xy5. 

37.  Volumes  compris  entre  les  plans  des  xy  et  des  yz,  le  plan  y  ==  c  et  les  deux 

cylindres 

(1)  ax  —y2,     et     72  -4-  z2  =  <72  ; 

(2)  fl2.r  =  j3,     et    yk  -+■  z4  =  rt4. 

38.  Volume  compris  entre  les  plans  des  xy  et  des  yz,  le  plan  .r  =  c  et  les  cy- 

lindres ax  =  y2,  et  jz  =  a2. 

39.  Volume  compris  entre  les  plans  de  xy  et  des  xz,  le  plan  x  =  c,  et  les  deux 

cylindres  j4  =  «4  —  «2x2,  et  «2z4  =  a2x'*  —  xe. 

40.  Volume  compris  entre  les  surfaces  f[x,  y,  z)  =  o  et  F  [x,  y)  =  o,  les  plans 

des  xy  et  des  xz,  et  le  plan  x  =  const.  —  Exemples  : 

(  1  )  JF3  =  >£2z,  jf2  =  «^",  x  =  a. 

(2)  z2  =  2-^jr,  j2  =  «#. 

(3)  x2-hy2  =  ay,  y=  b. 

(4)  ■zjz  =  a3,  ax  =  j2,  les  3  plans  coordonnés  et  x  =  c. 

41.  Deux  galeries  voûtées  d'inégale  largeur  se  rencontrent  à  angles  droits. 

Les  sections  des  voûtes  sont  des  demi-ellipses  ayant  pour  axes  horizon- 
taux les  largeurs  respectives  des  galeries,  les  demi-axes  verticaux  étant 
égaux  entre  eux.  Calculer  l'aire  de  la  portion  de  voûte  projetée  suivant 
le  rectangle  qui  forme  la  partie  commune  du  sol  des  deux  galeries.  — 
Calculer  le  volume  de  l'espace  commun  aux  deux  galeries. 
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42.  On  coupe  un  cylindre  de  révolution  donné  par  un  plan  parallèle  à  son  axe 

et  partageant,  dans  un  rapport  donné,  le  diamètre  de  la  base  auquel  il  est 
perpendiculaire.  Calculer  les  deux  parties  du  volume. 

43.  Un  solide  ayant  la  forme  i°  d'une  sphère,  i°  d'un  segment  de  paraboloïde  de 

révolution  dont  l'axe  est  vertical ,  3°  d'un  cylindre  circulaire  ou  para- 
bolique à  génératrices  horizontales ,  est  plongé  dans  un  liquide  dont  la 
densité  est  n  fois  la  sienne  :  calculer  à  quelle  profondeur  il  s'enfoncera 
dans  le  liquide. 

44.  Dans  un  ellipsoïde  de  révolution  autour  de  son  grand  axe,  on  inscrit  un 

cylindre  de  révolution  de  volume  maximum.  Déterminer  les  volumes  et 
les  surfaces  des  parties  dans  lesquelles  ce  cylindre  divise  l'ellipsoïde. 

4a.  On  fait  tourner  une  ellipse  successivement  autour  de  ses  deux  axes,  et,  dans 
chacun  des  ellipsoïdes  obtenus,  on  inscrit  un  cylindre  de  volume  maxi- 
mum. Calculer  le  rapport  de  ces  deux  volumes  maxima. 

4G.  On  fait  faire  à  l'une  des  branches  d'une  hyperbole  une  demi-révolution  au- 
tour de  sa  tangente  au  sommet,  de  manière  qu'elle  vienne  rencontrer 
l'axe  imaginaire.  On  fait  tourner  autour  de  cet  axe  le  segment  ainsi  dé- 
terminé. Aire  et  volume  du  solide  engendré.  —  Exemples  :  ia  =  10, 
ib  =  8. 

47..  Volume  engendré  par  la  courbe  y  =  ax  tournant  autour  d'une  parallèle  à 
l'un  ou  à  l'autre  des  deux  axes  coordonnés,  menée  par  un  point  quel- 
conque de  la  courbe. 

48.  Les  douves  d'un  tonneau  sont  de  forme  elliptique,  et  le  tonneau  est  de  révo- 

lution autour  du  grand  axe  de  l'ellipse.  Il  contient  200  litres;  le  diamètre 
de  chacun  des  fonds  est  de  om,535;  celui  de  la  bonde  est  de  om,626. 
Calculer  sa  longueur. 

49.  Un  tonneau  a  la  forme  d'un  segment  d'ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux,  ter- 

minés par  deux  plans  symétriques  par  rapport  à  l'un  des  plans  diamé- 
traux principaux.  L'axe  2«,  perpendiculaire  au  plan  de  symétrie,  est 
horizontal,  et  le  plan  passant  par  cet  axe  et  par  l'axe  ib  fait  un  angle  a 
avec  l'horizon.  Le  tonneau  est  rempli  de  liquide  jusqu'à  une  hauteur  h 
au-dessus  de  l'axe  ia.  On  donne  la  longueur  il  du  tonneau,  le  diamètre 
de  la  bonde  ib,  et  les  deux  diamètres  principaux  un  et  in  de  chacun 
des  deux  fonds.  Calculer  la  quantité  du  liquide  contenu. 

50.  Un  tonneau  à  douves  paraboliques  contient  200  litres  ;  sa  longueur,  le 

diamètre  de  la  bonde  et  celui  des  fonds  sont  entre  eux  comme  les  nom- 
bres 7,  6,  5.  Calculer  ses  dimensions.  —  Même  question,  en  supposant 
i°  le  tonneau  elliptique  (comme  ci -dessus),  1°  le  tonneau  composé  de 
quatre  troncs  de  cône  d'égale  hauteur,  et  dont  les  rayons  des  bases  sont 
connus. 
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51.  Deux  paraboles  CAD,  CBD,  de  sommets  A  et  B,  ont  leurs  axes  AE,  BE  per- 

pendiculaires entre  eux,  et  une  corde  commune  CD  perpendiculaire  à  ces 
deux  axes.  Étudier  la  surface  lieu  des  paraboles  d'axe  mobile  AE  et  de 
sommet  mobile  A  passant  par  les  divers  points  de  la  parabole  CBD.  — 
Sections  planes  parallèles  à  CBD;  leurs  aires.  Volume  du  solide  ACBDA. 
Aire  d'une  section  parallèle  à  CAD. 

52.  Le  centre  d'un  carré  horizontal,  de  grandeur  variable,  se  meut  sur  le 

diamètre  vertical  d'un  cercle  vertical ,  de  manière  que  le  côté  du  carré 
soit  toujours  égal  et  parallèle  à  la  corde  suivant  laquelle  son  plan 
coupe  le  cercle.  Volume  et  aire  de  la  surface  engendrée  par  le  contour 
du  carré.  —  Mêmes  problèmes,  en  remplaçant  le  carré  par  un  polygone 
régulier  de  %n  côtés,  dont  l'apothème  soit  toujours  égal  à  la  demi-corde 
du  cercle. 

53.  Aire  du  paraboloïde  de  révolution.  —  Centre  de  gravité  et  moments  d'inertie 

de  cette  aire. 

54.  Densité  moyenne  d'une  sphère  composée  de  couches  concentriques  homo- 

gènes dont  la  densité  varie  suivant  une  loi  donnée,  par  exemple,  en 
raison  inverse  de  la  distance  au  centre. 

55.  Centre  de  gravité  d'une  sphère,  en  supposant  que  la  densité  de  chaque  section 

perpendiculaire  à  un  diamètre  donné  soit  proportionnelle  au  carré  de  la 
distance  d'une  des  extrémités  de  ce  diamètre  à  la  circonférence  de  cette 
section. 

56.  Dans  un  paraboloïde  de  révolution,  la  densité  d'une  section  perpendiculaire 

à  l'axe  est  proportionnelle  au  rayon  de  cette  section.  Un  segment  du 
paraboloïde,  limité  par  une  de  ces  sections,  est  en  équilibre  sur  un  plan 
horizontal.  Quel  angle  fait  l'axe  avec  le  plan  horizontal? 

57.  Centre  de  gravité  d'un  arc  de  parabole  dont  la  densité  est  proportionnelle  à 

la  distance  à  l'axe. 

58.  Centre  de  gravité  du   solide  engendré  par  la  révolution  d'une  courbe 

/(«■,  y)  =  o  autour  de  l'axe  des  .r,  la  densité  étant  fonction  de  jc. 

59.  Centre  de  gravité  d'un  segment  de  cycloïde  compris  entre  l'arc  compté 

depuis  le  sommet  et  les  coordonnées  de  l'autre  extrémité  de  cet  arc  par 
rapport  au  sommet  pris  pour  origine. 

60.  Centre  de  gravité  à!xmprisnioïde}  ou  corps  hexaédrique  dont  les  bases  sont 

deux  rectangles  ayant  leurs  côtés  respectivement  parallèles ,  les  quatre 
autres  faces  étant  des  trapèzes. 

61 .  Centre  de  gravité  d'un  segment  de  sphère. 
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62.  Centre  de  gravité  du  volume  engendré  par  la  révolution  d'un  segment  de 

cercle  autour  d'un  diamètre  ne  coupant  pas  ce  segment. 

63.  Moments  d'inertie  d'un  tore  par  rapport  à  son  axe  de  révolution  et  à  son  plan 

de  symétrie  perpendiculaire  à  cet  axe. 

64.  Les  deux  surfaces  intérieure  et  extérieure  d'une  voûte  étant  deux  sphères 

concentriques,  on  en  prend  une  portion  comprise  entre  deux  plans  ver- 
ticaux passant  par  le  sommet  de  la  voûte,  et  une  surface  conique  ayant 
pour  sommet  le  centre  des  deux  sphères  et  pour  axe  la  verticale  du 
sommet  de  la  voûte.  Calculer  la  distance  du  centre  de  gravité  de  cette 
portion  à  la  verticale  du  sommet. 

65.  Trouver  une  courbe  telle  que  le  segment  AT,  intercepté  sur  la  tangente 

en  un  point  fixe  A  de  la  courbe  par  la  tangente  TM  en  un  point  variable  M, 
soit  égal  à  la  distance  du  centre  de  gravité  de  l'arc  AM  à  une  perpendi- 
culaire Ax  à  la  tangente  AT. 

66.  Trouver  une  courbe  telle  que  l'abscisse  \  du  centre  de  gravité  de  l'arc  soit 

une  fonction  donnée  de  l'abscisse  x  de  l'extrémité  de  cet  arc.  —  Exemple  : 
Ç  =  ax. 

67.  Trouver  les  distances  du  centre  de  gravité  d'un  triangle  sphérique  aux  plans 

des  trois  grands  cercles  qui  forment  les  côtés  du  triangle. 

68.  Centre  de  gravité  d'un  demi-ellipsoïde  de  révolution. 

69.  Un  cône  de  révolution  étant  coupé  par  un  plan  parallèle  à  une  génératrice, 

trouver  les  centres  de  gravité  des  deux  parties  du  volume. 

70.  Aire  et  centre  de  gravité  du  quadrilatère  curviligne  compris  entre  quatre 

paraboles  de  même  foyer  et  de  même  axe,  dont  deux  ont  l'ouverture 
dirigée  dans  un  sens  et  les  deux  autres  en  sens  contraire. 

71.  Trouver  une  courbe,  de  forme  analogue  à  la  parabole,  et  qui  soit  telle  que 

la  tangente  en  un  quelconque  M  de  ses  points  rencontre  la  tangente  au 
sommet  A  de  la  courbe  en  un  point  T,  dont  la  distance  à  A  soit  égale  à  la 
distance  entre  le  centre  de  gravité  de  l'arc  AM  et  l'axe  Ax  normal  à  la 
courbe  en  A. 

72.  Moments  d'inertie  d'un  arc  de  la  parabole  j2  =  %cx  par  rapport  aux  axes 

coordonnés. 

73.  Moment  d'inertie  de  l'aire  d'un  triangle  par  rapport  à  une  droite  menée  par 

un  de  ses  sommets  et  non  située  dans  son  plan.  —  Moment  d'inertie,  par 
■  rapport  à  la  même  droite,  du  volume  engendré  par  la  révolution  du  triangle 
autour  de  cette  droite. 

74.  Du  volume  d'un  hémisphère  on  retranche  celui  d'un  cylindre  tangent  à  la 
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base  de  l'hémisphère  et  ayant  pour  diamètre  le  rayon  de  la  sphère  (voir 
problème  de  Viviani).  Trouver  le  centre  de  gravité  du  volume  restant. 

75.  Volumes,  aires,  centres  de  gravité,  moments  d'inertie  des  solides  de  révo- 

lution engendrés  par  les  courbes  suivantes  : 

(1)  Cycloïde  tournant  autour  de  sa  base  ou  de  la  tangente  en  son  sommet 

ou  en  son  point  de  rebroussement. 

(2)  Logarithmique. 

OC 

(  3  )  Chaînette  y  —a  Ch  -  tournant  autour  de  l'un  ou  de  l'autre  des  axes 
a 

coordonnés. 

76.  Un  vase  a  la  forme  d'une  couche  sphériqne  comprise  entre  deux  hémisphères 

concentriques.  On  le  remplit  d'eau,  puis  on  le  fait  rouler  sans  glisser  sur 
le  plan  horizontal.  Lieu  du  centre  de  gravité  du  volume  de  l'eau  qui  y 
reste. 

77.  Moment  d'inertie  d'un  tétraèdre  homogène  par  rapport  à  une  de  ses  arêtes. 

78.  Attraction  de  la  surface  ou  du  volume  d'un  cône  de  révolution  sur  son 

sommet. 

79.  Attraction  de  la  circonférence  ou  de  l'aire  d'un  cercle  sur  un  point  intérieur 

ou  extérieur. 

80.  Attraction,  sur  un  point,  de  la  surface  ou  du  volume  d'un  cylindre  indéfini, 

agissant  suivant  la  loi  de  Newton. 

81.  Composantes  de  l'attraction  exercée,  en  raison  inverse  du  carré  de  la 

distance, 

(  1  )  Par  un  point  M  sur  une  droite  finie  AB,  perpendiculaire  à  MA; 

(2)  Par  la  portion  MM'  de  la  ligne  MM  A  sur  la  perpendiculaire  AB; 

(3)  Par  un  point  de  l'axe  d'un  cercle  sur  l'aire  de  ce  cercle;  cas  d'un  cercle 

infiniment  grand; 

(4)  Par  le  volume  d'un  cylindre  de  révolution  sur  un  point  de  son  axe. 

82.  Centres  d'oscillation  des  corps  suivants  : 

(  1  )  Droite  homogène  suspendue  par  son  extrémité. 

(2)  Droite  homogène  suspendue  par  son  milieu  et  oscillant  parallèlement  à 

elle-même. 

(3)  Parabole  mobile  autour  d'un  axe  horizontal  (a)  situé  dans  son  plan, 

(b)  perpendiculaire  à  son  plan. 

(4)  Cercle  mobile  autour  d'un  axe  rencontrant  perpendiculairement  son  axe. 

de  fleure. 
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(5)  Solide  de  révolution  mobile  autour  d'un  axe  rencontrant  perpendicu- 

lairement son  axe  de  figure.  —  Exemples  :  Paraboloïde ,  cône, 
sphère. 

(6)  Cercle  mobile  autour  d'un  axe  perpendiculaire  à  son  plan. 

83.  Centre  de  pression  d'un  fluide  contre  une  portion  de  paroi  verticale  ayant 
la  forme  d'un  segment  de  parabole  d'axe  vertical,  dont  le  sommet  est  en 
haut,  la  base  étant  une  corde  horizontale.  —  Môme  question  pour  une 
paroi  ayant  la  forme  d'un  rectangle  vertical  surmonté  d'un  demi-cercle. 
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CHAPITRE   PREMIER. 

DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  ENTRE  DEUX  VARIABLES 
EN  GÉNÉRAL. 


§   1. 

INTÉGRATION    DES    EXPRESSIONS    DIFFÉRENTIELLES    DU    PREMIER    ORDRE 

ET    DU    PREMIER    DEGRÉ, 

CONTENANT    PLUSIEURS    VARIABLES    INDÉPENDANTES. 

772.   Soit  donnée  une  expression  différentielle  de  la  forme 

(i)  M^-l-NJ/, 

M  etN  étant  des  fonctions  des  deux  variables  indépendantes  x,j  . 
Pour  que  cette  expression  soit  la  différentielle  d'une  fonction 

«=/(*,  y) 
de  ces  variables,  il  faut  que  M  et  N  soient  égales  aux  dérivées  par- 
tielles —  5  -T-  de  cette  fonction,  d'où  il  résulte  [3071  que  l'on  doit 

ox    ùy  l        j   i 

avoir  identiquement 

m  _      d*u     _àN 

ùy        dx  Oy       ùx 

Nous  allons  voir  maintenant  que  cette  condition  est  non-seulement 
nécessaire,  mais  encore  suffisante. 
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773.   S'il  existe  une  fonction  u  telle  que  l'on  ait 
du  =  Mdx  -+-  Ndy, 

cette  fonction,  ayant  Mdx  pour  sa  différentielle  partielle  par  rap- 
port à  x,  sera  comprise  dans  la  formule  générale 


t/xa 


M  dx  +  Y, 


x0  étant  une  constante  quelconque,  et  Y  une  quantité  arbitraire, 
indépendante  de  x  et  pouvant  être  fonction  dey. 

La  fonction  cherchée  doit  avoir,  de  plus,  pour  dérivée  partielle 
par  rapport  à.  y,  l'expression  donnée  N.  Il  faudra  donc  que  l'on  ait 
identiquement,  en  différentiant  par  rapport  à  y  l'expression  (2), 
d'après  le  n°470, 

C x dM  dY 

N  =   |       -3—  dx  -h  -7-  > 

Jx.  dr        dr 


d'où  l'on  tire 


dY _  rx  du 


"■-    =N—  /■'■",""•  ■•/■'■■ 


Le  premier  membre  étant  indépendant  de  x,  il  devra  en  être  de 
même  du  second;  et  réciproquement,  si  le  second  membre  est 
indépendant  de  x,  on  pourra  toujours  déterminer,  par  l'intégra- 
tion, la  fonction  Y  qu'il  reste  à  trouver  pour  compléter  la  valeur 
(2)  de  la  fonction  u.  Il  faut  donc  et  il  suffit,  pour  que  le  problème 
proposé  soit  possible,  que  la  dérivée  partielle  du  second  membre 
de  (3)  par  rapport  à  x  soit  identiquement  nulle,  ce  qui  donne  la 
condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'expression  (1)  soit 
intégr cible,  c'est-à-dire  pour  qu'elle  soit  la  différentielle  exacte 
d'une  fonction  des  deux  variables  indépendantes  x,y,  savoir 

774.  En  supposant  cette  condition  vérifiée ,  substituons,  dans 
l'équation  (3),  à  -y-  sa  valeur  — ,  tirée  de  (4)-  Si  l'on  désigne 
par  N0  la  valeur  que  prend  la  fonction  N  lorsqu'on  y  fait  x  =  x0) 
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on  aura 


I 


d.v  =  N  —  N0, 


et,  par  suite,  la  valeur  de  £  se  réduira  à 

t/Y  „  /*■>' 

^-  =  N0,     d'où     Y  =  No^r-hC, 

j"0  et  C  étant  des  constantes  quelconques.  Donc,  enfin,  la  fonction 
la  plus  générale,  qui  a  pour  différentielle  M.dx  -f-  N^,  et  que  nous 

désignerons  par 

f(Mdx-{-Edy), 

a  pour  valeur 


u  — 


f      Mdx-h  I      N0rfj-r-C. 


Si  l'on  avait  commencé  l'intégration  par  le  terme  Ndy,  on  au- 
rait trouvé  de  la  même  manière,  en  désignant  par  M0  la  valeur  de 
M  pour  y  —  j0,  cette  autre  expression  de  u,  équivalente  à  la  précé- 
dente, 

Xy  n>x 

Ne7j+  /      M0dx -+-  C. 

Exemple.  —  Soit  proposé  d'intégrer  la  différentielle 

x1  -f-  ,vy  -f-  r2  /  d.v        dyy 


x'  -Y-  y         \  x  y 

On  a  ici 

M  = 1- 


x        x'-hy"1  y        x--{-fl 

et  l'on  peut  d'abord  vérifier  aisément  que  ces  valeurs  satisfont  à  la 
condition  d'intégrabilité  (4)-  On  a  maintenant 

.                                                 x 
jMdx  =  logx  -+-  arc  tang 1-  Y, 

d'où,  en  prenant  x0~i, 


f 


x  ? 

Mdx  =  logx  H-  arc  tang arc  tang  - 


H.  —  Cours  de  Calcul  injîn.,  II.  *9 


2QO  M  VUE    IV.    —-     Cil  A  P.    I,    §    I. 

Ensuite 


f*.*r=f(-l  -  r^i)*=IngI  +a,.c,a„g:  +  C. 


Donc 


«  =  losf h  arc  tang h  C. 


Jt> 


I  I 


775.  Remarques.  —  I.  Si  l'expression  Mdx-i-Ndj  se  décompose 
en  deux  parties,  dont  l'une  soit  évidemment  une  différentielle 
exacte  dux  (comme  cela  a  lieu,  par  exemple,  lorsque  cette  partie 
ne  dépend  que  d'une  seule  des  deux  variables),  la  partie  restante 
Mdx  -+-  Ndy —  du {  =  d[u  —  «|  )  devra  satisfaire  séparément  à  la 
condition  d'intégralité,  et  alors  on  pourra  l'intégrer  séparément 
par  la  règle  du  numéro  précédent. 

Ainsi,  dans  l'exemple  que  nous  venons  de  traiter,  l'expression 
proposée  pouvant  s'écrire  sous  la  forme 

dx        cl  y        ydx  ■ —  xdy 

1-  ' — —  i 

x  y  x-  -i-  y 

les  deux  premiers  termes  forment  évidemment  la  différentielle  de 
logx —  iogy  =  log-  •  Il  ne  reste  plus  qu'à  intégrer  le  dernier  terme, 

dont  l'intégrale  est  arc  tang  — h  G. 

II.  On  peut  quelquefois  simplifier  le  calcul  au  moyen  d'un  chan- 
gement de  variables  indépendantes.  En  posant,  par  exemple, 


Yes 


press 


x  —  r  cos/?,     y  =  r  smjj, 


dy 


se  réduit  à 


v^  +  j*     y  \      vV 

dr        i  —  cosp 


sin/j 


dp, 


dont  l'intégrale  est 


C  -!-  log  [  r  (  i  +  cos/;  )]  =  C  4-  log  (x  -f-  ^''.r2  -+-  j  -  ) . 
77(5.   Si  l'on  donne  une  expression  différentielle  à  trois  variables 
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indépendantes  x,  y,  z,  de  la  forme 

Mate  +  N.^r-h  P<-&, 

on  verra,  comme  précédemment,  que,  si  cette  expression  est  la 
différentielle  d'une  fonction  u  des  trois  variables  indépendantes, 
l'intégrale  u  sera  comprise  dans  la  forme  la  plus  générale, 

/(Mf/.r+Nf//)  +Z 

(Z  étant  une  fonction  de  z  seul),  des  fonctions  dont  la  différentielle, 
prise  partiellement  par  rapport  àxet  àj,  est  Mdx  -f-  Ndj.  Pour 
qu'il  existe  de  telles  fonctions,  il  faut  et  il  suffît  d'abord  que  la 
condition 

dj       âx 

soit  identiquement  vérifiée. 

On  trouve  ensuite,  en  exprimant  que  cette  fonction  doit  avoir  P 
pour  dérivée  partielle  par  rapport  à  z, 

dZ  df{Mdx-hïïdv) 

dl'~  dz 

Or,  on  a  [774]  et  [307J 

dr(Mdx-h^dr)        PxdM  frdN0  , 
ôz-            =1     ^+1    -dldy 


fxdù  , 


m,* 


d'où 


dl  „  r/dM  ,  dN 
—  =P—  /  ^—  dx  +  — - 
ttz  J  \dz  ôz 


Le  second  membre  devant  être  indépendant  de  x  et  de  j,  on 
trouve,  en  égalant  à  zéro  ses  dérivées  partielles  par  rapport  à  ces 
deux  variables,  les  deux  nouvelles  conditions 

dP  _  dM       dP  _  dN 
dx       ôz        dr       dz 
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qui,  jointes  à  la  précédente,  forment  les  trois  conditions  nécessaires 
et  suffisantes  pour  l'intégrabilité  de  la  différentielle  proposée. 

En  désignant  par  P0o  ce  que  devient  P  lorsqu'on  y  fait  à  la  fois 
x  =  x0,  y  —  j'o,  on  aura  alors,  comme  dans  le  cas  précédent, 

/(  M  dx  ■+  TSdj  -+-  Vdz)  =    I      Mdx  -\-  j     N0r/j-  +   /     V00dz  +  C. 

J^a  l7,  yz0 

En  suivant  la  même  marche,  on  trouverait  aisément  les  condi- 
tions d'intégrabilité  et  l'expression  de  l'intégrale  dans  le  cas  d'une 
différentielle  renfermant  un  nombre  quelconque  de  variables  in- 
dépendantes. 

777.  Nous  venons  de  voir  que,  dans  le  cas  de  trois  variables, 
les  conditions  d'intégrabilité  sont  au  nombre  de  i  -f-  2  =  3.  Dans 
le  cas  de  n  variables,  le  même  raisonnement  conduirait  à  un  nombre 
de  conditions  d'intégrabilité  égal  à 

7?  [n  —  ï  ) 


1+2  +  ...+    « 


Jacobi  a  cependant  démontré  que,  pour  n  ^>  3,  ces  conditions  ne 
sont  pas  toutes  distinctes  entre  elles,  et  que  leur  nombre  peut  se 
réduire  à  2  7z  — 3. 

Soient,  en  effet,  xi}  x2,  •■-,  xn  les  n  variables  indépendantes,  et 

(  1  )  Mi  dxv  -+■  M2  dx*  -+- .  .  .  -+-  M„  dxn 

la  différentielle  donnée.  Si  l'on  pose,  pour  abréger, 

(//,■)  —  ^li  _  ?^h 
^  '  '       dx,.        dxt  ' 

il  faut  et  il  suffit,  pour  que  la  différentielle  (1)  soit  intégrable,  que 
toutes  les  quantités  (z'A  )  s'évanouissent  identiquement. 
Or,  de  l'identité 


d{H\        dili)       ôli/, 


1       =  °> 


0xi  0x/c  dxt 

qu'il  est  aisé  de  vérifier,  il  résulte  que,  dès  que  l'on  aura  à  la  fois 

{!/,■)  =  0,      (//)  =  o, 

la  quantité  (A7)  ne  contiendra  pas  .17. 
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Cela  posé,  si  l'on  a  en  même  temps  les  identités 

(12)  =  0, 

(23)  =  0,     (i3)=o, 

(34)  =  0,      (14.)  H-  xs  (24)  =  0, 

les   égalités  (i3)  — o,  (34)  =  0    montrent  que   (14)   ne   contient 

pas  x3  ;   les  égalités   (23)  — o,    (34)  =  0   montrent  que  (24)  ne 

contient  pas  non  plus  x3.  Donc  l'égalité  (14)  -h  xs  (24)  =  o  ne 

peut  avoir  lieu  identiquement  que  si  l'on  a  à  la  fois  (14)  =0  et 

(24)  =  0. 

t"  •  i      i  a  •  ■>  i       n  [ n  —  1  ) 

Jin  continuant  de  la  même  manière,  on  verra  que  les  — ' 

1  2 

conditions  (ik)  =  o  sont  la  conséquence  des  in —  3  suivantes  : 


0  =  (I2), 

o=;(23), 

o  =  (i3) 

, 

o  =  (34), 

o  =  (i4) 

+  .r3(24), 

o=(45)-, 

o  =  (i5) 

+  .r4(25)  +*J(35), 

0  =  [11  —  1 

.»). 

0=(l/l) 

+■«„_!  (2/?)-t-X/;_1(3/2)+. 

..  +  x*-\\n- 

•  2,  n 

Dans  ces  équations,  on  pourrait  remplacer  les  multiplicateurs 


2  V  — 3 


(.7-3) 


par  des  fonctions  quelconques 

^3'  A4'  ^41  •■1  ^,7-1»  •■•1  !•; 

assujetties  aux  seules  conditions  que  les  quantités 

A;,        A;,         .   .  .  ,        A£- 

ne  soient  pas  toutes  indépendantes  de  X(  et  que,  si  les  coefficients 
a,  a! ,  . . . ,  <2('~2)  ne  sont  pas  tous  nuls,  on  ne  puisse  avoir  entre  /7- , 
/" ,  . . .  aucune  relation  linéaire  de  la  forme 

a  +  a'  1]  +  .  .  .  -+-  «('-«)  a/--'  =  o, 
dans  laquelle  «,  a',  .  . . ,  «(/~2)  soient  tous  indépendants  de  X[. 

778.  Démontrons  maintenant  deux  théorèmes  qui  seront  plus 
tard  d'un  fréquent  usage. 
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J.  Si  u  et  v  sont  deux  fonctions  des  variables  indépendantes  x, 
y,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  u  soit  une  fonction 
de  v  est  que  l'on  ait  identiquement 

|  du  du 

ôx  df 

do  do 

dx  dj 

En  effet,  i°  si  u  est  fonction  de  v,  on  a,  en  posant  u  -~cp(y), 
du  do        du  do 

d'où,  par  division,  on  tire  immédiatement  la  formule  (i). 

2°  Si  u  et  v  sont  deux  fonctions  de  x  et  de  y,  on  peut,  de  la 
relation  v=f(x,  y),  tirer  y  en  fonction  de  u  et  de  x,  et,  en  sub- 
stituant cette  valeur  dans  l'expression  de  u,  on  a  généralement 


U   —   m\X,i 


d'où  l'on  tire 


du 

dx 


do       du ,  do 

dx       dj  dj 


La  condition  (1)  devient  alors 


?  [x, 


ày 


Or,  ^contenanten  général  j-,     -  n'est  pas  identiquement  nul.  Donc 

on  a  cj/(.r)  =  o,  et,  par  suite,  l'expression  de  u  ne  dépend  que  de  v 
seul. 

c-  •  ào  _  . ,, 

Si  u  ne  contient  pas  y,  on  aura  -  -  =  o.  Dans  ce  cas,  si  1  on  sup- 

,,-.,.        du         ,,    .  do  , 

pose  u  —  r-f(^J,  il  vient  — -  =  <p  (v)  — -  —  o,  et,  par  suite,  le  premier 

membre  de  la  formule  (i)  est  bien  identiquement  nul.  Réciproque- 
ment, si  la  relation  (i)  a  lieu,  et  que  l'on  ait  —  —  o,  il  en  résul- 
tera v-  —  o;  u  est  donc  fonction  de  x  seul,  et  par  suite  aussi  de  v 

dj  l 

seul. 

Ce  théorème  n'est  autre  chose  qu'un  cas  particulier  de  celui 
que  nous  avons  démontré  sur  les  déterminants  fonctionnels  [31G]. 
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779.  II.  Si  u  et  v  sont  deux  fonctions  des  variables  indépen- 
dantes x,  y,  alors  l'expression  udv  sera  une  différentielle  exacte, 
si  u  est  fonction  de  v\  et,  réciproquement,  u  sera  fonction  de  r, 
si  udv  est  une  différentielle  exacte. 

En  effet,  la  condition  d'intégrabilité  de  l'expression 

de  dv 

u  dv  =  u  — —  dx  -\-  u  -—  ay 
dx  Or 


est 


d  (  «  -r-  I  à  {  U  -— 


dx  \    d 


ou,  en  réduisant, 


oj  dj. 


du  dv       du  dv 
dj  dx       dx  dj 


ce  qui  n'est  autre  chose  que  la  relation  (i)  du  numéro  précédent, 
laquelle  est  nécessaire  et  suffisante  pour  que  u  soit  fonction  de  v. 


§  n. 

FORMATION    D'UNE     ÉQUATION    DIFFÉRENTIELLE    DU    PREMIER    ORDRE 
PAR     L'ÉLIMINATION     d'uNE     CONSTANTE    ARBITRAIRE. 

780.   Soit  donnée  une  équation 

(')  F(*,jr)±=C, 

représentant  une  série  infinie  de  courbes,  lorsqu'on  fait  prendre  à 
la  constante  arbitraire  G  une  infinité  de  valeurs  successives.  Si 
l'on  différentie  cette  équation,  la  relation 

2  Clt   r—  O,       OU       -,- 1-   Y    -r-  =  O, 

1    '  dx      J    dj 

qui  ne  contient  plus  G,  exprime  une  propriété  commune  à  toutes 
ces  courbes,  propriété  qui  consiste  en  une  relation  entre  les 
coordonnées  d'un  point  et  l'inclinaison  de  la  tangente  en  ce  point, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  entre  les  coordonnées  d'un  point  et 
les  quantités,  telles  que  la  sous-tangente,  la  sous-normale,  etc., 
qui  dépendent  de  l'inclinaison  de  la  tangente. 
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Celte  relation  s'appelle  une  équation  différejitielle,  et  cette 
équation  différentielle  est  dite  du  premier  ordre,  parce  qu'il  n'y 
entre  que  les  différentielles  du  premier  ordre  de  x  et  de  y,  ou,  en 
d'autres  ternies,  parce  qu'il  n'y  entre  que  la  dérivée  du  premier 
ordre  de  j"  par  rapport  à  x. 

Les  équations  (i)  et  (2)  étant  chacune  une  conséquence  de 
l'autre,  l'équation  (2)  peut  remplacer  l'équation  (1)  et  représente 
la  même  série  infinie  de  courbes. 

L'équation  (1),  qui  est  l'équation  finie  la  plus  générale  qui  satis- 
fasse à  l'équation  (2),  d'où  elle  se  tire  par  l'intégration  immédiate, 
est  dite  Y  intégrale  générale  de  l'équation  (2). 

Exemple.  —  Soit  l'équation 

représentant  une  suite  infinie  de  cercles  qui  ont  pour  centre 
commun  l'origine  des  coordonnées.  Cette  équation  donne,  en  dif- 
férentiant, 

y   f 

x-hjj  =  0,      ou      -  y  =  —  I , 

X 

équation  différentielle  qui  exprime  que  la  tangente  est  perpendi- 
culaire au  rayon  vecteur.  Cette  même  relation  peut  encore  s'écrire 
ainsi  : 

y/  =  S„=  —  x, 

et  sous  cette  forme  elle  exprime  que  la  normale  au  cercle  passe  à 
l'origine. 

781.  Si  le  premier  membre  de  l'équation  (2),  par  une  transfor- 
mation quelconque,  se  trouve  multiplié  par  un  certain  facteur  p, 
l'équation  résultante 

(3)  F..r/F=ro 

est  bien  une  conséquence  de  l'équation  (1).  Mais  ici  la  réciproque 
n'est  plus  vraie,  puisque  l'équation  (3)  peut  être  vérifiée,  non- 
seulement  lorsqu'on  pose  dF  =  o  ou  F  =  const.,  mais  encore 
lorsqu'on  pose 

(4)  f-=0< 
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équation  qui  ne  contient  pas  de  constante  arbitraire  et  qui  ne  peut, 
en  général,  coïncider  avec  (i),  ni  même  être  un  cas  particulier  de 
(1)  pour  une  valeur  convenablement  choisie  de  C,  sauf  des  cas 
exceptionnels. 

L'équation  (3)  admet  donc  deux  solutions  finies,  l'une  prove- 
nant de  dF  =  o,  et  qui  est  l'intégrale  générale  (i),  l'autre  (4),  qui 
ne  contient  pas  de  constante  arbitraire  et  qui  représente  une 
courbe  ne  faisant  pas  partie,  en  général,  de  la  série  représentée 
par  l'équation  (i).  Cette  dernière  solution  s'appelle  tantôt  une  so- 
lution singulière,  tantôt  une  solution  étrangère  de  l'équation  dif- 
férentielle (3),  suivant  que  la  valeur  de  y,  tirée  de  la  différentielle 
de  l'équation  (4)  et  substituée  dans  l'équation  (2),  satisfait  ou 
non  à  cette  équation. 

782.   Exemples.  —  I.  Soit  l'équation 


(«)  y -h  s/y%~-  ^=z  C. 

On  en  tire,  en  différentiant, 

ydy  —  xdx 


i3  )  dy 


\j y%  —  xi 


Si  l'on  vient  à  faire  disparaître  le  dénominateur,  l'équation  diffé- 
rentielle ainsi  obtenue, 


(7  )  dy  \jy*  —  x*  -t-  ydy  —  xdx  —  o, 

sera  le  produit  de  l'équation  (|3)  par  le  facteur  \Jj-  —  x-.  Elle 
sera  donc  vérifiée  soit  en  prenant  l'intégrale  générale  (a),  soit  en 
posant 

\/y2  —  x^-'O. 

Cette  dernière  équation,  ne  pouvant  coïncider  avec  (a)  pour  au- 
cune valeur  de  C  combinée  avec  des  valeurs  finies  des  variables  x 

dy 
et  y,  et  donnant  d'ailleurs  pour  -—  une  valeur  qui  satisfait  à  l'équa- 
tion (y),  sera  une  solution  singulière  de  cette  équation,  laquelle 
équation  est,  comme  on  voit,  plus  générale  que  l'équation  primi- 
tive (a).  Cette  augmentation  de  généralité  provient  de  ce  qu'on 
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a  multiplié  (3)  par  un  facteur  susceptible  de  s'annuler  pour  des 
valeurs  finies  de  x  et  de  y. 

II.  Soit  l'équation 

/  bx 

x"    y  — 


La  différent]' ation  donne 

xn  dy  -4-  [nx"-'iy  —  bx"  )  dx  ■=.  o, 

que  l'on  peut  mettre  sous  la  forme 

x''~1  \_xdy  -+-  [ny  —  bx j  dx~\  —  o, 

et  cette  équation  est  équivalente  à  la  proposée.  Si  maintenant  on 
supprime  le  facteur  x"~l,  et  que  l'on  propose  l'équation 

(A)  xdy  -V-  ( ny  — ■  bx\dx  =  o, 

cette  équation,  équivalente  à 

f  bx    \ 

=  0, 


T 
d 


X,  1  ' 


admettra  non-seulement  la  solution  que  l'on  obtient  en  égalant  le 
second  facteur  à  zéro,  et  qui  conduit  à  l'intégrale  générale,  mais 
encore  toute  solution  qui  peut  satisfaire  à  l'équation 


Cette  équation  ne  donne  pas  de  solution  admissible  pour  // ^  1 . 
Pour  n<^i,  elle  donne  x  — o,  solution  qui,  pour  n  positif,  est 
comprise  dans  l'intégrale  générale  et  correspond  au  cas  de  C  =  o  ; 
c'est  donc  alors  une  intégrale  particulière.  Pour  n  =  o,  l'intégrale 
générale,  devenant  alors  y  —  bx  =  C,  ne  peut  être  vérifiée  par 
aucune  valeur  de  C  combinée  avec  x  -—  o  :  cette  solution  x  —  o  est 
donc  une  solution  singulière  ou  étrangère  de  (A).  Or  cette  solu- 
tion donne  j)'=co,  tandis  que,  d'après  l'intégrale  générale,  on 
doit  avoir  y-'=-  b.  Donc  c'est  une  solution  étrangère.  Enfin,  pour 
n  <^  o,  x  —  o  redevient  une  intégrale  particulière,  correspondante 
à  une  valeur  infinie  de  la  constante  C. 

783.   Si  l'équation  primitive  n'est  pas  résolue  par  rapport  à  la 
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constante  C,  et  qu'elle  se  présente  sous  la  forme 
(.)  F(.r,j,C)=:o, 

on  pourra,  entre  cette  équation  et  sa  différentielle 
(2)  d¥[x,jr,C)  =  o, 

éliminer  la  constante  G,  et  l'équation  résultante 


f(*>^%)  =  ° 


exprimera  encore  une  propriété  commune  à  toutes  les  courbes 
représentées  par  l'équation  (i). 

L'équation  (2)  est  plus  générale  que  l'équation  (1),  lorsqu'on  la 
considère  isolément,  car  elle  équivaut  à 

F[x,y,  C)  =C, 

G'  étant  une  nouvelle  constante  arbitraire.  Mais,  si  l'on  combine 
cette  équation  (2)  avec  l'équation  (1)  elle-même,  cela  revient  à 
supposer  C'—  o,  et  l'on  est  ainsi  ramené  à  une  généralité  qui  ne 
dépasse  pas  celle  de  l'équation  (1). 

784.  Si  la  combinaison  des  équations  (1)  et  (2),  qui  conduit  à 
l'équation  différentielle  (3),  se  fait  sans  introduction  de  facteurs 
étrangers,  l'équation  résultante  (3)  pourra  remplacer  l'une  des 
deux,  autres,  (2)  par  exemple.  Or  l'ensemble  des  équations  (1)  et 
(  2)  donne,  pour  chaque  système  de  valeurs  de  x  et  de  y,  une  cer- 
taine valeur  de  y',  ne  contenant  pas  C.  Donc  (3)  exprime  la  même 
liaison  entre  x,y,y'  que  l'ensemble  des  équations  (1)  et  (2). 

Cela  a  lieu  encore,  lors  même  que  l'on  aurait  introduit  ou  sup- 
primé, pendant  l'élimination  de  G,  des  facteurs  quelconques, 
pourvu  qu'ils  fussent  indépendants  de  y'.  Ainsi  l'introduction  de 
tels  facteurs  n'empêche  pas  l'équation  (3)  de  représenter  la  rela- 
tion entre  x,y, y'  qui  résulte  de  l'équation  (1),  ce  qui  est  le  carac- 
tère essentiel  d'une  équation  différentielle. 

Mais,  si  l'élimination  de  G  a  introduit  un  tel  facteur  //,  indépen- 
dant de  j',  de  sorte  que  l'équation  (3)  soit  de  la  forme 

^(.r,jr).?(.r,  r,  r')  =  o, 
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cette  équation  pourra  être  encore  vérifiée  en  posant  [j.  =  o,  ce  qui 
répond  généralement,  comme  dans  les  exemples  ci-dessus,  à  une 
solution  singulière  ou  à  une  solution  étrangère.  Cette  solution 
singulière  ou  étrangère  provient  de  ce  qu'alors  (3)  n'est  plus  la 
conséquence  pure  et  simple  de  (i),  puisqu'on  a  augmenté  sa  géné- 
ralité par  l'introduction  du  facteur  étranger  p. 

785.  Si  l'on  suppose  tout  facteur  étranger  supprimé,  l'équation 
(3),  établissant  une  relation  non  identique  entre  x,y,y',  équi- 
vaut à  l'équation  (t);  car  celle-ci  peut  toujours  se  mettre  sous  la 

forme 

vs{x,y)  =  C. 

En  la  différentiant  sous  cette  forme,  on  trouve  une  relation 

clrn  =  O 

indépendante  de  C  et  équivalente  à  zs  —  C  [780].  Mais  cette  rela- 
tion d Gj  =  o  entre  x,y,y'  ne  peut  qu'être  identique  avec  l'équa- 
tion (3)  délivrée  de  tout  facteur  étranger,  puisque  les  deux,  rela- 
tions doivent  toujours  fournir,  pour  chaque  système  de  valeurs  de 
x  et  de  y,  les  mêmes  valeurs  dej^'.  Donc  l'équation  (3)  équivaut 
entièrement  à  l'équation  primitive  (i)  et  représente  la  même  série 
de  courbes. 

786.  On  peut  éclaircir  ce  que  nous  venons  de  dire  à  l'aide  d'une 
représentation  géométrique  fort  simple. 

Considérons  C  comme  l'ordonnée  variable,  perpendiculaire  au 
plan  des  xy,  d'une  surface  ayant  pour  équation  l'équation  donnée 
(i).  Si  l'on  attribue  à  C,  dans  cette  équation,  une  valeur  con- 
stante, alors  l'équation  représentera  une  ligne  de  niveau  [618]  de 
cette  surface,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  projection  de  cette 
ligne  de"  niveau  sur  le  plan  des  xy.  Ainsi  l'ensemble  des  courbes 
représentées  par  l'équation  primitive  (i),  lorsqu'on  y  donne  à  C 
toutes  les  valeurs  possibles,  peut  être  considéré  comme  le  système 
des  projections  sur  le  plan  des  xy  de  toutes  les  lignes  de  niveau 
de  la  surface  F[x,y,  C)  —  o. 

Pour  cbaque  système  de  valeurs  de  x  et  de  y,  on  a  un  certain 
point  de  la  surface  par  lequel  passe  une  ligne  de  niveau  détermi- 
née. En  menant  la  tangente  à  cette  ligne  de  niveau,  on  a  une  va- 
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leur  déterminée  de  y'  pour  chaque  système  de  valeurs  de  x  et  dey. 
Si  nous  construisons,  par  rapport  aux  mêmes  axes,  une  nouvelle 
surface  f{x,y,y')  =  o,  dont  les  ordonnées  perpendiculaires  en 
chaque  point  du  plan  des  xy  représentent  les  valeurs  correspon- 
dantes dey',  on  aura  ainsi  deux  surfaces  liées  entre  elles  de  telle 
manière  que  la  première  détermine  complètement  la  seconde. 

Réciproquement,  le  y'  des  lignes  de  niveau  est  donné  pour  cha- 
cune d'elles  par  la  différen dation  de  l'équation  (i)  dans  l'hypothèse 
de  G  constant,  ce  qui  donne  l'équation 

(2)  d¥--o,     ou     F1[x,y,j',C)=o. 

Si  l'on  combine  (1)  et  (2)  de  manière  à  éliminer  C,  sans  introduire 
de  facteurs  étrangers,  l'équation  différentielle  (3)  pourra  remplacer 
une  des  équations  (1)  et  (2).  Or,  si  l'on  avait  mis  l'équation  de  la 
surface  (1)  sous  la  forme  C  =  vs(x,y),  la  différentiation  aurait 
donné  immédiatement  l'équation  de  la  seconde  surface,  dont  ;  '  est 
l'ordonnée,  et  de  cette  dernière  équation  dzô  =  o,  équivalente  à 
(3),  on  aurait  déduit,  par  l'intégration  immédiate,  l'équation  de  la 
surface  primitive  (1).  Donc  les  deux  surfaces  sont  telles,  que  cha- 
cune d'elles  est  complètement  déterminée  par'l'autre. 

787.  Cependant  l'équation  différentielle  (3)  ne  convient  pas 
seiilement,  en  général,  aux  projections  des  courbes  de  niveau  de 
la  surface  (1),  mais  encore  à  l'enveloppe  de  ces  projections  [581]. 
Imaginons  que  l'on  circonscrive  à  la  surface  (î)  un  cylindre  dont 
les  arêtes  soient  parallèles  à  l'axe  des  ordonnées  C  [646],  et  dont 
la  base  sera  le  contour  apparent  de  la  surface  sur  le  plan  des  xy. 
La  courbe  de  contact  du  cylindre  avec  la  surface  a,  en  chacun  de 
ses  points,  sa  tangente  comprise  dans  le  plan  tangent  commun  au 
cylindre  et  à  la  surface,  lequel  contient  en  même  temps  la  tangente 
à  la  ligne  de  niveau  qui  passe  par  ce  point.  Il  s'ensuit  de  là  que, 
les  deux  tangentes  ayant  même  projection  sur  le  plan  des  xy,  la 
projection  de  la  courbe  de  contact  est  tangente  en  chacun  de  ses 
points  à  la  projection  de  la  ligne  de  niveau  correspondante  à  ce 
point;  en  d'autres  termes,  le  contour  apparent  de  la  surface  est 
l'enveloppe  des  projections  des  lignes  de  niveau.  Donc,  en  chaque 
point  de  cette  enveloppe,  le  y'  est  le  même  pour  le  contour  appa-. 
rent  et  pour  l'enveloppée  qui  passe  en  ce  point.  Donc,  la  relation 
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qui  donne  le  y'  de  l'enveloppée  qui  passe  au  point  {x,y)  de  l'en- 
veloppe doit  être  vérifiée  aussi  par  le  y'  de  l'enveloppe,  c'est-à- 
dire  que  l'enveloppe  satisfait  aussi  bien  que  les  enveloppées  à 
l'équation  différentielle  (3). 

Généralement,  la  courbe  de  contact  du  cylindre  parallèle  aux 
ordonnées  n'est  pas  une  courbe  de  niveau  de  la  surface;  donc,  en 
général,  le  contour  apparent  ne  fait  pas  partie  de  la  série  des  pro- 
jections des  lignes  de  niveau.  L'équation  de  l'enveloppe  fournit 
donc  une  solution  de  l'équation  différentielle,  ne  contenant  point 
de  constante  arbitraire,  et  ne  faisant  point  partie,  en  général,  de 
la  série  des  courbes  représentées  par  l'équation  intégrale  géné- 
rale (i);  mais  la  valeur  de  y',  tirée  de  cette  solution,  satisfait  à 
l'équation  différentielle  (3),  en  ayant  égard,  en  général,  à  l'équa- 
tion de  l'enveloppe  elle-même.  Une  telle  solution  est  une  solution 
singulière  de  l'équation  différentielle.  On  voit  que,  bien  qu'elle 
ne  rentre  pas  comme  cas  particulier  dans  l'intégrale  générale,  elle 
n'en  est  pas  moins  indissolublement  liée  à  cette  intégrale,  dont  elle 
est  une  conséquence. 

788.  Cette  solution  singulière,  c'est-à-dire  l'équation  du  cylindre 
parallèle  aux  ordonnées  et  circonscrit  à  la  surface  (i),  peut  être 
donnée,  dans  certains  cas,  par  les  facteurs  étrangers  introduits 
pendant  ou  après  l'élimination  de  G.  Mais  ces  facteurs,  égalés  à 
zéro,  peuvent  aussi  représenter  des  cylindres  ayant  pour  bases  des 
courbes  de  niveau  :  ce  sont  alors  des  intégrales  particulières, 
pouvant  se  déduire  de  l'intégrale  générale  en  particularisant  con- 
venablement la  constante  C;  ou  bien  ces  cylindres  ont  pour  bases 
des  courbes  qui  ne  sont  ni  des  projections  de  lignes  de  niveau, 
ni  l'enveloppe  de  ces  projections,  et  qui  n'ont,  par  conséquent, 
aucune  relation  essentielle  avec  l'équation  différentielle,  puisque 
la  valeur  de  y'  que  l'on  tirerait  de  ces  solutions  par  différentiation 
ne  saurait  coïncider  avec  celle  que  donne  l'équation  différentielle, 
et  qui  ne  convient  qu'aux  projections  des  lignes  de  niveau  et  à  leur 
enveloppe.  Nous  appellerons,  pour  cette  raison,  ces  solutions  des 
solutions  étrangères  de  l'équation  différentielle. 

Il  ne  faudrait  pas  croire  cependant  que  de  telles  solutions  doi- 
vent être  rejetées  a  priori  ;  car,  si  les  conditions  d'un  problème 
donnent  l'équation  différentielle  sous  la  forme  y..(S>(x,y,y')  —  o, 
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il  peut  arriver  que  ce  soit  le  facteur  p.  qui,  égalé  à  zéro,  fournisse 
la  vraie  solution. 

789.  Exemples.  —  I.   Etant  donnée  l'équation 

j2  =  2C.r, 

on  en  tire,  en  différen liant, 

ydy  —  C(/x, 

d'où,  en  éliminant  C, 

Y 
y'=  —,      ou      St—  ix, 

IX 

expression  de  la  propriété  connue  de  la  sous-tangente  à  la  para- 
bole, laquelle  est  la  même  pour  toutes  les  paraboles  de  même 
sommet  et  de  même  axe. 

Y 

Réciproquement,  de  l'équation  y'  =  - —  •>  on  tire 

idy         d.r. 
y  x  ' 

d'où,  en  intégrant,  et  représentant  par  log2C  la  constante  arbi- 
traire, 

2  logj  =  log.r  -f-  log i  C,     y-  —  i  C  x, 

ce  qui  montre  que  l'équation  primitive  est  une  conséquence  de 
l'équation  différentielle. 

II.   Soit  l'équation  générale  des  coniques  concentriques 

j2=C.r2  +  /-. 


m  en  tire 


ry 
y  cly  =  G  x  dx,      C  =  — —  > 
x 


où,  en  introduisant  la  sous-tangente  relative  à  l'axe  desj'",  S^=  xj', 

C=.^  S't. 
x- 

On  a  donc 

k 

f  —  J$i  +  k,     ou     S,  =  y  —  - , 
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propriété  commune  à  toutes  les  coniques,  et  qui  sert  à  la  con- 
struction de  la  tangente. 

Réciproquement,  de  l'équation  différentielle,  mise  sous  la  forme 

k  lydy         9.dx 

y  &  — jr        * 

on  tire,  par  l'intégration, 

-  log[A  -y")  +  loga»  -h  log(-  C)  =  o, 

d'où  l'on  déduit  l'équation  primitive  proposée. 

III.   Soit  l'équation  générale 

s/x  —  s/y  =  G 

des  paraboles  tangentes  aux  deux  axes  coordonnés  et  ayant  pour 

axe  principal  la  bissectrice  de  l'angle  de  ces  axes.  On  tire  de  cette 

équation,  en  différentiant, 

dx        dy 

six      s/y 

si  l'on  chasse  les  dénominateurs,  cette  équation  différentielle  prend 

la  forme 

.-                 ,—                                   , —  f  dx         dy\ 
Jy .  dx  —  dx .  dy  =  o,      ou      sjocy    — ■=     =  o. 

\s/x      s,lyJ 

Sous  cette  forme,  on  voit  qu'on  y  satisfait,  non-seulement  en  an- 
nulant le  second  facteur,  ce  qui  donne  l'intégrale  générale,  mais 
encore  en  posant  \Jxy  =  o,  ce  qui  donne  le  système  des  axes  coor- 
donnés. Or,  chacun  de  ces  axes  étant  tangent  à  chaque  parabole, 
leur  système  n'est  autre  chose  que  l'enveloppe  de  la  série  de  para- 
boles; il  représente  donc  une  solution  singulière  de  l'équation  dif- 
férentielle. 

790.  Nousdémontrerons  bientôt  d'une  manière rigoureusequ'une 
équation  différentielle  donnée  a  priori, 

admet  toujours  une  intégrale  générale  renfermant  une  constante 
arbitraire,  c'est-à-dire  qu'il  existe  une  surface  dont  les  tangentes 
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à  une  même  ligne  de  niveau  quelconque  satisfont  toutes  à  cette 
équation. 

Si  Ton  représente  l'intégrale  générale  par  une  courbe,  on  peut 
dire  que  l'équation  de  cette  courbe  sera  telle  que,  en  disposant 
convenablement  de  la  constante  arbitraire  qu'elle  renferme,  on 
pourra  faire  passer  cette  courbe  par  un  point  du  plan  désigné  à 
volonté. 

On  peut  donner  comme  il  suit  un  premier  aperçu  de  la  démon- 
stration de  ce  théorème.  A  l'aide  de  l'équation  différentielle,  mise 
sous  la  forme 

(  i  )  dy  —  ?  [x,  y)  dx, 

construisons  un  polygone  infinitésimal  passant  par  un  point  donné 
(x0,  ya),  dont  les  côtés  aient  pour  projections  sur  l'axe  des  x  les 
valeurs  successives  de  dx,  savoir 

Clt'E  Q     ■      OC  A  X/l.  CiJC  \ OCti)  «7*4    5  m       m       ■    y 

et  pour  coefficients  d'inclinaison  les  valeurs  correspondantes  de 

?(^o>.7o),    y(»i,ri),    — 

La  limite  de  ce  polygone  sera  une  courbe  passant  par  le  point  ar- 
bitraire (xo,jo),  et  telle  que  les  coordonnées  de  chacun  de  ses 
points  et  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  correspondante  sa- 
tisfont à  l'équation  différentielle. 

On  peut  encore,  ce  qui  revient  au  même,  construire  une  série 
de  points  ayant  pour  abscisses  successives 

Oï  1  *^0     '  "  ^^O  i         OC! Sf  — —  JC  \      1      Ct<£  15  •'  >  *  m 

et  pour  ordonnées  correspondantes 

Jo>     Ii  —  Jo -+-  y(fo»  J'o)dxQ,     y\2=yi  +  y(.ri,ji) -dxu      

En  joignant  ces  points  par  un  trait  continu,  on  a  le  polygone  infi- 
nitésimal de  tout  à  l'heure. 

791.  On  conçoit  facilement  la  présence  d'une  constante  arbi- 
traire dans  l'équation  intégrale  générale.  En  effet,  l'équation  diffé- 

H.  —  Cours  de  Cale,  infinie,  II.  20 
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rentielle  détermine  une  relation  entre  dy,  x,  y,  pour  une  valeur 
infiniment  petite  de  dx.  Dans  cette  relation  unique  entre  trois 
quantités,  rien  ne  détermine  le  valeur  de  y,  qui  correspond  à  un  x 
donné,  et  à  partir  de  laquelle  l'accroissement  de  y  doit  se  faire. 
Mais,  cette  valeur  étant  une  fois  choisie  à  volonté,  les  accroisse- 
ments sont  dès  lors  déterminés  par  l'équation,  et  par  là  même  est 
déterminée  toute  la  suite  des  valeurs  dey. 

792.  L'équation  différentielle 

détermine,  en  fonction  de  x  et  de  y,  non-seulement  la  dérivée  pre- 
mière y',  mais  encore  toutes  les  dérivées  suivantes.  Si  l'on  diffé- 
rentie,  en  effet,  l'équation,  ce  qui  donne  y"  en  fonction  de  x,  y, 
y',  puis  qu'on  remplace  y'  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (i), 
on  aura  pour  y"  une  expression  de  la  forme 

j"=?i{-r,  y)- 

En  traitant  de  même  cette  dernière  équation,  et  continuant  ensuite 
de  la  même  manière,  on  obtiendra  successivement  j'",j  '%  •  •  - , 
exprimées  toutes  en  fonction  de  x  et  de  y. 

793.  Cela  posé,  l'équation  différentielle  fournit  le  moyen  de 
développer  l'intégrale  générale  par  le  théorème  de  Taylor,  en  ad- 
mettant que  la  variable  reste  renfermée  dans  des  limites  assez 
étroites  pour  que  la  série  soit  toujours  convergente. 

Soit,  en  effet, y0  la  valeur  arbitraire  de  y  qui  doit  correspondre 
à  la  valeur  x0  de  l'abscisse  à  partir  de  laquelle  on  veut  faire  le  dé- 
veloppement. L'équation  différentielle  fera  connaître  [792]  les 
valeurs 

i  il  m 

y  §  »  y  o  »  s  o  '  •  ■  • 

de  toutes  les  dérivées  de  y  qui  correspondent  au  point  (x0,  )'<>)• 
On  pourra  donc  développer  en  série  la  valeur  dej^',  ce  qui  don- 
nera 

j  ' = y0  +  ?±  (.r  -  ,v0  )  +  ^-  h-  -  ,r0  y-  -+-  .  . , 

expression  équivalente  à  l'équation  différentielle  donnée.  En  intc- 
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grant  cette  série  entre  des  limites  pour  lesquelles  la  convergence 
subsiste  [357],  et  observant  quej)-  =j  0  pour  x  =  x0,  il  viendra 

y  =  Jo  ■+-  y  (■*  —  *o)  +  y^  (*  —  *o)'  +  Y7Y3  (*  -  -ro)3  -+-.... 

Réciproquement,  on  déduirait  de  cette  dernière  équation,  par 
la  différentiation  [358],  l'équation  précédente,  qui  équivaut  à 
l'équation  différentielle  proposée. 

Exemple.  —  Soit  l'équation 

j'  =  aj> 

On  en  tire,  par  différentiation  et  élimination, 

j  "  —  a jJ  —  a2jr,     y'"  — -  «2 j -'=  ct3y,      .  .  . , 

d'où,  en  supposant  y  =y0  pour  x  —  o,  et  substituant,   dans  la 
formule  précédente, 

a. t.  n^x%  «3.r3 

J  =  To+-rJo+Yi-Jo+7^3Jo  +  -"=Joe- 

Remarquons  que  l'on  n'aurait  pas  eu  plus  de  généralité  en  lais- 
sant quelconque  la  valeur  initiale  x0  de  x  qu'en  la  supposant, 
comme  nous  l'avons  fait,  égale  à  zéro.  On  aurait  eu,  en  effet,  dans 
ce  cas, 

a[.r  —  ,rn)         .    rt2(.r  — ,r0)2 

où  j'0e~axo  représente  une  constante  arbitraire,  ni  plus  ni  moins 
que  y0  dans  la  précédente  valeur. 


§  III. 

FORMATION  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  d'oRDRE  SUPÉRIEUR 
AU  PREMIER,  PAR  L'ÉLIMINATION  DE  PLUSIEURS  CONSTANTES  ARBI- 
TRAIRES. 

79  i.   Si  une  équation  finie  renferme  deux  paramètres  arbitraires 
elle  représentera  deux  séries  de  courbes,  suivant  que  l'on  consi- 
dérera l'un  ou  l'autre  de  ces  paramètres  comme  seul  variable;  et 

20. 
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l'on  pourra  former  deux  équations  différentielles  du  premier  ordre, 
exprimant  chacune  une  propriété  commune  à  toutes  les  courbes 
de  l'une  ou  de  l'autre  de  ces  séries,  suivant  qu'on  éliminera  l'un 
ou  l'autre  de  ces  paramètres  entre  l'équation  donnée  et  sa  différen_ 
tielle  immédiate. 

Exemples.  —  I.  De  l'équation 

j2  =  Cz2-f-C 

on  tire,  en  différentiant  (ce  qui  élimine  C),  l'équation  différentielle 

yy'  =  G  .r, 

qui  exprime  une  propriété  de  la  sous-normale  relative  à  l'axe  des  x 
de  la  série  de  courbes  dans  laquelle  G'  est  variable  et  C  constant. 
En  éliminant  C  entre  les  deux  équations  précédentes,  on  a  cette 
autre  équation  différentielle 

C 

xtf  =  J ■> 

qui  exprime  [789,  II]  une  propriété  de  la  sous-tangente  relative  à 
l'axe  desj^  de  la  série  de  courbes  dans  laquelle  C  est  variable  et  C 
constant. 

II.  L'équation 

y  =  Cxa-+-  C'a:-" 

donne,  par  la  différentiation, 

y'  =  aÇixa~x  —  aC'x~a-]-, 

d'où  l'on  tire,  en  éliminant  l'une  ou  l'autre  des  deux  constantes, 
les  deux  équations  différentielles  du  premier  ordre 

ay  -+-  xy'  =  iaÇ,xa,     ay  —  xy'  =  iciC x~a. 

III.  Etant  donnée  l'équation  générale 

[x  —  «)2  +  j2  =  c2 

de  tous  les  cercles  qui  ont  leur  centre  sur  l'axe  des  x,  on  en  tire, 
en  éliminant  soit  c,  soit  a,  les  deux  équations  différentielles 

-^—>f  =  -i,     j2(i+j'2)=N2  =  c2, 
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exprimant  deux  propriétés  géométriques  communes  l'une  à  une 
série  de  cercles  concentriques  et  de  rayon  variable,  l'autre  à  une 
série  de  cercles  de  rayon  constant  ayant  leurs  centres  aux  divers 
points  de  l'axe  des  x. 

795.   En  joignant,  à  l'équation  donnée 

F{x,y,  C,  C')  =  o 

et  à  sa  différentielle  première 

dY  =  o, 
sa  différentielle  seconde 

rf2F  =  o, 

on  pourra  entre  ces  trois  équations  éliminer  les  deux  paramètres  C, 
C,  et  l'on  obtiendra  ainsi  une  équation  différentielle  du  second 
ordre 

f[x,y,y',y")  =o, 

exprimant  une  propriété  commune  à  toutes  les  courbes  de  la  double 
série  représentée  par  l'équation  F  =  o. 

Si  l'on  désigne  par  p  le  rayon  de  courbure, 


y 

on  pourra  exprimer  j"  en  fonction  dey*  et  de  p,  et,  en  substituant 
cette  expression 


3 


dans  l'équation  f(x,  y,  y', y")  =  o,  cette  équation  différentielle 
du  second  ordre  deviendra  une  relation  entre  les  coordonnées  x, 
y  de  chaque  point  de  la  courbe,  le  coefficient  d'inclinaison j/  de 
la  tangente  et  le  rayon  de  courbure  p  en  ce  point. 

Cette  relation  géométrique  est  évidemment  indépendante  de  la 
manière  dont  on  a  opéré,  pour  l'obtenir,  l'élimination  des  con- 
stantes C,  C.  Donc  on  parviendra  toujours  à  la  même  équation 
différentielle  du  second  ordre,  de  quelque  manière  que  l'on 
s'y  prenne  pour  éliminer  les  deux  constantes  arbitraires,  soit  en 
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combinant  direclcmcnllcs  Lrois  équations  F  ==  o,  <7F  —  o,  d2F ~  o, 
soit  en  éliminant  d'abord  G  cnlrc  F  =  o'et  dF  =  o,  puis  en  élimi- 
nant O  entre  l'équation  obtenue  et  sa  différentielle,  etc. 

790.  En  raisonnant  comme  nous  l'avons  fait  pour  les  équations 
différentielles  du  premier  ordre,  on  verra  que  (sauf  l'introduction 
des  facteurs  étrangers)  l'équation  différentielle  du  second  ordre 
est  équivalente  à  l'une  ou  à  l'autre  des  deux  équations  du  premier 
ordre  d'où  elle  peut  se  déduire,  et  que  l'on  appelle  les  intégrales 
premières  de  l'équation  du  second  ordre. 

Or,  chacune  de  ces  intégrales  premières  estelle-mcme  équiva- 
lente à  l'équation  primitive.  Donc  l'équation  différentielle  du  se- 
cond ordre  est  équivalente  à  une  équation  finie,  renfermant  deux 
constantes  arbitraires,  et  qui  est  dite  Y  intégrale  générale  de  l'é- 
quation du  second  ordre. 

797.  En  combinant  entre  elles  les  deux  intégrales  premières, 
mises  sous  la  forme 

/i  =  C,    /,  =  C\ 

on  en  tirera  une  nouvelle  équation  différentielle  du  premier  ordre 

f[fuA)  =  ?[C,C)  =  C" 

(m  désignant  une  fonction  arbitraire),  qui  sera  une  nouvelle  forme 
d'intégrale  première  de  l'équation  du  second  ordre.  Cette  équation 
exprimera  une  propriété  commune  à  toutes  celles  des  courbes  de  la 
double  série  dans  lesquelles  les  paramètres  C  et  C  sont  liés  entre 
eux  par  la  relation  cp (G,  C)  =  C".  Celte  nouvelle  intégrale,  pou- 
vant remplacer  une  des  anciennes,  sera,  comme  chacune  de  celles- 
ci,  équivalente  à  l'équation  primitive.  On  peut  le  rendre  évident, 
en  remarquant  que  l'on  peut  introduire  C"  au  lieu  de  G,  par 
exemple,  dans  l'équation  F  =  o,  et  que  l'élimination  de  C  entre 
celle-ci  et  sa  différentielle  ne  peut  conduire  qu'à  une  équation 
équivalente  à  ^(/ij/à)  =  C". 

798.  Reprenons  les  exemples  du  n°  791. 

I.   En  différentiant  l'équation  du  premier  ordre 

y  y' =  C.r, 
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il  vient yyn '-f- j/2  =  G,  d'où,  en  éliminant  C,  on  tire  l'équation  du 
second  ordre 

Xyy»  H_   ,rj'2  _  jj'  =  0j 

qui  convient  à  toutes  les  coniques  dont  les  axes  principaux  sont 
dirigés  suivant  les  axes  coordonnés.  Si  l'on  introduit,  à  la  place 
de  y",  le  rayon  de  courbure  p,  l'équation  devient 

xy  (  '  ■+-  /*  ) 2  +  *f  [xjr'  —  y)  ==  o. 


Or  on  a  MN  =  la  normale  N  ==  MP  séc  WYx  ou  =y\fi  -+-  /-  ; 


Fig.  85. 


onconstruitensuite,  par  des  perpendiculaires,  MQ  =  MPséc2MT.r, 
puis  MR  =  MP  séc3  MTx  =y(i  -+-f2f.  D'ailleurs, 

OT  =  MP  —  MS  —y  —  xy  . 

Donc  l'équation  différentielle  devient,  à  cause  de  OD  =  OT.j)/, 

OP .  MR  =  o .  OD, 

d'où  l'on  déduit  p  par  la  construction  d'une  quatrième  proportion- 
nelle. 

En  mettant  les  deux  intégrales  premières  sous  la  forme 


yf 


C,     y9--xyy'=C, 
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on  en  tirera,  par  exemple,  une  troisième  intégrale  première 

Y 
y  —  xy   ==  C    -  » . 

c 

C"  étant  égal  à  —  • 

II.  De  l'équation  différentielle  du  premier  ordre 

ay  4-  xy'  =  2  Caxa 
on  tire  par  différentiation 

(•1  -+-  a)  y'  +  xy"  =  ->..Ca?xa~l, 

d'où,  en  éliminant  G, 

x^y''  -+-  xy'  —  câ- y  ■=.  o. 

En  combinant  par  multiplication  les  deux  intégrales  premières, 
on  en  tirerait  une  troisième  intégrale  première 

x*f-  _  a* y*  —  4c C'a2  =  C''. 

III.  L'équation  du  premier  ordre 

y  ■+■  y  y  -  = c~ 

donne  immédiatement 

yy'[i  +.y'9--+-yy")  —  o, 

ou,  en  négligeant  le  facteur  jj' ,  qui  ne  donnerait  qu'une  solution 
étrangère, 

1  -+-  j'2  -+-  y  y"  =0,     d'où     p  =  —  j  y/i  -+-  y'-  =  —  N, 
équation  qui  exprime  que  le  centre  de  courbure  est  sur  l'axe  des  x. 

799.  Il  est  facile  de  s'expliquer  comment  une  équation  différen- 
tielle du  second  ordre,  donnée  a  priori,  peut  déterminer  une 
courbe  satisfaisant  à  deux  conditions  arbitraires,  telles  que  de  pas- 
ser par  un  point  donné  et  d'avoir  en  ce  point  une  tangente  ou  une 
normale  donnée. 

Prenons,  en  effet,  pour  correspondre  à  l'abscisse  initiale  x0, 
l'ordonnée  arbitraire  j0,  et  menons  une  droite  ayant  pour  coeffi- 
cient  angulaire  la  valeur  arbitraire  jr'0   et    passant  par  ce  point. 
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L'équation  différentielle 

y  =  y(x,  r, y) 

déterminera  la  variation  infiniment  petite  y"0dxG  =  dy0  du  coeffi- 
cient angulaire  de  la  tangente,  lorsqu'on  passe  du  point  (x0,y0  ) 
au  point  infiniment  voisin  (x) ,  j(  )  pris  sur  la  première  tangente. 
On  construira  de  même  une  troisième  tangente  en  un  troisième 
sommet  infiniment  voisin  (x2,  y  2)  pris  sur  la  seconde  tangente, 
cette  troisième  tangente  ayant  pour  coefficientangulairei^H-j",^)  ; 
et  ainsi  de  suite.  On  obtiendra  ainsi  un  polygone  infinitésimal, 
dont  la  limite  sera  une  courbe  qui  représentera  par  son  équation 
l'intégrale  générale  de  l'équation  différentielle  donnée. 

On  peut  encore  prendre  l'équation  différentielle  sous  la  forme 

Au  point  M0[x0,  }'o)  on  mène  une  normale  arbitraire,  sur  laquelle 
on  porte  la  longueur  p0  déterminée  par  l'équation  p0  =x{xo,J'o,j\])- 
On  obtient  ainsi  le  centre  de  courbure  N0  du  point  M0.  De  ce 
centre  N0  on  tracera  un  arc  de  cercle  infiniment  petit  M0M|. 
Sur  la  normale  M|N0  on  portera  la  longueur  p,  =^(a?|,j(,  y\), 
ce  qui  donnera  un  second  centre  de  courbure  Nl5  d'où  l'on  décrira 
un  nouvel  arc  de  cercle  infiniment  petit  M|M2;  et  ainsi  de  suite. 
On  aura  ainsi  un  polygone  curviligne,  dont  les  côtés  seront  des 
arcs  de  cercle  infiniment  petits,  et  qui  aura  pour  limite  une 
courbe  représentant  l'intégrale  générale  de  l'équation  différentielle 
du  second  ordre. 

800.  On  peut  aussi  se  servir  du  théorème  de  Taylor  pour  déve- 
lopper en  série  la  valeur  de  y.  On  fera  voir  d'abord,  comme  on 
l'a  fait  pour  le  cas  d'une  équation  du  premier  ordre,  que  l'équation 
différentielle  du  second  ordre  détermine,  en  fonction  des  quan- 
tités x,y,y',  la  dérivée  seconde  y"  et  toutes  les  dérivées  suivantes 
j'",  j'\  —  En  désignant  donc  par  7  0,  7 '()  les  valeurs  arbitraires  de 
J,  y'  qui  correspondent  à  la  valeur  initiale  x  =  x0-  on  connaîtra 
en  fonction  de  ces  quantités  arbitraires  tous  les  coefficients  du  dé- 
veloppement de 

r"  rIV 

f  =  JV  -h  —  [x  —  x0)  +  H-  [x  —  .roy-  -4-  .  .  ■  , 
1  1.2 
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et  cette  équation  donne,  en  intégrant  deux  fois  entre  les  limites 

OC Q    Ct   OC  y 

II 
Y 

y  =  r0  -f-  /„ (  x  —  x0  )  H-  y-^  [x  —  x0 )2  -|- 

expression  de  y  au  moyen  de  x  et  des  quantités  arbitrairesj'0>  70' 
Exemple.  —  Soit  l'équation 

On  en  tire  successivement 

f  a.  «v'  =  o ,  jiv  -4-  «y = jiv  -  «4 j  ==  o , 

f  —  cày'  =  o ,     JVI  —  ai//=rVI  +  «6j  =  o , 


Donc,  en  supposant  x0  —  o, 

x    ,         rt2.r2  <v2,r3  ,  «'\r4 

1  1.2  I  .  2  .  O  1.2.0. 4 

rt-.r2  <74.ri  \        y'(.(ax         azxA 


=  ./o    i 


1.2      '     I.2.3-4  7  «\I  1.2.3  1.2... 5 


=  r0  cosax  -\~   — -  sin«.r. 
a 

L'intégrale  générale  peut  donc  se  mettre  sous  la  forme 
y  —  G  cos«.r  4-  G'  sinrt.r. 

Si,  au  lieu  de  supposer  x0=  o,  on  avait  laissé  x0  quelconque, 
l'expression  que  l'on  aurait  obtenue, 

1 

Y 

J  =  Jo  cos  a  (x  —  .r0  )  -+-  --n-  sia  «  (  ,r  —  x0  ) 

/     •  \  /  Yo  \ 

r0cosax0 —  —  sin«.r0  )  cosax  ~\-     y0  sinax0-+-  ' —  cosrt.-r0  )  sin^-r, 
a  IX  a  ) 

aurait  encore  pu  se  ramener  à  la  forme  Ccosax  -h  C  sinax,  et, 
par  conséquent,  n'aurait  pas  eu  plus  de  généralité  qu'en  prenant 

x0--  o. 
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80 J .  Si  l'équation  primitive  F  —  o  contient  trois  paramètres 
arbitraires,  on  parviendra,  par  leur  élimination  entre  l'équation 
et  ses  trois  premières  différentielles,  à  avoir  une  équation  diffé- 
rentielle du  troisième  ordre,  que  l'on  pourra  interpréter  géomé- 
triquement comme   étant   une  relation  entre  x,  j,  y' ,   le   rayon 

de  courbure  p  de  la  courbe,  et  le  rayon  de  courbure  p\=  —^  de 

la  développée  [580]. 

Une  équation  du  troisième  ordre  est  indépendante  de  l'ordre 
dans  lequel  s'effectue  l'élimination  des  trois  paramètres. 

Elle  est  équivalente  à  chacune  de  ses  trois  intégrales  premières, 
ou  équations  du  second  ordre,  renfermant  chacune  une  constante 
arbitraire,  et  de  la  forme 

J\[*>  r,y,y",  C)  =  o; 

à  chacune  de  ses  trois  intégrales  secondes,  ou  équations  du  pre- 
mier ordre,  renfermant  chacune  deux  constantes  arbitraires,  et  de 
la  forme 

.     /s(^J,  /»C,  C')=  o, 

et  enfin  à  son  intégrale  générale,  qui  est  l'équation  primitive  avec 
trois  constantes  arbitraires, 

F(.r,J,C,C/,C//)  =  o. 

On  verrait,  comme  dans  le  cas  précédent,  que  l'équation  diffé- 
rentielle du  troisième  ordre  peut  servir  à  construire  approximati- 
vement la  courbe,  soit  par  un  polygone  rectiligne  infinitésimal, 
soit  par  un  polygone  curviligne  obtenu  en  construisant  approxi- 
mativement la  développée  et  le  lieu  de  ses  centres  de  courbure.  On 
pourrait  aussi  tirer  de  l'équation  différentielle  le  développement 
de  l'ordonnée  de  la  courbe  suivant  la  série  de  Taylor. 

802.  En  général,  si  une  équation  renferme  n  paramètres  arbi- 
traires, on  pourra  les  éliminer  entre  l'équation  et  ses  n  premières 
différentielles,  et  former  ainsi  une  équation  différentielle  du 
^ieme  or(jre#  Au  lieu  d'éliminer  toutes  les  constantes  à  la  fois,  on 
pourra,    par   des    combinaisons   différentes    des   n  -+-  i    équations 
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F  —  o,  dF  - r=  o,  .  .  . ,  dn¥  =  o,  éliminer 

i  constante  de  n  manières  différentes, 

i  »  de »  » 


,    n  [n  —  i  )  [n  —  ?, 
de-^ 4 ■ 

-2.Ô 


n  —  i  »  de  n  •<  ■> 

n  »  de  i  seule  manière. 

ce  qui  donne,  entre  autres,  n  équations  différentielles  de  Tordre 
n  —  i,  contenant  chacune  une  constante  arbitraire,  et  qui  sont  les 
intégrales  premières  de  l'équation  différentielle  du  nxeme  ordre. 

Si  l'on  connaissait  les  n  intégrales  premières,  on  obtiendrait 
l'intégrale  générale  en  éliminant  entre  ces  n  équations  les  n  —  i 
dérivées  y', y",  •  •  .  ,j("~". 

On  pourra  considérer  l'équation  différentielle  d'ordre  n  comme 
une  relation  entre  x,j,j'  et  les  rayons  de  courbure  de  la  courbe, 
de  sa  développée,  de  la  développée  de  sa  développée,  ou  dévelop- 
pée du  second  ordre,  de  la  développée  du  troisième  ordre,  et  ainsi 
de  suite,  jusqu'à  la  développée  du  [n  —  2)^me  ordre. 

L'équation  différentielle  de  l'ordre  n  a  (sauf  les  solutions  sin- 
gulières et  les  solutions  étrangères)  la  même  généralité  que  l'équa- 
tion primitive  à  n  constantes  arbitraires  d'où  elle  est  tirée,  et  peut 
remplacer  cette  équation  primitive. 

Elle  peut  servir  soit  à  construire  approximativement  l'intégrale 
générale,  soit  à  former  son  développement  par  la  série  de  Tavlor. 


§  iv. 

TOUTE    ÉQUATION    DIFFÉRENTIELLE   d'oRDRE    QUELCONQUE  ENTRE   DEUX 
VARIARLES    A    UNE    INTÉGRALE    GÉNÉRALE. 

803.  Nous  allons  démontrer  que  toute  équation  différentielle 
entre  deux  variables  a  une  intégrale  générale,  c'est-à-dire  que  l'on 
peut  construire  à  l'aide  de  cette  équation  un  polygone  infinitési- 
mal, ayant  pour  limite  déterminée  une  courbe  satisfaisant  à  n  con- 
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ditions  choisies  arbitrairement,,  n  étant  l'ordre  de  l'équation  dif- 
férentielle. 

Commençons  par  traiter  le  cas  d'une  équation  différentielle  du 
premier  ordre,  que  nous  supposerons  mise  sous  la  forme 

(0  f=f[x,y), 

et  supposons  la  fonction  f{oc,y)  continue  par  rapport  à  x  et  à  r 
dans  le  voisinage  des  valeurs  de  ces  variables  que  nous  aurons  à 
considérer. 

Par  un  point  arbitraire  (.r0,j"o)   du  plan,   menons  une  droite 
ayant  pour  coefficient  angulaire  la  quantité 

/o= :/(-ro,  Jo)- 

Donnons  à  x  un  accroissement  dxo  =  xt —  x0,  auquel  corres- 
pondra l'accroissement  de  y 

J'i  —  Jo~/(^ojJo)  [xi  —  *<>)• 

A  partir  du  point  (.r^jv^)   menons  uue  droite  ayant  pour  coeffî- 

j'i=/(^i,Ji), 


cient  angulaire 


et  donnons  à  x  un  nouvel  accroissement  dxt  =  x* — xly  auquel 
correspondra  l'accroissement  de  y 

Et  ainsi    de  suite,    jusqu'à  ce   qu'on    soit  arrivé  à  une  certaine 
abscisse  finale  x/2  =  X,  le  dernier  accroissement  dey  étant 

Y  —Jn-i  =f[x,i-l>  Xn-i)  (X  —  .r„_i). 

On  aura  ainsi  construit  un  polygone,  dont  l'ordonnée  finale  Y 
sera  égale  à  l'ordonnée  initiale  j r0,  plus  la  somme  des  accroisse- 
ments successifs,  c'est-à-dire  que  l'on  aura 

Y  —  Jo=/(^o3Jo)(^i  —  *o)  +/(^i>Ji)(-r2—  *i)  +•  •  • 

+  /(^»-l,J»-l)(X  —  »»-i). 

804.  Puisque  Ton  suppose  f(xo)Jo)  &nh  Ie  rapport  de  l'accrois- 
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sèment  j  ,  — j  0  à  l'accroissement,  .r,  —  x0  aura  une  valeur  finie  k0. 
L'accroissement  suivant^ — yA  aura  encore  un  rapport  fini  avec 
x-2 — :J|,  si  la  fonction  y^Xjjr)  est  finie  pour  les  valeurs  x  -~xs, 
y=yt,  différant  de  quantités  non  infinies  xt  —  x0,I0{xi — x()) 
des  valeurs  x0,jr0,  de  sorte  qu'on  aura 

y-i  —  ji  =  ^'i(-r2  —  x\)> 

À",  étant  une  quantité  finie;  et  ainsi  de  suite.  Si  nous  supposons 
que  l'intervalle  X  —  x0  soit  pris  de  telle  manière  qu'aucune  des 
quantités  k0,  kt ,  •••  ne  soit  infinie,  l'accroissement  Y  —  y0  sera  égal 
à  la  somme  X  —  x0  des  accroissements  de  x,  multipliée  par  une 
moyenne  k  entre  les  quantités  k0,  kt,  . ..,  c'est-à-dire  par  une  quan- 
tité finie.  Donc  Y — y0  sera,  dans  ces  conditions,  une  quantité 
finie,  quel  que  soit  le  nombre  des  divisions  de  l'intervalle  X  —  x0. 
La  condition  que  nous  supposons  remplie  consiste  en  ce  qu'au- 
cun des  côtés  du  polygone  ne  devienne  parallèle  à  l'axe  desy,  ou, 
plus  exactement,  en  ce  qu'une  droite  tournant  autour  d'un  point 
fixe,  de  manière  à  devenir  successivement  parallèle  aux  divers 
côtés  du  polygone,  ne  passe  jamais,  dans  son  mouvement  continu, 
par  une  position  parallèle  à  l'axe  des  y.  On  pourra  toujours  par- 
tager l'intervalle  X  —  x0  en  intervalles  partiels,  pour  chacun  des- 
quels cette  supposition  soit  réalisée.  Ainsi  f(x,y)  est  supposée 
finie  pour  toutes  les  valeurs  de  x  et  de  y  qui  répondent  aux  som- 
mets du  polygone,  et,  de  plus,  continue  dans  le  voisinage  de  ces 
valeurs. 

895.  Pour  apprécier  l'influence  d'une  subdivision  ultérieure  des 
intervalles  sur  la  valeur  de  la  somme  (2),  considérons  un  élément 
unique 

(3)  /(^o.Jo)  (X  —  *„)» 

et  comparons-le  à  la  somme  (2),  résultant  de  la  division  de  l'in- 
tervalle en  n  parties.  La  quantité  (3)  pouvant  s'écrire  sous  la  forme 

/(*o»Jo)  (*i^*o)  +/(*o,7o)  (^2—  *i)  +.  •  .  +  /(-*Wo)  (X—  #„_!), 
on  voit  que  la  différence  des  deux   quantités  (2)  et  (3)  a  pour 
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valeur 

[/(•ri.  Ji)—  /(-ro,Jo)]  (a?a  — 4?j) 

+  L/(af«r»)  —  /(^o^ojJi^'s  —  *«)  +•  •• 

=  L/(*i,ri)  -/(-Wo)]  [(X-  *»)  -  (X  -  *,)] 

H-  [/(*!,  J2)  -/(^o,Jo)]  [(X  -  .r2)  -  (X  -  *,)]  +  .  .  . 
=  [/(*i,  Ji  )  -/(^oJo)]  (X  -  ar,  ) 

+  [/(^2,jr2 )  —  /(*„  ji)]  (X  —  j-,} h-  . . . , 


(4) 


expression  que  l'on  peut  obtenir  directement,  en  remarquant  que 
l'accroissement  total  de  Y,  résultant  de  la  division  de  l'intervalle, 
est  égal  à  la  somme  des  segments  interceptés  sur  la  dernière  or- 
donnée entre  les  prolongements  de  deux  côtés  consécutifs  du  poly- 
gone, segments  égaux  aux  intervalles  X  —  x)?X  —  x2,  •••,  mul- 
tipliés respectivement  par  les  accroissements  correspondants  de 

Or,  si  nous  supposons  les  deux  dérivées  partielles 

àf(^r)  àf[x,y)_ 

finies,  comme  la  fonction  f{x,r)  elle-même,  pour  les  valeurs  de 
x  et  dey  considérées,  on  aura  [339] 

/(*i.7i)  — /(*o,7o)  =/i(5ii)  (•*,  —  x0)  -4-/,(Ç,u)  (ji  — Jo) 
=  [/1(Ç,n)  +  *o/i(Ç,^)](*i-*o}. 

£  et  -/j  désignant  des  valeurs  moyennes  de  la  forme 

ç  =  x0+e[xl  —  .r0),    i3  =  r0  +  e(j)-  —  j0), 

0  étant  positif  et  <^  i ,  et  /r0  ayant  une  valeur  finie,  égale  kj'(x0,jr0). 
Donc,  si  l'on  représente  par  u0  une  quantité  finie,  quel  que  soit 
l'intervalle  xK — x0,  fini  ou  infiniment  petit,  on  aura 

/(*i,Ji)  —  /{■*<>■>  J'o)  ="o(-?'i—  ■*"<>)• 

On  trouvera  de  même 

/(*»i  J'2)  —  /(*ii  Ji)  =«1(^2—^1), 

/(*nri)  —  /(■»«. 7»)  =  ««te»-  -r*)' 

et  ainsi  de  suite,    ït, ,  z^2,  ...  étant  des   quantités  toujours  finies. 
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Donc  la  somme  (4),  ou  l'accroissement  de  Y  résultant  de  la  divi- 
sion de  l'intervalle  X — x0,  sera  de  la  forme 

u0  (  X  —  xl  )  (  xï  —  x0  )  -f-  «i  (  X  —  ,r2  )  (  x2  —  x1  ]  -{-  .  . 

Cette  quantité  est  égale  à  la  moyenne  des  quantités  u0,uf, ..., 
qui  est  une  quantité  finie  u,  multipliée  par  la  somme  des  seconds 
facteurs 

(X—  xj)  [xl  —  xii)  -f-  (X  —  x2)(.t2—  xj-h.    .-t-(X  —  xn_i )(xn_l  —  xn_%). 

Si  l'on  suppose  maintenant  les  intervalles  partiels  infiniment  pe- 
tits, cette  somme  convergera  vers  l'intégrale 


f 

tJ  X, 


(X  • —  x)  dx  =  -  (X  —  ^o)2- 


Donc,  lorsqu'on  remplace  un  intervalle  unique  X —  x0  par  une 
infinité  de  divisions  infiniment  petites,  la  limite  du  changement 
qui  en  résulte  pour  l'ordonnée  extrême  Y  est  de  la  forme 

(5)  I«(X -*.)«, 

u  étant  une  quantité  finie. 

On  voit  d'abord  que  cet  accroissement  de  Y  est  toujours  fini 
lorsque  l'intervalle  X  —  x0  est  fini.  Lorsque  cet  intervalle  est  infi- 
niment petit,  l'accroissement  (5)  est  infiniment  petit  du  second 
ordre. 

806.  Revenons  maintenant  à  la  somme  (2),  et  supposons  qu'on 
y    subdivise   à   l'infini  chacun  des   intervalles   partiels    j(  —  x0, 

JC  2  OC  \  ■   •  «  •  • 

L'ordonnée  j^  subira,  par  l'effet  de  la  subdivision  de  l'intervalle 
X|  — x0,  un  accroissement  §j  !  de  la  forme 

u0  étant  fini.  Il  en  résultera  pourj'j  =tf(xi,ji)  un  accroissement 

*/i=ft[xuXi-t-  e^ri)^i=po(*i-^^o)2> 
^0  étant  une  quantité  finie. 
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L'accroissement  de  y^=.yK-\-y\{x%  —  x{)  se  composera  dé 
l'accroissement  de  jru  plus  l'accroissement  àej'^Xo — x{),  plus 
une  quantité  de  la  forme  u{  (x2 — x{)2,  ut  étant  une  quantité 
finie,  fonction  de  JCf,  ji  -h  By{, ....  Donc  on  aura 

ty2=  u0(.r1  —  .roy--{-  u^Xt—  •*!)*+ «'o(.*i—  .^o)2  (^2—  *i) , 

ou,  en  remarquant  que  uQ-+-  v0(x2  —  x{)  est  une  quantité  finie 
que  l'on  peut  encore  représenter  par  u0, 

En  continuant  le  même  raisonnement,  on  verra  que  Y,  par 
l'effet  de  la  subdivision,  croîtra  d'une  quantité  que  l'on  pourra 
mettre  sous  la  forme 

<nr  =  «„(#!  — .»o)8  +  Mi  (#a  —  ^i)2h-.  . .-+-  «»_i(x  —  ^„-i)2, 

u0,  iii,  .  .  .,  un__t  étant  des  quantités  finies.  On  peut  mettre  cette 
expression  sous  la  forme  du  produit  de  X  —  x0  par  une  moyenne 
entre  les  quantités  infiniment  petites 

u0[x1      x0j ,     u^yx%-    ■x1j,      .  .  . ,     «w_j[X      .rw_j), 

laquelle  moyenne  ne  peut  qu'être  elle-même  infiniment  petite.  On 
voit  donc  que  l'accroissement  dY  est  infiniment  petit,  si  tous  les 
intervalles  xt  —  x0, .  .  . ,  X —  xn_\  sont  infiniment  petits. 

Donc  on  peut  toujours  diviser  l'intervalle  X  —  x0  en  parties 
assez  petites  pour  que  Y  ne  puisse  plus  varier  qu'infiniment  peu 
par  l'effet  d'une  subdivision  ultérieure  quelconque.  Donc,  Y  tend 
vers  une  limite  finie  et  déterminée. 

On  prouverait,  comme  nous  l'avons  fait  [237],  que  la  limite 
de  Y  est  indépendante  du  mode  de  subdivision. 

Ainsi,  l'ordonnée  Y,  construite  au  moyen  de  l'équation  différen- 
tielle, et  dont  la  dérivée 

lira =-2=1  =lim/(*»-i,1r,»-i)  =/(X,  Y) 

A-  —  xn—  1 

satisfait  à  cette  équation,  est  une  fonction  déterminée  de  l'abscisse 
finale  X  et  de  la  valeur  arbitraire  y0 ,  que  l'on  a  choisie  pour  l'or- 
donnée initiale. 

H.  —  Cours  de  Cale,  infinit.,  II.  21 
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807.  Remarquons  que,  la  construction  ci-dessus  pouvant  être 
continuée  de  part  et  d'autre  de  l'abscisse  x0,  cette  abscisse  ini- 
tiale peut  être  considérée  comme  l'abscisse  d'un  point  quelconque 
de  la  courbe.  Si  l'on  fait  varier  y0  d'une  manière  continue,  cha- 
cun des  éléments  de  la  somme  (2)  variera  infiniment  peu  par  rap- 
port à  lui-même  pour  un  accroissement  infiniment  petit  dey0;  la 
somme  elle-même  variera  donc  infiniment  peu,  et,  par  suite,  Y  est 
une  fonction  continue  dej'o- 

Donc,  en  faisant  varier  y0,  on  fera  varier  d'une  manière  conti- 
nue les  ordonnées  de  tous  les  points  de  la  courbe.  On  peut  ainsi 
faire  varier,  en  général,  y0  de  manière  à  faire  prendre  à  une  or- 
donnée quelconque^  une  valeur  assignée  d'avance.  Donc  on  peut 
dire,  en  généralisant  ce  qui  concerne  l'ordonnée  considérée  d'a- 
bord comme  ordonnée  initiale,  que  la  courbe  déterminée  par 
l'équation  différentielle  peut  satisfaire  à  la  condition  de  passer 
par  un  point  quelconque  désigné  sur  le  plan,  c'est-à-dire  que  la 
condition  nécessaire  et  suffisante  qu'il  faut  joindre  à  l'équation 
différentielle  pour  que  la  courbe  soit  complètement  déterminée 
équivaut  à  faire  passer  la  courbe  par  un  point  arbitraire  du  plan 
ou  à  faire  prendre  à  y,  pour  une  valeur  donnée  de  x,  une  valeur 
arbitraire. 

Cette  condition  peut  être  remplie  par  toute  équation  renfermant 
une  constante  arbitraire,  et  donnant  pourjy  etyf  des  valeurs  satis- 
faisant à  l'équation  différentielle,  quelle  que  soit  cette  constante. 
Or,  si  l'on  choisit  la  constante  de  manière  à  satisfaire  à  la  condi- 
tion initiale,  la  courbe  se  trouve  alors  complètement  déterminée 
par  la  seule  condition  de  satisfaire  à  l'équation  différentielle.  Donc 
toutes  les  courbes  qui  satisfont  à  l'équation  différentielle  forment 
une  série  unique  de  courbes  qui  ne  diffèrent  entre  elles  que  par 
la  valeur  d'un  paramètre  arbitraire. 

808.  Il  peut  sembler  cependant,  au  premier  abord,  que  la 
valeur  de  Y,  que  nous  avons  déterminée  ci-dessus,  dépende  des 
trois  quantités  x0,j)'o,X,  de  sorte  que  l'équation  de  la  courbe  se 
présente  avec  deux  constantes  arbitraires,  sous  la  forme 

?(X,T,^0,j0)=o. 
Mais  il  faut  remarquer  que  cette  équation  n'est  pas  de  forme  quel- 
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conque,  et  que  sa  forme  particulière  doit  permettre  de  réduire  à 
l'unité  le  nombre  des  arbitraires.  En  effet,  si  l'on  fait  tendre  X 
vers  x0,  Y  devra  tendre  vers  j'0>  de  sorte  qu'on  aura,  à  la  limite, 

y(*o>.ro»*o».ro)  =°ï 

et,  comme  x0  etj0  sont  deux  quantités  arbitraires  et  indépendantes 
l'une  de  l'autre,  cette  équation  ne  peut  être  qu'une  identité.  Donc 
la  relation  entre  les  coordonnées  de  deux  points,  qui  représente 
l'intégrale  générale  de  l'équation  différentielle,  doit  se  transformer 
en  identité  lorsque  les  deux  systèmes  de  valeurs  des  variables 
viennent  à  coïncider. 

De  plus,  puisqu'on  peut  prendre  pour  point  initial  un  point 
quelconque  de  la  courbe,  si  l'on  désigne  par  y  l'ordonnée  qui  cor- 
respond à  l'abscisse  x  dans  la  courbe  qui  passe  au  point  (X,  Y), 
on  pourra  prendre  x  pour  abscisse  initiale  au  lieu  de  x0,  et  l'équa- 
tion de  la  courbe  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

y(X,Y,  x,y)  =  o. 

Si  l'on  fait  maintenant  coïncider  (X,  Y)  avec  (x0,yo),  on  voit  que 
l'on  aura,  pour  une  abscisse  quelconque  x, 

Donc  la  courbe  peut  être  indifféremment  représentée  par  lune  ou 
l'autre  des  deux  équations 

c'est-à-dire  que  la  relation  entre  les  deux  systèmes  de  valeurs  des 
coordonnées  du  point  initial  et  du  point  final  ne  change  pas  lors- 
qu'on échange  entre  eux  ces  deux  systèmes. 

On  voit  que,  dans  cette  relation,  la  valeur  de  x0  est  indifférente, 
et  que  l'on  obtient  telle  ou  telle  courbe  du  système  en  faisant  cor- 
respondre à  n'importe  quelle  valeur  de  x0  une  valeur  de  j-0  con- 
venablement choisie.  Ainsi,  l'équation  n'a  pas  plus  de  généralité 
qu'une  relation  contenant  une  seule  constante  arbitraire. 

809.  Passons  maintenant  au  cas  d'une  équation  différentielle 
d'un  ordre  quelconque  m,  que   nous  supposerons  mise   sous  la 
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forme 

Nous  allons  montrer  d'abord  que  cette  équation  détermine  pour 
y{m-\)  une  valeur  fonction  de  x  et  des  m  constantes  yo,  y0,  ■  •  >, 
y[™~v,   qui    représentent  les  valeurs    de  y, y',  •••0'("'~')    pour 

Pour  un  point  (x0,yo)  du  plan,  l'équation  (i)  détermine yl™]  en 
fonction  de  x0,  y0,y'o,  . . ., y(™ ~1].  Menons,  par  le  point  qui  a  pour 
coordonnées  (x0,  J rl™~u)}  une  droite  dont  le  coefficient  angulaire 
soit  cette  valeur  de  y™.  Si  nous  faisons  croître  x0  de  dxa, y{™~h) 
croîtra  de  dy^~l]  =yl™)  dx0,  et  prendra  une  nouvelle  valeur  J(/"  ''- 
Donnons  aux  quantités  y{™~2) ,  yl™~3) , .  •  • ,  yo  les  accroissements 

J\         Jo  ==  J'o  "^0 5 

et  avec  les  nouvelles  valeurs  de  ces  quantités  déterminons  la  nou- 
velle valeur  de  y^m\ 

En  passant  de  même  du  second  système  de  valeurs  à  un  troisième, 
et  ainsi  de  suite,  on  construira  un  polygone  dont  les  ordonnées 
des  sommets  seront  les  diverses  valeurs  de  y^m~^,  depuis  l'abscisse 
initiale  x0  jusqu'à  l'abscisse  finale  X.  L'accroissement  de  j<m~l) 
dans  cet  intervalle  sera 

Y<i»-i)  _  y»-n  =/0 .  dx0  +f, .  dœ,  + .  .  .  +/„_! .  dxn_, , 

en  désignant,  pour  abréger,  par/} l'expression/"^/,  j^-,  y\  ,...  ,yl/n~1))  ■ 
Si  l'on  suppose  l'intervalle  X  —  x0  choisi  de  manière  que  la 
fonction^  ne  passe  pas  par  l'infini  dans  cet  intervalle,  c'est-à-dire 
de  manière  que  la  droite  qui  suit  la  direction  des  côtés  du  poly- 
gone ne  passe  pas  par  une  position  parallèle  à  l'axe  des  j-,  on  verra 
que  l'accroissement  Y'7"-1) — y(™~{) ',  étant  égal  à  l'intervalle  total 
X  —  x0  multiplié  par  une  moyenne  entre  les  valeurs  dey,  sera  une 
quantité  finie,  quel  que  soit  le  nombre  des  divisions  de  l'intervalle. 
En  second  lieu,  si  l'on  remplace  un  seul  intervalle  X  —  x0  par 
ii  intervalles  partiels 

X\  Xn,        X.2 X*  ,  ....         ii.  .F»— t  « 
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l'accroissement  Y(7"-l) — y{™~n  =  (X —  x0)fo  variera  d'une  quan- 
tité que  l'on  peut,  d'après  ce  que  nous  avons  vu  plus  haut,  mettre 
sous  la  forme 

(/i-/o)(X-*i)  +  (/.-/i)(X-i.)+.... 

On  a,  d'ailleurs,  en  supposant  les  dérivées  partielles  de  y  finies 
dans  l'intervalle  X  —  x0,  comme  la  fonction  elle-même, 

/,-/o=/'(?)(^-^)+/'(^(Jl-Jo)^-..•-^/'(^'"-^)(y^-l,-Jr-l,); 

et,  comme  tous  les  accroissements j{ — j{),  ...,j\m~j) — j^-"  sont 
les  produits  de  x, — a^0  par  des  quantités  finies,  fs — f0  prendra 
la  forme 


«o  étant  une  quantité  finie.  Et  de  même  pour  les  autres.  On  en 
conclut,  comme  on  l'a  fait  pour  les  équations  du  premier  ordre, 
que  la  variation  que  subit  l'accroissement  Y^-1- — y{™~{)  est  une 
quantité  dont  la  valeur  limite  est  de  la  forme 

-  u(x  —  x^y, 
i 

u  étant  une  quantité  finie. 

Il  résulte  enfin  de  là  que,  si  l'on  part  d'une  subdivision  de 
l'intervalle  total  en  éléments  infiniment  petits,  l'accroissement 
Y(ra-0 — j'o"-"  ne  subira  plus  que  des  variations  infiniment  petites. 
Donc  cet  accroissement  tend  vers  une  limite  déterminée,  indé- 
pendante, comme  on  peut  le  démontrer,  du  mode  de  subdivision 
de  l'intervalle  X — x0  en  parties  infiniment  petites. 

810.  Il  s'ensuit  de  là  que  Y("i-I)  est  une  fonction  déterminée 
de  X  et  des  quantités  arbitraires  x0,y0>  j'ot  •  •  •  O  o"  ">  avant  pour 
dérivée 

lim— - Z-l_  =limjk_1=/(X,Y,...), 

A-       •■*  n—  i 

et  par  suite  satisfaisant  à  l'équation  différentielle.  Ainsi,  de  l'équa- 
tion différentielle  (i)  on  déduit  une  équation  de  la  forme 

yVn-»  =  ?[x,x„y„y\ rlT11), 
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y(m-\)  ayant  pour  dérivée 

oùy,y',  .  .  .  sont  les  limites  des  valeurs  obtenues  comme  on  vient 
de  le  voir,  limites  que  l'on  démontrerait  être  finies  et  déterminées, 
comme  on  l'a  fait  pourj}^™-1). 

En  intégrant  m — i  fois  de  suite  cette  expression  dey('"~,'>,  et 
déterminant  chaque  fois  la  constante  d'après  la  condition  que, 
pour  .r  =  ,r0,  on  ait  y  =y0,  y'  =  y'0,  .  .  . ,  j("i_"  —  jy(0'"~n,  on  par- 
viendra à  une  relation  entre  x,y  et  les  m  constantes  arbitraires 
y<s,y\i  •  •  •  7,/oW-i,j  laquelle  sera  V intégrale  générale  de  l'équation 
différentielle  proposée. 

Remarquons  que,  d'après  la  loi  de  formation  des  fonctions 
jtm-\) ^y(m—2)^  ^  yi ^  chacune  d'elles  est  la  dérivée  de  la  suivante, 
et  c'est  pour  cela  qu'elles  se  reproduisent  dans  les  intégrations 
successives. 

Si  l'on  donne  maintenant  une  équation 

F(*,r,Ci,C„  ...,Cm)=o, 

renfermant  m  constantes  arbitraires  distinctes,  c'est-à-dire  telles 
qu'on  puisse  les  déterminer  de  manière  que,  pour  x  =  x0,  y  et 
ses  in  —  i  premières  dérivées  prennent  des  valeurs  choisies  arbi- 
trairement, et  que  la  valeur  de  y  tirée  de  cette  équation  satisfasse 
à  l'équation  différentielle  (i),  quelles  que  soient  ces  m  constantes, 
cette  équation  ne  pourra  que  coïncider  avec  l'intégrale  générale 
dont  nous  venons  d'établir  l'existence. 
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CHAPITRE  IL 

INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  DU  PREMIER  ORDRE 
ENTRE  DEUX  VARIARLES. 


§1. 

PRINCIPALES    MÉTHODES    POUR    L'iNTÉGRATION    DES    ÉQUATIONS 

DIFFÉRENTIELLES 

DU    PREMIER    ORDRE    ET    DU    PREMIER    DEGRÉ. 

811.  I.   Intégration  immédiate.  —  Supposons  d'abord  que  l'é- 
quation différentielle  donnée  soit  du  premier  degré  par  rapport 

dr 
à  —  »  et,  par  suite,  qu'elle  puisse  se  mettre  sous  la  forme 

Md.t:  -h  ~Ndy=.  o, 

M  et  N  étant  des  fonctions  données  de  x  et  de  y.  Si  le  premier 
membre  de  cette  équation  est  la  différentielle  exacte  d'une  fonc- 
tion des  variables  x  et  y,  considérées  comme  indépendantes,  cette 
fonction,  dont  la  différentielle  doit  être  nulle  en  vertu  de  l'équa- 
tion, ne  pourra  que  conserver  une  valeur  constante.  On  aura  donc 

la  relation 

JCMdx-\-~Ndr)  =  C, 

qui  contient  une  constante  arbitraire  et  qui  sera  l'intégrale  géné- 
rale de  l'équation  proposée. 

Exemples.  —  i°  L'équation 

(  2  X.V  -\-  Pf  -+-  3  )  dx  +  (  $x  +  2  y  y  -f-  î  )  dj  —  0 
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a  pour  intégrale  générale 

a.x-  -+-  $xy  -h  7  j  2  +  â x  -+•  zy  ==  C. 

i°  L'équation 

dx  dy 


y/xs-hyi        y  \         \J^+y2J 
donne,  en  représentant  la  constante  arbitraire  par  logC, 


Arg  Sh '-  logj  =  log  [x  +  y'x-  -+-  j2J  =  logC, 

d'où 

812.  IL  Séparation  des  variables.  —  L'intégration  immédiate 
peut  s'effectuer  dans  le  cas  où  les  variables  sont  séparées,  c'esl- 
à-dire  où  l'équation  est  de  la  forme 

Xdx  -+-  Ydj ■  =  o, 

X  étant  une  fonction  de  x,  Y  une  fonction  de  y.  L'intégrale  géné- 
rale de  l'équation  est  alors 

/Xdx  -+-  fYdj  =o. 
Exemples.  —  i°  Soit  l'équation 

dx        dy 
x  y 

on  en  tire,  en  représentant  par  logC  la,  constante  arbitraire, 
\ogx  —  log  j  =  logC,     d'où     x  =:  Cy. 

2°  Soit  l'équation 

dx  dy 

7+ÔT2  +  T+T2  =0; 

on  en  tire,  en  représentant  par  arc  tangC  la  constante  arbitraire, 

x  -+-  v 
arc  tanga'  -H  arc  tangj  =  arc  tang —  =  arc  tangC, 

d'où 

•r  +  r       C. 


i  —  xy 
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813.  On  peut  ramener  au  cas  précédent  toute  équation  de  l'une 

des  formes 

Xdx  -hXefy=zo, 

XlTdx-f-XYldy  =  of 

X,  X|  étant  des  fonctions  de  x,  et  Y,  Y  ,  des  fonctions  de  y.  Il  suf- 
fira, pour  cela,  de  diviser  chacune  de  ces  équations  par  le  pro- 
duit XY,  en  tenant  d'ailleurs  compte  comme  il  convient  [781]  du 
facteur  ainsi  supprimé. 

Exemples.  —  i°  L'équation 

y  dx  —  x  d)  =  o 
devient,  en  divisant  par  xy, 

dx       dy 

=  o, 

x  y 

d'où  [812] 

x  —  Cy  =  o. 

L'équation  différentielle  donnée  équivaut  à 

X 

xy.dlog-   =o. 

La  solution  supprimée   xj  =  o  correspond  aux   deux  intégrales 
particulières  x  =  o,  y  =  o,  que  l'on  obtiendrait  en  faisant  tour  à 
tour  C  =  o,  C  —  oc  . 
■2°  L'équation 

\jy  dx  —  y  x  d)  ■  ■=:  o 

donne,  en  divisant  par  \Jxy, 

dx         dy 

\Jx        Jy 

d'où  l'intégrale  générale 

\/x  —  \Jj  =  C. 

Le  facteur  supprimé  \jxy,  égalé  à  zéro,  donnerait  une  solution 
singulière  [789,  HT]. 

Nous  allons  examiner  maintenant  deux  cas  généraux,  dans  les- 
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quels,   par  une   transformation  convenable,   on  peut   rendre  les 
variables  séparables. 

814.   III.  Equations  homogènes .  —  Soit  une   équation  de  la 

forme 

Mdx  -f-  mdr  =  o, 

M  et  N  étant  deux  fonctions  homogènes  de  même  degré  en  x  et  y. 
L'équation  proposée  pourra  [322]  se  mettre  sous  la  forme 

ou,  en  divisant  par  xm,  et  posant  -  =  t,  d'où  dj  =  tdx  -f-  xdt, 

y[t)dx  -\-  y^(t)  [tdx  -h  xdt)  =  o, 

ou 

[<?[t)  +  t%(t)]dx  -\-x%[t)  dt=.  o, 

équation  où  les  variables  sont  séparables  d'après  le  numéro  pré- 
cédent. On  en  tire  ainsi 

dx  y.(t)dt 


d'où,  en  posant,  pour  abréger, 

rr_  Xi*) 


f[t)-htx{t) 

et  intégrant, 

logx  -\-fTdt  =  logC,     ou     x  =  Ce~STrl. 

Après  l'intégration,   il  ne  restera   plus    qu'à  remplacer  t  par  sa 

y 

valeur  -  ;  ou  encore  on  conservera  la  variable  auxiliaire  t,  enjoi- 
gnant à  l'équation  précédente  l'équation 

jr  =  Cte-^dt. 

815.  On  peut  arriver  au  même  résultai  en  posant 
x  =  t  cosp,     y  =  r  sin/>, 
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auquel  cas  on  a,  en  divisant  par  rm, 

<?  (tangp)  [cosp  dr  —  rsinp  dp)  -+-  %  [taxigp]  [sinp  dr  -+■  rcosp  dp)  =  o, 

ou,  en  posant 

p  _  —  tang^.y  (tang/?)  -+-  x  (tangp) 

?  { tanëP  )  +  tanëP  ■  y.  (  tang/>  ) 

- 1-  Y  dp  =  O, 

d'où  l'on  tire,  comme  précédemment,  l'intégrale  générale 

816.  Exemples.  —  i°  Soit  donnée  l'équation  homogène 

(  x~  —  y-  )  dy  —  i  xy  dx  =  o . 

En  faisant  y  =  tx,  et  divisant  par  x-,  il  vient 

(  i  ■ —  t-  )  [x  dt  -4-  tdx)  —  itdx  =  o, 
OU 

f  i  —  t-  )  dt        dx 


t    i  4-  tl 


i            it  . 

En  décomposant  le  multiplicateur  de  dt  en ^  et  intégrant, 

il  vient 

logt — log(i -t- c2)  —  logcr  =  logC,     ou -=zCx, 

ou,  en  mettant  pour/:  sa  valeur-, 


x«-+y*=  l-y 


Autrement,  en  employant  la  transformation  du  n°  815,  et  divisant 
par  r-,  on  a 

( cos*p  —  sin9/; )  (sinp  dr  -f-  r cosp  dp) 

—  2  cosp  sinp  [  cosp  dr  —  r  sinp  dp)  =  o, 

ou,  en  réduisant, 

—  sin/?  c?r  -t-  r  cosp  dpz=zo\ 
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en  séparant  les  variables,  on  en  tire 

dr       cosp  dp  .  . 

- — —  =  o,      logr  —  logsin/)  =  logC, 

r  smp 

ou  enfin 

r  =  C  sin/». 

20  Soit  encore  l'équation 

(j:  —  \Jxy  —y)  dx  -+-  V ' xf  dï  =  °- 
En  posant  y  =  l2x,  et  séparant  ensuite  les  variables,  on  a 

dx  i&dt  _ 

x    "^   i  —  t  —  f1  -i-  t?  ' 

ou,  en  décomposant  le  multiplicateur  de  dt  en 

i  3      i  ii 

4- 


(i  —  ty-       i  i  —  t       2  i  -+-  ^ 

et  intégrant, 

1 

Ce    l~e  Ct*e~ 


(l  —  t)<Jl  —  i1  [i  —  t)<Jl—t* 

817.  Une  équation  non  homogène  peut  quelquefois  être  rendue 
homogène  par  une  transformation  convenable.  Soit,  par  exemple, 
l'équation 

[ax  -+•  by  -f-  c)  dx  +  [a' x  H-  &'j>  -t-  c')  dy  =  o. 

On  peut  faire  disparaître  les  termes  constants  dans  chaque  paren- 
thèse, en  posant 

.r  —  f-f-a,     y  =  rt  -+-  fi, 

et  déterminant  les  constantes  a,  |3  par  les  équations 

(A)  av.  -+-  bp  -+-  c  =  o,     a'K+è'(5  +  c'  =  o. 

L'équation  prend  alors  la  forme 

(«Ç  4-  eu)  rfg  -h  (fl'Ç  +  b'o)  dr,  ==  o, 
d'où,  en  posant  r,  =  £ç, 

r/Ç^  {a'  +  b't)dt 

\     '    «  +  («'  +  4)/  +  /»'^         ' 

équation  où  les  variables  sont  séparées. 
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Cette  méthode  serait  en  défaut  si  le  déterminant  des  équations 
(A)  était  nul.  En  posant,  dans  ce  cas, 

a!        V 

—  =  —   =/',  <ZJC-{-bY~U, 

a         b 


l'équation  devient 


(  c  -+-  hu  )  du 
dx  -' 


[b  —  ak\  u  H-  bc  —  ac' 

Si  l'on  avait,  de  plus, 

a'  _  b'  _  c'  _ 
abc 

alors  l'équation  proposée  pourrait  s'écrire  sous  la  forme 

[ax  -f-  by  +  c)  [dx  -f-  kdy)  ===  o, 

et  elle  serait  vérifiée  soit  en  prenant  dx  -\-kdj  =  o,  d'où 
ax  -f-  a' y  -+-  C  =  o, 

ce  qui  donne  l'intégrale  générale  ;  soit  en  prenant 

ax  -+-  by  -4-  c  =  o, 

solution  étrangère  en  général,  intégrale  particulière   lorsqu'on  a 
a'  =  b. 

On  aurait  atteint  le  même  but  en  prenant  pour  variables 

u  —  a  x  ■+-  by  -+-  c,      v  :=  a! x  -f-  b' y  •+-  c'. 1 

818.  On  peut  employer  pour  la  même  équation  différentielle 
une  autre  transformation,  qui  consiste  à  faire  disparaître  x  dans 
le  coefficient  de  dx,  et  y  dans  le  coefficient  de  dj,  ce  qui  permet 
de  séparer  immédiatement  les  variables.  Pour  cela,  posons 

Ç  =  x  -f-  \y,     >}  =  x  +  l2y. 

En  substituant  ces  valeurs,  et  identifiant  l'équation  ainsi  obtenue 
avec  une  équation  de  la  forme 

[gy-\-h)dÇ-h  {g'^+h')dn  =  o, 
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on  trouve  les  conditions 

g  +  g'  =  a,         gl2  -+-  g'  \  =  b,  h  +  A'  =  c, 

gll-hg'l2=af,      [g  +  g')\^  =  b',      ni  +  h'l.2  =  c'. 

On  en  tire  d'abord 

(§•-+-  g')fii  +  ii)  =  «(>i+  M  =  &  -+-  «S     «V2  =  b', 

d'où  l'on  conclut  que  "X{  et  ^2  sont  les  racines  de  l'équation  du  se- 
cond degré 

fl^_(è+.a/)3i  +  i/  =  o. 

Ces  racines  trouvées,  les  équations  font  connaître  les  valeurs  de  g, 
h,  g',  h';  etc. 

819.  Une  équation  peut  quelquefois  devenir  homogène  par  rap- 
port à  x  et  à  z,  lorsqu'on  pose  ^  =  -•  Par  cette  transformation, 
elle  doit  prendre  alors  la  forme 


w 


dx  -h  xm-£  I  -  \dz  =  o, 


ou,  en  mettant  pour  z  sa  valeur  -» 

a?7"  <p  (  xj)  rfa:  —  -^-  x  (  «T  )  r/j-  =  o  , 

ou  encore 

x"l~ 2 .  (.rf  )2y(jy  )rZr  —  xmy.[xy)dy  =  o, 

équation  qui  peut  se  ramener  à  la  forme 

dx  dv 

x  y 

Exemple.  —  Soit  l'équation 

[a1  -\-  xy  )  dy  =  xy5  dx  ; 

on  peut  l'écrire  sous  la  forme 

(a--hxy)~=xy.dx, 
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qui  rentre  dans  le  cas  précédent.  On  posera  donc 

,,    ,      dy        tdx  —  xdt 

xy  =  t,      d  ou     —  = , 

r  * 

et  l'équation  deviendra 

dx         [a -+-  t)dt 
x         at  4-  t~  —  t6 

où  les  variables  sont  séparées. 

820.   Soit  encore  l'équation 

xm[aydx  -+-  bxdy\  -+-  yn[ci' y  dx  -\-  b'xdy)  =r.  o, 

OU 

/                   ,       n  dx         ,  ,  ,  dy 

(ax">  -h  a' y'1) h  (  bxm  +  b'yn  )  —  =  o. 

En  faisant  xm  =  \  ,  j "  =  n,  on  a 
dx 


dl 

dy  _ 

dy 

me, 

y 

fin 

et  l'équation  prend  la  forme  homogène 

mt,        s  '  ne] 

821.  IV.  Equations  linéaires.  —  On  appelle  équation  diffé- 
rentielle linéaire  du  premier  ordre  une  équation  différentielle 
dans  laquelle  la  fonction^  et  sa  dérivée  y'  n'entrent  qu'au  premier 
degré,  et  sans  être  multipliées  l'une  par  l'autre.  La  forme  générale 
d'une  telle  équation  est  ainsi 

(,)  j'  +  PJ==Q, 

P  et  Q  étant  des  fonctions  de  la  seule  variable  x. 
Pour  intégrer  cette  équation,  que  l'on  peut  écrire 

dy  4-  Vy  dx  —  Q  dx, 
posons 

(i)  y  =  uv, 

n  et  v  étant  des  facteurs  indéterminés,  dont  l'un  peut  être  pris  ar- 
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bitrairement.  On  en  tire  df=  vdu  -f-  udv,  et  l'équation  proposée 
prend  la  forme 

(  3  )  «  [dv  -f-  vVdx)  -+-  vdu  =  Qdx. 

Choisissons  v  de  manière  à  faire  disparaître  le  premier  terme,  en 

posant 

dv  -t-  vVdx  =  o,      d'où     v  =  A  e~ SVdx , 

A  étant  une  constante  arbitraire.  L'équation,   réduite  alors  à  la 

forme 

vdu  =  Qdx, 

devient,  en  mettant  pour  v  la  valeur  obtenue, 

du  =  --  e^  dx  Q*/.r,      d'où      u  =  C  -1-  -  yVp  «%*  Q  c£c, 

et,  par  suite,  en  écrivant  C  au  lieu  de  AC, 

y  =  Wp^  (  C  +  /Vp  ^  Q  Ar  ) . 

On  voit  que  cette  expression  est  indépendante  de  la  constante  A, 
que  l'on  aurait  pu  prendre  tout  d'abord  égale  à  l'unité.  On  pouvait 
le  prévoir  d'avance,  en  remarquant  que  le  choix  de  v  était  tout  à 
fait  arbitraire,  et  que,  pour  faire  disparaître  le  premier  terme  de 
l'équation  (3),  il  suffisait  de  prendre  pour  v  une  intégrale  particu- 
lière quelconque  de  l'équation  du  -+-  vVdx  =  o. 

822.  On  peut  arriver  à  la  même  intégration  par  la  méthode  gé- 
nérale de  la  variation  des  constantes  arbitraires.  Considérons 
d'abord,  au  lieu  de  l'équation  (i),  l'équation  sans  second  membre 
ou  équation  linéaire  homogène 

dj  -t-  Pj  dx  —  o. 

L'intégrale  de  cette  équation  sera 

j—  Ce~Spd*. 

Cherchons  maintenant  à  représenter  l'intégrale  de  Y  équation  com- 
plète (i)  par  une  expression  de  même  forme,  mais  dans  laquelle 
on  remplacera  la  constante  C  par  une  fonction  inconnue  u  de  la 
variable  x.  Cela  revient  à  prendre  pour  nouvelle  inconnue  y  di- 
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visé  par  l'intégrale  de  l'équation  sans  second  membre.  Lorsqu'on 
viendra  à  différentier  cette  valeur 

les  termes  dans  lesquels  n'entrera  pas  la  différentielle  du  facteur  u 
seront  les  mêmes  que  si  u  était  constant,  de  sorte  qu'il  s'opérera 
entre  ces  termes  les  mêmes  réductions  que  dans  le  cas  de  u  =  G.  Or, 
dans  ce  cas,  les  deux  termes  de  l'expression  dy  -f-  Vy dx  doivent 
se  détruire,  quel  que  soit  C.  Donc,  pour  u  variable,  il  ne  restera 
de  ces  termes  que  celui  qui  contiendra  la  différentielle  de  u,  de 
sorte  que  l'équation  se  réduira  à 

du.e-SVdx  =  Qdx, 
d'où  l'on  tire 

u  =  C+fe-fPdxQdx, 

et  l'on  obtient  ainsi  la  même  valeur  dey  que  dans  le  numéro  pré- 
cédent. 

Nous  verrons  plus  tard  d'autres  applications  de  cette  méthode 
d'intégration. 

823.  Exemples.  —  ï.  Trouver  une  courbe  dont  la  sous-tangente 
soit  à  l'ordonnée  comme  une  longueur  donnée  a  est  à  la  différence 
entre  l'ordonnée  et  l'abscisse  [problème  de  de  Beaime). 

On  a  la  proportion  St'.y  =  a  \y —  x,  d'où 


Ici 


y  —  ^ 

a 


0  =  —  -,      fVdx 

a       J 


d'où 


fe^dx(ldx  =  —   je    a-dx  =  C-t-ae    s  l  -  -4- 1 


y-z=  x  -+-  a  ■+■  Ce". 


Si  l'on  prend  pour  nouvel  axe  des  x  la  droite  y  =x-{-a,  les  nou- 
velles coordonnées  X,  Y  seront  liées  aux  anciennes  par  les  relations 

X  X 

H.  —  Cours  de  Cale,  infin.,  II.  ^ 
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et  l'équation  de  la  courbe  prendra  la  forme  plus  simple 

x 

II.   Soit  l'équation 


i  —  IX 

r-\ -, — y—  i 


On 


a  ici 


fVdjc  =  —  -  —  log.r2,      &***  =  \  e    x,     f(±eîVdxdx  =  e   x  -f-  C, 


d'où 

y  =  x2\i  H-  Cex  ) , 
III.  Sommer  la  série 


«27 

J  =  —  H 5  H h 


1.2  2  .  O  «  (W  +  I  j 

Comparons  cette  série  au  développement  de  — log(i —  x)[345], 

I             x        x1                   x11 
loç = 1 h  • 1 H 

I  — XX  2  II 

On  a  évidemment  la  relation 

jr-hx—=\og 

dx  i  —  .r 

En  intégrant  cette  équation,  on  trouve,  pour  l'intégrale  générale, 
C         i—xf  1 

y  — (  ih- log  — 

J7  JT         \  I  

On  déterminera  la  constante  d'après  la  condition  que  y  s'éva- 
nouisse avec  x,  ce  qui  donne  G  =  i,  et,  par  suite,  la  somme  cher- 
chée est 

i  —  X  I 

y  =  i log 


824.   On  peut  ramener  à  la  forme  linéaire  toute  équation  de  la 
forme 

en  posanty(  r)  =  z. 
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Equation  de  Bernoulli.  ■ —  Soient  Pet  Q  deux  fonctions  de  x, 
et  considérons  l'équation 


dx 


ou,  en  faisant  q  — p  =  n, 


.   Pj  =  Qj". 

CI.X 


On  peut  la  mettre  sous  la  forme 


d-L 


h-ï)P-SZï=-(ii-i)Q, 


dx  j 

équation   qui   devient  linéaire   lorsqu'on  pose  -^  =  z,   et   qui 

donne 

i  i 

y  =  (i  —  re)^e'Pd*  [C  —  fe''l-n]SVdxQdxY-". 

On  aurait  pu  traiter  l'équation  de  Bernoulli  directement  comme 
l'équation  linéaire,  soit  en  posant^  =  uv  et  en  séparant  ainsi  l'é- 
quation en  deux  autres,  soit  en  employant  la  méthode  de  la  varia- 
tion des  constantes  arbitraires. 

Exemple.  —  Soit  l'équation 

dy  -+■  ydx  z=z  xy%  dx. 

Si  nous  appliquons  la  méthode  de  la  variation  des  constantes  arbi- 
traires, nous  aurons  d'abord  à  intégrer  l'équation  dy~\-ydx  =  o, 
qui  donne  y  =  Ce~x\  Substituant,  dans  l'équation  proposée,  la 
valeur  y  =  ue~x,  il  vient 

e~x du  —  ilj  e~  ixdx,      ou     — -  =  e~Zcxdx, 

u* 

d'où,  en  intégrant, 

i 

ul 

ou,  à  cause  de  u  =  exy, 

~-  =  x-+-  -4- Ce2*. 


t-   -    )  6'-2t  -j-  C, 
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825.  Si  l'on  donne  une  équation  de  la  forme 

axay$dj  -+•  bxa'y^'dx  —  cxa"y$"  dx, 

on  peut  d'abord,  en  divisant  par  axaj^",  la  ramener  à  la  forme 

y't  dy  -\-  gx^yi'dx  =har 'dx. 

Si  l'on  pose  maintenant 

yUly  —  dz,      d'où     j.+I  =  (y  -+■  i)z, 

l'équation  prendra  la  forme 

dz  -f-  kx*zndx  =  hx^'dx, 

et  elle  deviendra  linéaire  si  l'on  a  n  —  i,  c'est-à-dire  — - —  =  i, 

7  +  1 

ou  |S'  =  (3  -+- 1 ,  c'est-à-dire  si  l'équation  donnée  rentre  dans  l'équa- 
tion de  Bernoulli. 

§  H- 

APPLICATION      DE      L'iNTÉGRATION      DES      ÉQUATIONS     DIFFÉRENTIELLES 
A  LA  RECHERCHE  DE  LA  FORMULE  D'ADDITION  DES  TRANSCENDANTES. 

826.  Soit  cj(x)   une  fonction  donnée  de  x,   et  désignons  par 

Jn>x 
X5  [x)  dx,  prise  à  partir   d'une    limite   con- 
a 

stante  a.  On  propose  de  trouver  la  relation  qui  doit  exister  entre 
trois  arguments  x,j,  z  pour  que  l'on  ait,  entre  les  valeurs  corres- 
pondantes de  la  transcendante  II,  la  relation 

(,)  n(x)-4-n(r)  =  n(z). 

Pour  cela,  supposons  z  constant,  et,  par  suite,  H(z)  égal  à  une 
constante  C.  En  différentiant  l'équation  (i),  on  a  l'équation  diffé- 
rentielle 

(  2».  )  gt  ( x )  dx •  -f-  ct  (jr)  dy  =  o, 

dont  l'intégrale  générale  s'obtient  immédiatement  sous  la  forme 

n(*)  +  n(r)=c. 
Supposons  que,  par  un  moyen  quelconque,  on  ait  obtenu  la  môme 
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intégrale  générale  sous  une  autre  forme 

(3)  F(*,r)  =  C. 

Si  dans  l'équation  II  (x)  -\-H(y)  =  G  on  fait  x  ~  a,  H  (.r)  s'an- 
nule et  II(j^)  devient  égal  à  C,  c'est-à-dire  à  II (.z),  d'oùj  —  c 
pourx=^rz.  Introduisant  ces  substitutions  dans  l'équation  (3), 
elle  devient  F  [a,  z)  —  C,  et,  par  suite,  on  a,  pour  la  relation  cher- 
chée entre  les  arguments  x,  y,  z, 

(4)  V[x,r)=Y[a,s). 

Si  l'on  représente  par  u,  u  les  intégrales  II  (x),  U[y),  et  par 

œ  =  ?(«)>   y  =  t[v) 

les  fonctions  inverses  de  ces  intégrales,  on  aura  z  =  <d(m  -h  u), 
a  =  7(0),  et  la  relation  (4)  prendra  la  forme 

(5)  F[T(«),  9[v)}  =  ¥[?[o),  ?(«  +  ,)]. 

827.  Exemples.  —  I.  Si  l'on  définit  la  transcendante  logx  par 
l'équation 

log^f     £, 

V    I 

considérons  l'équation  différentielle 

dx        dy 

h  —  =0, 

x  y 

dont  l'intégrale  immédiate  est 

log.r  +  logj  ."=  G. 

Si  l'on  écrit  l'équation  différentielle  sous  la  forme 

y  dx  -j-  x.  dy  =  o , 

on  en  tirera,  en  intégrant, 

TV    f" 

x y  —  u  , 

d'où  (en  faisant  x  —  1 ,  jy  =  z), 

C  =  z,     a?j  =  3 ,      logx  +  log  j  =  log  (  arj  ) . 
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Soit  <p(«)  la  fonction  inverse  de  u  =  \ogx;  les   deux  formes 
de  l'intégrale  deviendront 

u-i-v  =  C,     et     w[u)f[v)  =  C. 

En  supposant .r  =  a(ù)  =  i,  d'où  u  .-=  o,  v=  C,  il  vient 

y(C)=C,     ou     C  — logC. 

En  remplaçant  donc  tour  à  tour  C  par  u  -+-  y,  et  G'  par  xj",  on  a  la 
formule  d'addition  des  transcendantes  logarithmiques  sous  les 
deux  formes 

y  (m)  cp(p)  =  <p(«  -+-  c) ,      ou     eu.e*'  =  e"+1', 
et 

logx  +  logj=log(^r). 

II.   Si  l'on  pose,  par  définition, 

l'équation  différentielle 

.    ,  d.r.  dy 

x     '  i  +  x1  I  +  y2 

aura  pour  intégrale 

(j3)  n(.r)  +  n(j)  =  c. 

On  peut  d'ailleurs  écrire  l'équation  (a)  sous  la  forme 

=  <£r  -»-  dy  H-  (j+J' — ■  x)ydx  +  (  .r  +  y  —  j)  .rrfr 
=  (i  —  xy)d[x  +  jr)  —  {x-\-y)  d{\  —  xy) , 

ou,  en  divisant  par  (i  —  xj  )-, 

—  o,      d  ou —  =  C  . 


1  —  xy  j  —  xy 


Soit  maintenant  tangu  la  fonction  inverse  de  u  =  Tl(x).  En  fai- 
sant x  =  o  =  tango,  d'où  ç>  ==  C,  j  =  tangC,  il  vient 


taneC  =  C. 
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Donc 

.  .  tangw  +  tangp 

tang [u-i-  v\  — - —  -, 

i  —  tang  «  tang  p 

et,  en  remplaçant  II  (x)  par  arc  tangx, 

x  -+-  y 
arc  tang.r  +  arc  tangr  =  arc  tang —  • 

i  —  xj 

On  trouverait  de  la  même  manière  la  formule  analogue  relative 
aux  tangentes  hyperboliques. 

III.   Si  l'on  pose 

dx 


o    v» 


l'équation  différentielle 

dx  dy 


\j\  —  x2        \/i  — j2 

aura  pour  intégrale  transcendante 

n(.r)  4-n(j)=c. 

Cherchons  maintenant  une  intégrale  algébrique  de  cette  même 
équation.  Pour  cela,  posons 

dx  dr 

du, 


\Ji  —  x*  \Ji—y* 

d'où 

dx  , dr  r 

—  =  y  I  —  x- ,       —  =—  J  l  —  y-. 
du        v  '      du  v  J 

En  élevant  au  carré  ces  deux  équations,  et  différentiant  par  rap- 
port à  la  variable  indépendante  u,  on  a 


dxd-x  dr  r/2  Y 


d'où 


Posons  maintenant 


du-  'r'       </«2  J' 


x-{-j=p,      x—y  —  q; 
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les  équations  précédentes  donneront 
cV- p  d*2  q 

dp  dq        dx*         dy% 
du  du        du2        du'2 

d'où  l'on  tire,  par  division, 


d2p  dp 

du2  i         du        dq 

—  —  5    OU 


dp  dq         q  dp  q 

du  du  du 

équation  connue  [812  et  827,  I],  d'où  Ton  conclut 

dp 

et  l'on  a  de  même 

dq  _ 

du 

A  et  B  étant  des  constantes  arbitraires.   En  substituant   à  p,  q, 

-y-i  —^  leurs  valeurs  ci-dessus,  il  vient 
du    du 


\/ï  —  ■**—  \/i—  J*=  A(.r  —  j), 
y/i  —  x2-h  \Ji—y2=B[xA-y), 

équations  d'où  résulte  entre  les  deux  constantes  la  condition 

AB  =  —  i . 
On  en  tire,  par  addition  et  soustraction, 

A  4-  B  A  —  B 


(* 


y, 


/■ :        A  -i-  B  A  —  B 

V  i  —  r  =  — - —  y jt. 


A  -f-  B 
Entre  les  équations  (a)  éliminons ;  il  vient 

ysli  —  a?—  xsji  —f2=  — - —  (*8— 7*): 
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d'où 

;  i  i  A  x- — r2 


A--B        AM-i        Jv/i  —.  A*  —  x  sjT^-~f 
=  —  ( .r  \J  i  —  /-  -4-  y  y/i  —  ./-2  )  • 
On  a  donc 


(6)  x\l\—f%-hy\li  —  xiz=a. 

En  faisant  maintenant  II  (.r)  =  u,  II  (j  ■-)  —  y,  .r  —  y  (m),  J'  =  ?(^)> 

il  vient,  pour  x  —  o,  u~  o,  v  =  C,  y  =  f  (C),  d'où,  en  vertu  de 

l'équation  (è), 

C'=f(C)  =  ?(«  +  c). 

Donc,  en  remplaçant  <p  par  la  notation  ordinaire  sin,  l'équation  (&) 

devient 

sin«  cosc  +  sint>  cosw  =  sin(«  -f-  t>). 

De  même,  en  éliminant entre  les  équations  («),  il  vient 

A  +  B 

2 


-  j2)  =  xs]\  —  x*  —  y  v'i  —  j-2 

_  (.r  y'1  —  x'2  —  y  s/1  ~  x'1  )  {■t  \li  —  j2+ y  v ' l  ~~ "  fi) 

.r  y/i  —  r2-f-.r  v''1  —  -^ 
_  (.r2  —  j2 )  (  y/ 1  —  j.-2  y/ 1  —  jr2  —  xy) 
x  \j  i  —  J'2  -f-  \j\  —  x% 
(,r2  —  _r2  )  (  y/ 1  —  .r2  \j  i  —  j--  —  xy) 


A—  B 
d'où 


A  -!-  B 


Xy  __    y/  !  _  j*  V/I    _  jr*  —    _ _ _    —  C''. 


Pour  x=  o,  y  =  sinC,  il  vient 


C"  = -  —  \J\  — j*  =  —  cosC  = —  cos(«  h-  c] 

Donc 

cos  u  cos  r  —  sin  «  sin  v  — -  cos  (  «  H-  c) . 

IV.   Soit  le  polynôme  du  quatrième  degré 

/(.r)  =  rt.r4-|-  «j.r3-4-  ^2.r2+  #3#  +  tf4, 
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et  posons,  pour  abréger, 

X  =/(*),      Y=/(j). 
Cherchons  une  intégrale  algébrique  de  l'équation  différentielle 

dx         dr 

-7=    +    -=    =  O, 

V/X        VY 
d'où  dépend  la  propriété  fondamentale  de  la  transcendante 


n(x)=  r 


dx 

71' 

Pour  cela,  posons 

V/X  ~       \/Y  — 
On  en  tire 

dx*               '             dxd2x         /,,-,»  \    7 

X  =  — — ;  5      «X  =  2 =    Artjc-5  -1-  o «jjr  -r-  2a,x  -F-  «3    aj;, 

d'où 

2 =  4a,r   "+"  ûrt,.r-  4-  ici vX  -+-  «r3, 

et  de  même 

<-Z2r 

2  ■— ■  =  4«J'3  +  3  flx  j2  +  2  a2j  4-  ff3, 
dui  '      =X  —  Y  =  a(.r*—  j4)  +«i(^3—  j3)-f-ff2(.z2— j2)  +  (23^_ Jji 

Si  l'on  pose  maintenant  x  -\~  j  —  p,  x  — y  =  q,  la  dernière  équa- 
tion devient 

rfo  £&/  p1  -'r-  «2  3/>2  +  <72 

-^F~  =  aP1  ■ — ~ ■  +  art  -7 1-  «2/"7  +  fls7' 

et  de  l'addition  des  deux  équations  précédentes  on  tire 

2  — ^  =  «p(/r  +  oq1)  H —  (fr  +  q'  )  -f-  2tf2/J  +  2«3. 

En  éliminant  «2p  -f-  a3  entre  les  deux  dernières  équations,  il  vient 
d2p  dpdq 
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d'où 

dp  cP  p  dp%  dq  ,  dp2 

2  q  i  — ~         d  -1— 

du-  du-  q- 

ô =  —r~  =  %  an  dp  -+-  atdp, 

q6  du- 

el, en  intégrant, 

*   dP* 
-  -j-  =  ap* H-  a lP  +  C, 

rZ»  ,         J.r        dy  f^--  i^y 

ou,  en  mettant  pour  -f-  sa  valeur  - — 1 — —  =  i/X. —  y/ 1 , 
1  du  du        du 

(^-^=(,-jf[«(.r+jf  +  «1(x-fj)+C], 

ce  qui  est  l'intégrale  algébrique  de  l'équation  proposée. 

La  fonction  Tl(x)   contient  comme  cas  particulier  l'intégrale 
elliptique  de  première  espèce 


-  r      * 

Jo       \Jl  —  -r.2Jl  — Px 


et  de  l'intégrale  précédente  on  pourrait  tirer  le  théorème  d'addi- 
tion des  fonctions  elliptiques.  Mais,  pour  éviter  des  calculs  pé- 
nibles, traitons  directement  l'intégrale  u,  ramenée  à  sa  forme 
normale. 

V.  Pour  intégrer  l'équation 

dx 


\J i  —  x%  y/  i  —  P  x1        \j \  —  y1  \J i  —  A"1  y'' 


=  °i 


posons  x  =  sincp,  y  =  sin^,  d'où,  en  faisant  A©  =  y/i  — k2  sin2cp, 
l'équation  différentielle  devient 


d'à  dy 

—  -h  —  =  o . 

Si  l'on  pose 

df 


~~Jo      Â. 


l'équation  a  pour  intégrale  immédiate 

F(?)  +  F(z)  =  C. 
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Pour  obtenir  une  intégrale  algébrique,  posons 


d'où  l'on  tire 


*  =  *,,   £=-** 

du  du 


Élevant  ces  deux  équations  au  carré,  et  différentiant,  il  vient 

d^f  72      •  72     ' 

2  — — '-  =  —  ifi1  Sin a>  COS ce  =  —   f>-  Sin  1  e>, 

du* 

d*~7-  72      •  72      • 

1  - — -  =  —  i  A -  sin  y  cos  /  =  —  /<    smîy. 

Si  l'on  pose  <p  -f-  ^  =  /?,  9  —  ^  =  y,  ces  équations  donnent 
—Ç  =  —  -  P [sin (/?  H-  q )  -f-  sin(/?  —  q)]  =  —  A2  sin/>  cosy, 


/î-2  cos/j  sin  y. 


^      "^       ^=A?+AX, 


"5*    =  ^~  M"  =  ~  *'  ^  ?  -  Sin2  *) 

=  —  A2  sin  (  f  -+-  x  )  sin  [$—%)=  —  P  sinp  sin  q. 

On  tire  de  là 

cPp  d°2p               do 

—j  -—       cos  g  — 

«m-          cos  q  au-                   au 

1  ou    — —  = 


et  de  même 

d9-q 
du1 

On  a  d'ailleurs 

du 

=  à? 

d'où 

dpdq        sin<7  dp  sin  q 

dp 


du^  du 

d'où 


du       A  sin?, 

A  étant  une  constante  arbitraire.  On  trouve  de  même,  B  étant  une 

autre  constante, 

1     \  dq        _    . 

2  —-  =  B  sin 7? . 
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De  ces  deux  équations  on  tire,  en  éliminant  du, 
A  sin  q  dq  =-  B  sinpdp, 

d'où,  en  intégrant  de  nouveau, 

(3)  Acos<7  —  Bcos/?  -+-  C-—  o. 

En  mettant,  dans  les  équations  (i)  et  (2),  pour -f-5  — -,  leurs  va-* 

v    '        v     '     v  du     du 

leurs,  on  a 

A  sin  [f  —  /J  =  iy  —  Aj£, 

Bsin(y-t-x)  =  Ay  4-  A^. 

Soit  maintenant  a  ce  que  devient  %  pour  cp  =  o.   Ces   équations 
donneront 

—  A  sin  o-  =  1  —  Acr, 

B  sin tr=  1  +  As-, 
et  l'équation  (3),  ou 

(4)  Acos(?  —  x)  —  Bcos(?+x)-H  C'  =  o, 
donnera  C  =  (B  —  A)  cosa,d'où 

At —  t        „        4i7+i        „,       -acoso- 

A  =  : ,        B=— ,        C'=— : 

sin  s  sin  t  sin  o- 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (4),  et  réduisant,  on   en 

tire 

coscr  =  cosy  cos^  —  sin  y  sin;çA<7. 

Soit  maintenant  ani  m  (amplitude  de  u)  =  op  la  fonction  inverse 
de  l'intégrale  u  =  F(rp).  On  aura 

X  =  amc,      o-  =  am  (  u  -+-  c), 
et  la  formule  précédente  deviendra 

cosam  («H-c)  =  cosamu  cosanir  —  sinamw  sinamcAam(«  +  c), 

formule  d'addition  des  fonctions  elliptiques,  d'où  l'on  peut  tirer 
un  grand  nombre  de  formules  analogues. 
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III. 


THÉORIE    DU    MULTIPLICATEUR    DES    ÉQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES 
DU    PREMIER    ORDRE. 

828.  Nous  avons  vu  que,  lorsque  la  condition 

dm  _  cm 

*  '  dy        doc 

est  identiquement  vérifiée,  l'expression  Mrfx  +  N^j  est  une  dif- 
férentielle exacte  ,  et  qu'alors  l'intégrale  de  l'équation  différen- 
tielle 

(3)  M&  +  N^-  =  o 

est 

/[Mdv-hNely)  =C. 

Si  la  condition  (1)  n'est  pas  remplie,  nous  alJons  montrer  qu'il 
existe  toujours  un  multiplicateur  [x,  fonction  de  x  et  de  y,  tel  que, 
en  multipliant  par  ce  facteur  l'expression  Mdx  -\-  Ndy,  le  produit 
soit  une  différentielle  exacte. 

Nous  avons  déjà  vu  des  exemples  de  l'existence  de  ce  facteur 
dans  les  équations  où  les  variables  sont  séparables,  telles  que  les 
équations  de  la  forme  [813] 

KiYdx  +  XY1rf/=o, 

dont  le  premier  membre  devient  une  différentielle  exacte  lors- 
qu'on le  multiplie  par  — — :  ■ 

A.  1 

Nous  avons  rencontré  des  équations  dont  le  premier  membre 
admet  plusieurs  multiplicateurs  différents.  Ainsi  le  premier  membre 
de  l'équation 

y  dx  —  x  dy  =  o 


admet  les  multiplicateurs 


1         1         1 

—  >     —si     -si     etc., 

xy      x2      y 
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qui  donnent  à  ce  premier  membre  les  formes 

7  1         x  jT  7T 

cl  iog-  ?     —  a  - ,     d  - ,     etc. 

y  ■■*■■        y 

829.  Pour  prouver  l'existence  générale  d'un  multiplicateur 
pour  toute  expression  telle  que  Mdx  -i-Ndy,  nous  nous  appuie- 
rons sur  le  théorème,  démontré  dans  le  Chapitre  précédent,  §  IV, 
que  toute  équation 

(2)  Mdx:  -4-  N df  =  o 

admet  une  intégrale  générale  renfermant  une  constante  arbi- 
traire G.  Si  l'on  suppose  cette  intégrale  résolue  par  rapport  à  G, 
elle  sera  de  la  forme 

(3)  F(.*,j)  =  C, 

la  fonction  ¥[x,y)  étant  au  moins  susceptible  d'une  représenta- 
tion géométrique  [786]. 

dy 
Le  —  tiré  de  l'équation  donnée  (2)  doit  être  égal,  en  tout  poinl 

d'une  quelconque  des  courbes  (3),  au  —  tiré  de  la  différentiation 
de  l'équation  (3),  ce  qui  donne  la  relation 

d¥       dF 

,  . ,  dx  dy 

Or  cette  relation  finie,  sans  constante  arbitraire,  déduite  de  l'é- 
quation différentielle  et  de  l'intégrale  générale  qui  lui  est  équiva- 
lente, doit  être  une  identité  ;  car,  sans  cela,  elle  exprimerait  une 
relation  entre  x  et  y  qui  ne  serait  pas  compatible  avec  une  valeur 
arbitraire  de  y  correspondante  aune  valeur  donnée  dejr,  comme 
doit  l'être  l'équation  intégrale  générale  dont  l'équation  (4)  est  la 
conséquence. 

Remarquons,  en  passant,  que  ce  que  nous  venons  de  dire  s'ap- 
plique à  toute  équation  finie,  sans  constante  arbitraire,  déduite 
de  l'intégrale  générale.  Ainsi,  toute  relation  entre  x  et  y  seuls, 
sans  constante  arbitraire,  déduite  d'une  équation  F(x,  y,  G)  =0 
renfermant  une  constante  arbitraire,  doit  nécessairement  se  ré- 
duire à  une  identité. 
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830.  Les  deux  membres  de  l'équation  (4)  étant  donc  identique- 
ment égaux,  désignons  leur  valeur  commune  par  p..  Cette  quan- 
tité p  sera  une  fonction  de  x  et  de  y,  inconnue  tant  que  l'on  ne 
connaîtra  pas  un  moyen  d'intégrer  l'équation  différentielle,  mais 
dont  l'existence,  du  moins,  est  démontrée.  On  a,  d'après  cela, 

à?         ,,       ^F 

Ox         '  OJ 

d'où  l'on  tire 

p(Md.x-h  Ndy)  —  dF. 

Par  conséquent,  en  multipliant  par  \x  le  premier  membre  de  l'é- 
quation différentielle  (2),  on  le  change  en  une  différentielle  exacte. 

831.  En  développant  la  condition  d'intégrabilité  de  l'expression 

p(Mdx-±-Ndy), 

d[pM)  _d(iiT$) 
dy  dx 

on  obtient  l'équation  aux  dérivées  partielles 

M  ^  —  N  ^  -       (—  -  d—\  —  o 
dy  dx      "  \  dy       dx  )        ' 

qui  servirait  à  déterminer  p,  si  l'on  savait  l'intégrer.  Mais  nous 
verrons  plus  tard  que  l'intégration  de  cette  équation,  dans  le  cas 
général,  revient  précisément  au  problème  de  l'intégration  de  l'é- 
quation (2), 

On  peut  cependant  trouver  [j.  dans  un  grand  nombre  de  cas 
particuliers,  et  la  recherche  du  multiplicateur  constitue  la  méthode 
la  plus  générale  pour  l'intégration  des  équations  différentielles  du 
premier  ordre  et  du  premier  degré. 


Si  un  multiplicateur  p.  rend  intégrable  l'expression 
p(Mdx-\-  Nrfj),  qui  devient  ainsi  égale  à  du,  l'équation  différen- 
tielle donnée  (2)  se  trouvera  alors  équivalente  à 


—  du  ==  o . 


Elle  sera  donc  vérifiée  soit  en  posant  du  =  o,  ce  qui  donne  l'in- 
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tégrale  générale,  soit  en  posant  -  =  o,  ce  qui  donne  une  intégrale 

particulière,    ou  bien   une   solution  singulière,   ou    une   solution 
étrangère  [781]. 

Exemples.  —  I.   L'équation 

ydx  —  -xdy  =  o 

admettant  pour  multiplicateur  —  ■>  l'équation  -  =  o  donne  xy  =  o, 

xy  y. 

ce  qui  est  un  système  de  deux  intégrales  particulières  qui  se  tirent 

y 
de  l'intégrale  générale  -  =  C,  en  supposant  tour  à  tour  C  =  o  et 

C  =  co  • 

II.   Le  multiplicateur  de  l'équation 

\jy .  dx  —  dx .  dy  =  o 


étant  -r=»  l'équation 

yjxy 


-  =  Jxy 
F- 


donne  une  solution  singulière  [789,  III]. 

833.  Une  équation  donnée  admet  une  infinité  de  multiplicateurs. 
En  effet,  si  (x  est  un  multiplicateur  de  l'équation  Mdx  -f-  Ndy  =  o, 
de  sorte  que  l'on  ait 

u  =  fp(Mdx  -+-  Nf/j), 

y  (u)  du  =py(ii)(Mdx-i-~Ndy)  sera  aussi  une  différentielle  exacte, 
quelle  que  soit  la  fonction  cj>.  Donc  p.y(u)  sera  encore  un  multi- 
plicateur de  l'équation  différentielle.  L'intégrale  obtenue  au 
moyen  de  ce  nouveau  multiplicateur  est  la  même  que  dans  le  pre- 
mier cas;  car  il  revient  au  même  de  poser  u  =  const.  ou  de  poser 
<î>  (u)  =  const.,  <£  désignant  une  fonction  quelconque. 

Réciproquement,  si  p  et  (jt,  sont  deux  multiplicateurs  de  la 
même  équation,  de  manière  que  l'on  ait 

«  [Mdx  -+■  Ndy)  =  du, 

f*!  [Mdx  -{-  Ndy)  =  duVi 

H.  —  Cours  de  Cale,  infîn.,  II.  2o 
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la  quantité 

dul  =  —  du 
fr- 
étant une  différentielle  exacte,  il  résulte  d'un  théorème  démontré 
au  n°  779  que  —  est  une  fonction  de  u.  Donc  le  multiplicateur  p.  t 
est  compris  dans  la  formule  ^©(u). 

834.  Il  s'ensuit  de  là  que,  étant  donnés  deux  multiplicateurs 
différents  p.,  \x{  d'une  même  équation  différentielle,  on  obtiendra 
l'intégrale  générale  de  celle-ci  en  égalant  à  une  constante  arbi- 

traire  le  quotient  —  • 

y- 

Ainsi,  l'équation 

xdy  — ydx  =  o 

admet  comme  multiplicateurs 


i  i 

—  ■>      P-i  =  — 
xy  x- 


Elle  a  donc  pour  intégrale  générale 


=  ^=C. 


835.  Donnons  maintenant  quelques  applications  de  la  méthode 
du  multiplicateur  à  l'intégration  des  équations  différentielles. 

[.  Divisons  l'équation  (2)  [828]  par  N,  et  mettons-la  sous  la  forme 

dy  +  Lf/i=o, 

M 

en  faisant,  pour  abréger,  L  =  —  •  Cherchons  dans  quels  cas  cette 

équation  deviendra  intégrablc  au  moyen  d'un  multiplicateur  fonc- 
tion d'une  seule  des  variables,  de  x  seul,  par  exemple. 

En  écrivant  la  condition  pour  que  \l  [dj  -+-  hdx)  soit  une  diffé- 
rentielle exacte,  il  vient,  [x  étant  indépendant  de  y, 

dp  _  d(pL)  _       f)L 
dx  ~~       dy  dy  ' 
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OU 

I  dy.  dh 

[t.  dx       dy 

Puisque  p.  est  une  fonction  de  x  seul,  il  devra  en  être  de  même  de 
—  ?  et,  par  suite,  il  faut  que  L  soit  de  la  forme 

X  et  X,  étant  des  fonctions  de  x.  Alors  l'équation  proposée  doit 

être  de  la  forme 

dy  -h  X.ydx  -f-  X!  dx  =  o, 

c'est-à-dire  qu'elle  doit  être  linéaire.  Alors  la  valeur  de  f/.  sera  don- 
née par  l'équation 

—  =  X  dx,     d  ou     u.  —  e         1 

F- 

en  particularisant  la  constante  arbitraire  qui  devrait  être  en  fac- 
teur, ce  qui  est  permis,  puisque  évidemment  la  multiplication  par 
un  facteur  constant  n'a  aucune  influence  sur  l'intégrabilité  de  la 
fonction.  Le  premier  membre  de  l'équation  devient,  en  multipliant 
par  fx, 

ef***dy  -hyes*dxTLdx  -\-  e'^X,  dx, 

d'où,  en  intégrant, 

ce  qui  nous  ramène  à  la  formule  trouvée  [821]  pour  l'intégration 
de  l'équation  linéaire. 

On  voit  que,  dans  ce  cas,  le  quotient  —  doit  être   de  la  forme 
Xjy-l-Xj,  et  le  multiplicateur  de  l'équation  M^r  +  Nrfj=o 

est  alors  —  eIXdx- 

■  N 

Si  le  quotient  —  était  de  la  forme  Yx  -+-  Y, ,  Y  et  Y,  étant  des 
fonctions  dejr,  on  verrait  de  même  que  le  multiplicateur  serait 


I      fïdy 

M 


23 


356  LIVRE    IV.    —    CHAP.    II,    §     III. 

836.  II.  L'équation 

(2)  Mrfj  +  Nrfj^o 

peut  s'écrire  sous  la  forme 

1   ,  .    I dx         dy\  1    ,  .    I dx        dy\ 

-  (M,  +  N,)  {-  +  j)  +  -  (M«  -  Xjr)  (-  -  f  )  =  », 

ou  bien 

1  I  X 

(2)'         -  (Ma  +  Nj)  r/log(.rj  )  H (Ma;  — Nj)  f/log  -  =  o. 

2  2  y 

Les  fonctions  M.r-i-Nj,  Mx  —  Ny,  qui  multiplient  des  diffé- 
rentielles exactes,  ne  peuvent  être  toutes  les  deux  identiquement 
nulles,  sans  quoi  M  et  N  le  seraient  aussi.  Examinons  d'abord  les 
cas  où  l'une  des  deux  serait  nulle. 

i°  Si  Ma:  H-Nj"  est  identiquement  nul,  le  premier  membre  de 
l'équation  se  réduit  à 

d'où 

Md.r-h'Ndr         1    ,,      x 
—r. ^ —  =  -  d  l0£  -  ■ 

Ma,-—  N>  2         bj 

Le   second  membre   étant   une   différentielle   exacte,    le    facteur 

d'intégration  de  l'équation  (  2  )  sera  donc  — — -  • 

20  On  verrait  de  même  que,  si  Mx —  Ny  est  identiquement 

nul,  le  facteur  d'intégration  sera  — -—  • 

3°  Supposons  qu'aucune  des  deux  quantités  Ma +Nj-,  Mx — Ny 
ne  soit  identiquement  nulle,  et  divisons  d'abord  le  premier  membre 
de  l'équation  (2)'  par  Mx  +  Nj\  Il  vient 

Mdx-\-~Ndv        1    „      ,       .         1  Hx  —  Nr   „      x 

■ =  -  dlos  ( xy  H d log  -  =  o. 

Le  premier  membre  sera  une  différentielle  exacte  si 

Mx  —  Nj  x 

M.r  +  Nj        g  j 
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M^c Ny  x 

en  est  une,  et,  par  suite  [7791,  si  — —  — ~±-  est  une  fonction  de  I02:  - 

r  l         J        M*+  Ny  bj 

x  .  .  M  .  x 

ou  de  -5  c'est-à-dire,  si  —  est  une  fonction  de  ce  rapport  -■  C'est 

y  N  ,     J 

ce  qui  a  lieu,  en  particulier,   lorsque  M  et  N  sont  des  fonctions 

homogènes  du  même  degré  de  x  et  de  y.  Ainsi,  dans  le  cas  d'une 

équation  homogène,  le  facteur  d'intégration  est 


Mx-t-  Nj 

à  moins  que  Mx  -+-  ~Sy  ne  soit  identiquement  nul,  auquel  cas  nous 

avons  vu  [  i°l  que  le  multiplicateur  serait  — — -  • 

4°  Divisons  l'équation  (2)'  par  Mx  —  Nj,  ce  qui  donne 

Mdx  -h^dr         T  M.r-4-Nr      ,      ,       .  I    „      x 

M.r  —  i\ y  2  M  x  —  Nj  l       ;         2         b  j 

r  .  ,  .,,-,.  M.r-f-  Nr  r 

Le  premier  membre  sera  intégrante  si — -  est  une  tonction 

1  &  Mx  —  Ny 

Mx 

de  xy,  c'est-à-dire,  si  le  rapport  — — '  est  une  fonction  de  xy,  con- 
dition qui  est  satisfaite  si  l'on  suppose 

M  — -  y  y  (  xy  ) ,     N  =  x  ^  (  xy  ) . 

Donc,  dans  cette  hypothèse,  le  multiplicateur  de  l'équation  (2) 
sera 

1 


M  x  —  N  y 


*sauf  le  cas  de  Mx  ■ —  Ny  =  o,  dans  lequel  (20)  le  multiplicateur 

1 

est  rr s—  • 

Mx  -f-  JNr 

Remarquons  que,  si  l'on  change  j'  en  -■>  l'équation  (2)  devient 

dz 

M  dx  —  N  — -  =  o, 

z2 

N 
où  M  et  N  sont  remplacés  par  M'  =  M,  N'  =  —  —  ■  On  a  alors 
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de  sorte  que  le  premier  membre  de  l'équation  transformée  est 
homogène  par  rapport  à  x  et  à  z,  et  l'on  se  trouve  dans  le  cas 
(raité  au  n°  819.  On  a  alors 


Mjt  +  JN's        Mx  —  JN  y 
837.  Exemples.  —  I.  Soit  l'équation  homogène 

(  x  -F  y  )  dx  — ■  (  x  —  j)  rfj  =  o. 

En  divisant  par  (x -\- y)  x  —  (x — y)j  =x2-]-j-,   le   premier 
membre  devient 

(x  -i-y)dx.~  (x  -~y)dy 
x*  -\-y 

ce  qui  donne,  en  intégrant, 


,     v' j  '  -+~  ï~  x 

Jog  " — h  arctang  —  —  o, 

c  J 

équation  de  la  spirale  logarithmique. 
II.  Soit  l'équation 

( y  +  xy* )dx  -\-  [x  —  x^y)  dy  =  o. 
]Y|  jr  nry  — ] x    1 

On  a  — —  —  — — — -  =  une  fonction  de  xy.  Le  multiplicateur 

N  y         xy  —  x"1  y-  **  x 

de  l'équation  est  donc  x  [y  -\-xy-)  — y  (x  —  x~y)  =  2  x-y-,  ce 
qui  change  l'équation  en 

r  -h  x y  ,  t  —  x  y 

— —  dx  -f- —  dy  z=l  o, 

x'-y  xy* 

d'où  l'on  tire,  en  intégrant, 

log-  —  -L  =0. 

*"  y      -'-y 

838.  III.  On  peut  chercher  directement  dans  quels  cas  le  multi- 
plicateur sera  une  fonction  homogène  de  x  et  de  j',  ou  bien  une 
fonction  de  xy. 
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i°  Si  l'on  suppose  a  homogène  du  degré  zéro,  il  sera  de  la  forme 


=  ?KI 


en  posant  l  =  '-•>  d'où 

X 


dt  t        dt 

dx  .v       d  y 


—  i 

X 


et  l'équation  aux  dérivées  partielles  du  n°  831,  à  laquelle  doit  sa- 
tisfaire la  fonction  y.,  deviendra 

d'où 

dy         6*.^ 
c?  loçœ  f  f  )  H .E2  dt  —  o. 

b'  l  j      M^  +  Njr 
Pour  que  cette  équation  subsiste,  il  faut  que 

,  /dM       dN' 
\  dy         for, 

Mx  +  Nj 

soit  une  fonction  de  £  ou  de  ->  c'est-à-dire  une  fonction  homosène 

x  ° 

du  degré  zéro,  ce  qui  a  lieu,  en  particulier,  lorsque  M  et  N  sont 
deux  fonctions  homogènes  de  même  degré. 

Il  y  a  exception  dans  le  cas  de  Mx  -f-  ~Ny  =  o. 

2°  Par  un  calcul  semblable,  on  verra  que,  pour  que  le  multipli- 
cateur soit  une  fonction  homogène  de  degré  ni, 

p=z  X'"  f  (- )  =  x"'f  {t}, 


il  faudra  que  l'on  ait 

,  /dM 
x-  [  — 

,         W 


,  /dM       dm 

x-  [  — — -     —  m  Nx 

7i         /   \              \df         dx 
d\og<t[t)-\ x  —      7,T   '  —dt=zo. 


On  en  conclut  que 


a  Y       dx  J 
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doit  être  une  fonction  homogène  du  degré  zéro,  ce  qui  a  encore 
lieu  lorsque  M  et  N  sont  deux  fonctions  homogènes  de  même 
degré. 

3°  On  verra  de  même  que  le  multiplicateur  sera  une  fonction 

de  xy  si 

dM  dN 
dy  dx 
M  x.  —  N  y 

est  une  fonction  de  xy,  ce  qui  a  lieu,  en  particulier,  lorsqu'on  a 

M  =  y  y(xy),     N  =  .r  y_  [xy  ) . 

839.  IV.  Appliquons  la  méthode  du  multiplicateur  à  l'intégra- 
tion de  l'équation 

(  i)  aydx  -f-  bxdy  =  xmyn  [a'ydx  -f-  b'xdy'j, 

a,  h,  a',  V  étant  des  constantes.  Pour  cela  cherchons,  pour  cha- 
cun des  deux  membres,  la  forme  la  plus  générale  de  son  multipli- 
cateur, et  nous  verrons  ensuite  s'il  est  possible  de  faire  coïncider 
ces  deux  formes,  ce  qui  donnera  le  multiplicateur  de  l'équation 
tout  entière. 

L'expression  aydx-\~bxdy  devient  une  différentielle  exacte 

lorsqu'on  la  multiplie  par- — >  et  l'équation  ay  dx  -f-  bxdy  =  o 

xy 

a  pour  intégrale 

log(xayb)  =  const.,     ou     .zaj6=const. 

Donc  la  forme  la  plus  générale  du  multiplicateur  de  cette  expres- 
sion est  [833] 

■v 

On  verrait  de  même  que  la  formule  la  plus  générale  du  multipli- 
cateur du  second  membre  de  l'équation  (i)  est 

\ y  f  VCC'        b>  \ 

Pour  faire  coïncider  ces  deux  formules ,  il   faut  donc  choisir 
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les  fondions  cp  et  ^  de  manière  que  l'on  ait 

—  ?[xayb)  =  ) yUa'rb'), 

XV  x'"~hl  y'1+ 


ou 


xmyn  ?  [xayb  )  =  ^  [xa'yb' 


Cherchons  à  déterminer  ces  fonctions,  en  les  supposant  égales 
respectivement  à  des  puissances  de  degrés  indéterminés  v,  s,  ce 

qui  donne 

xmyn  [xayh  ) r  =  'xa'yb'  )•% 

d'où 

ar  -+-  m  =  a's,      br  -4-  n  =  b's, 

an  —  h'  m  an  —  bm 

ab'  —  a'  b  ab'  —  a '  b 

sauf  le  cas  où  l'on  aurait  a  \  a'=  b  \  b',  et  dans  lequel  l'équation  (i) 
s'intégrerait  immédiatement.  D'après  cela,  le  multiplicateur  de 
l'équation  (i)  sera 

rar — 1  ybr~l  ——  ^l's — m— 1  ,b's — n —  1 

et,  en  faisant  la  multiplication,  l'équation  deviendra 

xar-  lyhr-l  ^aydx  -4-  bxcly)  =  ^  s-\  yb' s-\  [a'ydx  +  b'xdy), 

d'où  l'on  tire,  en  intégrant, 

_  c«r  ybr  _ —  _  Ta'Sy.b'st     Q 
r  s 

840.  V.   Voici  une  autre  méthode  qui  s'applique  à  l'équation 
précédente  et  à  un  grand  nombre  d'autres. 
Considérons  l'équation 

Mdx  -f-  Nrfj  =  Pdx  -f-  Qdy, 

et  supposons  que  l'on  sache  déterminer  les  multiplicateurs  p  et  v 
des  deux  membres  de  cette  équation,  ce  qui  est  possible  toutes 
les  fois  que  l'on  sait  intégrer  séparément  les  deux  équations 

M dx  -+-  Nf(y  =  o,      Pdx  -4-  Ody  =  o. 
Soit  alors 

y.  (  M  dx  -4-  ytdy)  =  du,      v  (  Vdx  -+-  Qdy)  =  dv  ; 
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l'équation  proposée  deviendra 

u. 
du  — .  —  dv,     ou     vdu  —  pdv  =  o, 

V 

et,  si  l'on  exprime  x  et  y  en  fonction  de  u  et  de  v,  on  obtiendra,  par 
la  substitution  de  ces  valeurs  dans  p  et  dans  v,  une  équation  diffé- 
rentielle entre  u  et  u  qui  pourra  rentrer  dans  un  des  cas  que  l'on 
sait  intégrer. 

Exemples.  —   i°  Appliquons   cette  méthode  à  l'équation    du 
numéro  précédent.  On  a  dans  ce  cas 

i  i 

et,  en  représentant  les  différentielles 

a ( M dx  H-  N dy) ,     v  ( P dx  -+-  Qdy) 

du     dv 
par  — ,  — ,  on  aura 
1         u        V 

u  —  x"yl},     y  —  xa'yb' . 


L'équation  différentielle  devient  alors 

.Xn"J 


du        jx  dv  dv 


U  V       V 


Or,  en  résolvant  les  équations 

a  logx  —  b  log y  =  \ogu,      a'  \ogx  +  b'  \ogy  =  loge, 

il  vient 

b'\o'lu  —  blogv        ,  a  \ogv — a  \ogu 

log-*  =  77 tjt-  '      loëf  = V îa        ' 

«i  —  ab  ab — ab 

d'où,  en  faisant,  pour  abréger, 

a!  n  —  b'  m  an  —  bm 

r  =  —77 rr  '     -v  =  ~Tï rr  » 

«o  —  a  b  au  —  a  b 

on  tire 

\og[x"ly"  )  =  —  /-log*/  ~i-  ^  loge,      xmy"  =  u~ 'V, 

et  l'équation  différentielle  devient 

u'~~ldu  =.  vs~ldf>, 
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dont  l'intégrale  est 


ur       vs 

—  = h  C,     etc. 

r  s 


2°  Soit  l'équation 

.r2j'?  (d.x  —  bdy^i  -f-  a  (fax  —  -T.df\  =  o. 

En  multipliant  respectivement  les  deux  termes  de  cette  équation 
par 


i  i 

Ayi  Xy- 


on  obtient  les  différentielles 


rfr         r/.r        dy 

du  =z  dx  —  b  rfy,      —  =  — : 

v  x         y 

d'où  l'on  tire 

.7? 

U  rrr:  X  —   hj,        V 

L'équation  différentielle  devient  alors 


y 


i  a  dv 

—  du  + —  o, 

f*  V       V 

c'est-à-dire 


Oi 


XY  du   -f-  (2  ■ —  —  O. 


v  —  b  [v  —  or 


et  l'équation  différentielle  devient 


,  _         alv  —  b)2   7 
irdu  H s ■ — --  dv  —  o, 


&2 

-h  a  (  c  —     -  )  -  -  i  ab  loge  ==  C,      etc. 


d'où  Ton  tire 


841.  VI.   L'équation  que  nous  venons  d'intégrer  est  un  cas  par- 
ticulier de  l'équation  plus  générale 

Mdx  4-  T$dy  -h  P  {jdx  —  xdjj  =  O, 

dans  laquelle  M  et  N  sont  deux  fonctions  homogènes  du  même 
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degTé  m,  et  P  une  fonction  homogène  du  degré  n.  Si  Ton  fait 

M  =  :cmo  (  ^  )  ,       N  =  Xm%  ( ¥  ]  ,       p  —  .rn^  (  *-  ]  ,       puis        ^  =  t, 


l'équation  devient 

xm ?[t)dv  +  .xm %[t)  (x dt  H-  tdx)  -f-  xn+*-  ■l>[t)dtz=  o, 
ou 

d.x  vit)  „  -h[t) 


O, 


dt      '         f{t)-htZ{tj  ?[t)-t-tX[f} 

équation  de  Bernoulli  [824],  qui  serait  linéaire  si  Ton  avait 


m  =  ii  -f-  2. 


En  appliquant  cette  transformation  au  second  exemple  du  nu- 
méro précédent,  il  vient 

x'*fî[dx —  btd.r.  —  bxdt)  -+-  ax^dtr=z  o, 
ou 

dx  bx  a 


dt         i  —  ht    '    il  (i  —  ht) 
ou  enfin 


.t?-  -  =  o, 


d.  :c%  3  b  3  a 

x3 


dt  I  —  ht  ?2(l  —  fa) 

dont  l'intégrale  est 

^-y3  ]~C  -+-  3«  (&af  —  -)  —  zablogt] 


a— 

fa 


842.   On  peut  ramener  au  cas  que  nous  venons  de  traiter  l'équa- 
tion suivante,  connue  sous  le  nom  d: 'équation  de  Jacobi  : 

[a  -J-  a'.x  +  d'y)  [x dy  —  rdx'j  —  [b  -f-  //x  H-  //'jr) r(y  H-  [c  -f-  ex  -f-  c"j-) r/<r  =  o . 

Il  suffira,  pour  cela,  de  faire  disparaître  les  termes  constants  dans 
les  parenthèses  et  de  ramener  l'équation  à  la  forme 

(A'Ç-t-A"u)(Ç^  —  r,d%)  —  [B'Ç-f-  T&%)dn  -+-  [C'Ç  +  C"v)dÇ  =  o, 

en  posant 

-        ?  7 

i=;+     >      r  =  r,  -S-     5 
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S     y 

-)  -  étant  deux  indéterminées.  Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans 

ce     a 

l'équation  donnée,  elle  devient 


[al  4-  a"n)  (  %(h  —  odq 

a' 3  4-  a"  y    r        3 


V av.  +  «'fi  4-  a"y  S  ,    , 

4- a       '  ?  +  «  (a  ?  +  a  c'    ~b'ï-  h"« 

V av.  -+-  a'°j  4-  a"  y  y  .   ,  „  .  "1 

-     ^-' *■  -r,  4-  l  [a'%  4-  a" ci)  —  c'I  -  c"tj 

a  a 

r««  4-  a'fl  4-  a"-/  °>  bu.  4-  &'£  4-  6"/l    , 

a  «  a 

p7«  +  a'p  -f-  a" y  y  cv.  -+-  c'3  +  c"y~\ 

a  c.  k 


rfH  =  o. 


En  égalant  à  zéro  les  coefficients  des  deux  dernières  lignes,  il 
vient 

av.  4-  a' 3  -4-  a" y  _  bv.-\-  b'3  4-  b"y  _  ca  4-  c'3  4-  c"y 
~V~  ~f~  ~y~ 

Si  l'on  représente  par  À  la  valeur  commune  de  ces  trois  rapports, 
on  aura  les  trois  équations 

[a  —  À)  k  4-  a'3  4-  a" y  =  o, 
b  a.  4-  [h'  —  }.)  3  4-  b"y  =  o, 
cv.  4-  c'/3  4-  [c"  —  a)  y  =  o, 


d'où  l'on  tire 


R 


a  —  A      «'  a" 

b  b'—l      b" 

c  c'  c"  - 


=  o. 


Cette  équation  étant  résolue,  on  aura  «,  (3,  y  par  les  proportions 

dR     dR      dR 


«  :  s  :  y  = 


da  *  da'  "  d«" 
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IV. 


ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  DU  PREMIER  ORDRE  ET  d'un  DEGRÉ 

SUPÉRIEUR  AU  PREMIER  PAR  RAPPORT  A  —  •  INTÉGRATION 

dx 

PAR    DIFFÉRENTIATION. 

843.  Lorsqu'une  équation  primitive  est  du  premier  degré  par 
rapport  à  la  constante  arbitraire,  comme  l'équation 

u  -4-  Cf'=  o, 

a  et  c  étant  des  fonctions  de  x  et  de  y,  l'élimination  de  cette  con- 
stante conduit  immédiatement  à  une  équation 

du        rlv 


du  premier  degré  par  rapport  a  —  ■ 
Mais,  si  l'équation  primitive 

(i)  F(*,j,  C)  =  o 

contient  la  constante  arbitraire  sous  une  forme  quelconque,  alors 
l'élimination  de  G  entre  cette  équation  et  sa  différentielle  con- 
duira généralement  à  une  équation 

qui  ne  sera  pas  du  premier  degré   par  rapport  à  -f-j  lorsqu'on 

l'aura  délivrée  des  radicaux. 

Si  nous  supposons  l'équation  (i)  résolue  par  rapport  à  C,  elle 
fournira  pour  cette  constante  différentes  valeurs  en  fonction  de  x 
et  de  y, 

(3)  Ci  =  u-i,     C2—  u2,      . .  ., 

et  chacune  de  ces  équations,  qui  n'auront  pas  lieu  à  la  fois,  mais 
dont  une  seule  pourra  être  vérifiée  dans  chaque  hypothèse,  don- 
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nera  une  équation  différentielle 

(4)  g-*=°.  a-ft=».  .... 

On  peut  grouper  toutes  les  équations  (3)  sous  la  forme  d'une 
seule  équation,  en  égalant  à  zéro  le  produit  des  quantités  qui 
s'annulent  en  vertu  de  ces  équations,  ce  qui  donne  l'équation 

(5)  (d—  «i)(Câ—  ut)...  =  o, 

qui  est  équivalente  à  l'équation  (i).  Gomme  un  seul  des  facteurs 
doit  s'annuler,  les  fonctions  ii\,  u*,  ...  ne  pouvant,  en  général, 
rester  constantes  en  même  temps,  il  importe  peu  de  désigner,  dans 
ces  divers  facteurs,  les  constantes  arbitraires  par  la  même  nota- 
tion ou  par  des  notations  différentes;  de  sorte  que,  au  lieu  de 
l'équation  (5),  on  peut  prendre  l'équation  équivalente 

(6)  (C—  ki)(C  —  «,)...=  o. 

Cette  dernière  forme  a  sur  la  précédente  (5)  l'avantage  de  pouvoir 
se  simplifier  par  des  réductions,  ce  qui  ramène  à  l'équation  (i). 

Gela  revient  à  considérer  les  diverses  séries  de  courbes  repré- 
sentées par  les  équations  (3),  séries  qui  seront  tout  aussi  complè- 
tement représentées  si,  au  lieu  de  désigner  les  constantes  arbi- 
traires par  C|,  Co,  ...,  on  les  désigne  toutes  par  le  même  symbole  G. 
Lorsqu'on  fait  le  produit  (5)  des  équations 

uv  —  Ci  =  o,     «2 — C2  =  o,      ..., 

si  l'on  établit  entre  C|,  C2,  ...  une  relation  quelconque,  celle 
d'égalité  par  exemple,  cela  revient  à  associer  ces  diverses  courbes 
de  certaines  manières;  mais,  en  donnant  à  C  toutes  les  valeurs 
possibles,  la  série  des  groupes  comprendra  toutes  les  séries  parti- 
culières représentées  par  les  équations  (3). 

Ainsi  les  intégrales  des  équations  (4),  auxquelles  équivaut  l'é- 
quation (2),  seront  aussi  complètement  représentées  par  l'équa- 
tion (6)  que  parles  équations  (3)  ou  par  l'équation  équivalente  (5). 
On  peut  s'en  rendre  compte  en  considérant  la  représentation  géo- 
métrique que  nous  avons  indiquée  au  n°  786.  Ici  la  surface  repré- 
sentée par  l'équation  (1),  et  dont  l'ordonnée  est  C,  se  composera 
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de  plusieurs  nappes,  et  l'on  obtiendra  l'ensemble  de  toutes  les 
lignes  de  niveau  de  la  surface  soit  en  menant  une  série  unique  de 
plans  horizontaux  dont  chacun  coupe  les  diverses  nappes,  soit  en 
coupant  séparément  chaque  nappe  par  une  série  particulière  de 
plans  horizontaux. 

844.  Réciproquement,  étant  donnée  l'équation  différentielle  (2), 
pour  l'intégrer,  on  commencera  par  la  décomposer  en  facteurs  du 

premier  degré  par  rapport  à  -'■■-•>  en  1&  mettant  sous  la  forme 


{%-*){%  -p*)'--  =  °> 


ce  qui  revient  à  poser  les  équations  (4).  Si  l'on  intègre  celles-ci 
séparément,  et  qu'on  suppose  les  intégrales  mises  sous  la  forme  (3), 
on  pourra  réunir  ces  intégrales  sous  la  forme  (5),  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  sous  la  forme  (6). 

Exemples.  —  I.  Soit  donnée  l'équation  différentielle 


On  en  tire  pour  j'  les  deux  valeurs 

y'  =  -f-  -  \jxy,     y sjxy , 

a  a 

qui  correspondent  aux  intégrales 

3.  jî 

r2  -         xl 

oa  5a 

Le  produit  de  ces  deux  équations  se  présente  sous  la  forme  plus 
simple 

II.   Soit  l'équation 

a0y' n  +  a,  y'"-1  4-  ...+  «»  =  o, 

a0,  àl}  .  . . ,  an  étant  des  constantes.  Si  l'on  désigne  par  pit  p2) 
.  .  . ,  pn  les  n  racines  constantes  de  cette  équation,  on  verra  qu'elle 
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équivaut  aux  n  équations  différentielles 

/  —  Pi=o,    y'—p2=o,     ...,    y~Pa=o, 

dont  les  intégrales  sont 
y  —  ih  x  —  G  =  o,     y  —  p=> -v  —  C  =  o,      .  .  . ,     r  —  pnx  —  G  =  o, 

ou 

y  —  G  r— C  r  —  G 

— /?i=o, p>  =  o,      ...,      — pn=o. 

Si  l'on  fait  le  produit  de  ces  équations,  on  obtiendra  un  polynôme 
qui  ne  sera  autre  chose  que  ce  que  devient  le  premier  membre  de 

l'équation  proposée,  lorsqu'on  y  remplace  y'  par  - —   —■>   c'est- 
à-dire 

/r  —  c\"        /r-oy-1 

845.   Il  y  a  des  cas  où  l'on  peut  intégrer  l'équation  différen- 
tielle (2)  sans  avoir  besoin  de  la  résoudre  par  rapport  à  —  • 

i°  Supposons  que  l'équation  ne  contienne  qu'une  seule  des  va- 
riables x,y,  par  exemple  x,  de  sorte  que  l'on  ait 

f(.v,y)  =  o. 

Si  l'on  peut  résoudre  l'équation  par  rapport  à  x,  elle  deviendra 

d'où  l'on  tire,  en  différentiant,  et  remarquant  que  dx  =  —  ? 

dy=r'<?'{y')df', 
et,  en  intégrant, 

N  y=fy'?'(S)dy>+C. 

L'élimination  de  y'  entre  les  équations  (i)  et  (2)  donnera  l'inté- 
grale cherchée. 

De  même,  de  l'équation 

/(/»  /)  =  <>, 

H.  —  Cours  de  Cale,  infinit.,  II.  ^ 
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résolue  par  rapport  à  y  et  mise  sous  la  forme 

(3)  x  =  yXr% 
on  lire,  à  cause  de  dy  —  y'  dx, 

dx^^dy', 
d'où 

(4)  x==J*lpdy'+C, 

équation  qui,  combinée  avec  (3),  donnera  l'intégrale  demandée. 
Exemples.  —  I.   De  l'équation 

x  —  1  -\-y'3, 


on  tire 


3 

dy  =  3r'3dy',      yz=-7y'i-\-C, 
4* 


d'où,  en  éliminant  j  ' , 

[i<,-c,J 


x  —  ir=  o. 


On  aurait  pu  aussi  obtenir  ce  résultat  en  mettant  l'équation  pro- 
posée sous  la  forme 

± 
dj  ■  —  (  x  —  1  ) 3  dx. 

11.   Soit  l'équation 

j- =  /*+*/». 
On  en  tire 

dx  =  idy'  -+-  6y'dj  ' ,     x  =  iy'  -\-  3j  '-  -i-  C,      etc. 
84-6.   20  Une  équation  de  la  forme 

peut  se  changer,  par  différentiation,  en  une  équation  linéaire  soit 

,  jdx         .  ,    dy 

par  rapport  a  a:  et  a  — >  soit  par  rapport  a  y  et  a  J7)  comme  on 

peut    s'en   assurer   immédiatement   en   différcn  liant   et  éliminant 
soit  v,  soit  x. 
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Exemple.  —  Soit  l'équation 

Elle  donne,  en  différentiant, 

dx  H-  y'  dy  -+-  ydy'  =  2  ay'  dy  . 

En  éliminant  y  et  dy,  il  vient 

fz  y'~  — ■  x 
dx  H-  yndx  +  / rfj'  ==  2  tfj-'  f/>'', 

ou 

r/.r  x  or' 


dy'      /(i+/*]       i-:-/1 
dont  l'intégrale  est  [821] 

•*  =     /-^-,-  [C  +  «  l0g(/  -■-  jl-i-S*)], 

ce  qui  donne 

j  —  a)' ,  [ C  +  a  log  (  y'  -;-  v  i  -+-  y'-  )]  • 

On  serait  arrivé  au  même  résultat  en  éliminant  x  et  c/x. 

847.   3°  Equation  de  Clairaut.  —  Gomme  cas  particulier  de 
l'équation  du  numéro  précédent,  considérons  l'équation 

(i)  y=  xy'+fly'). 

On  en  tire,  en  différentiant, 

ce  qui  donne  les  deux  solutions 

(2)  .r-f-/'(j')=o, 

(  3  )  -^-  r=  o,     d'où     y'  =  C. 

Cette  dernière  solution,  combinée  avec  (r),  donne  l'intégrale  gé- 
nérale 


'À)  y==Cx+f(C 


24- 
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L'autre  équation,  qui  donne  pour  j^'  une  valeur  variable,  et  qui, 
par  conséquent,  ne  peut  rentrer  dans  l'intégrale  générale,  est  une 
solution  singulière. 

Exemples.  —  1.  L'équation 

*y 


W — j)  v' i  +  y'  '  =  ay'i  ou  y  =  y'x  — 


V.n-y 

donne,  en  différentiant, 


o  =     j 


dy, 


d'où  l'on  tire  d'abord 

dy  =  o,  y=c, 

et  par  suite 

y  =  Cx  — 


\/i  -+-  C2 
puis,  en  égalant  à  zéro  l'autre  facteur, 

x  = ^  ,      d'où     y  =  x  3  y  câ  —  a?3,     etc. 

II.  Nous  avons  trouvé  [689],  pour  l'équation  différentielle  des 
lignes  de  courbure  d'une  surface  à  centre  du  second  degré, 

^jr(A  +  Bj'2)  —  (A.r2+Bj2  +  K)/=o. 
port  à  m,  prend  la  forme 

A  U=7J   % 


dr, 
Si  l'on  pose  x-  =  \,  y-  =  73,  —  =  v/,  l'équation,  résolue  par  rap- 


A  —  BV 


équation  de  Clairaut,  dont  l'intégrale  générale  est,  en  remettant 
pour  \  et  n  leurs  valeurs, 

v*      r   ■  _*.      KC 
^  =  C*+Â=BC" 

On  a  la  solution  singulière,  en  éliminant  y;'  entre  l'équation  (A)  et 
sa  dérivée  par  rapport  à  y/, 

KA 
0  =  5+  (A- B,'î«" 
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818.   Etant  données  deux  équations  de  la  forme 

(i)  ?(*,j-,/)=C,      %(.r,j,j')  =  C, 

si  leur  différentiation  conduit  à  une  même  équation  différentielle 
du  second  ordre 

(2)  ${x,y,  y,  y")—o, 

il  s'ensuivra  de  là  que  les  équations  (i)  sont  deux  intégrales  pre- 
mières de  l'équation  (2),  dont  on  obtiendra  l'intégrale  générale 
en  éliminant^'  entre  ces  équations  (1).  Si  l'on  égale  à  zéro  une 
fonction  quelconque  des  premiers  membres  cp  ely^  des  équations  (1), 
l'équation  obtenue 

(3)  n[y(«,  y,  j'),   X{x,y,y')]=o 

pourra  remplacer  l'une  des  équations  (1),  la  seconde,  par  exemple, 
dans  laquelle  la  constante  G'  serait  particularisée  et  déterminée  au 
moyen  de  C  par  la  condition 

(4)  n(c,C)  =  o. 

En  éliminant  donc j^'  entre  l'équation  &  =  C  et  l'équation  (3),  on 
aura  l'intégrale  de  (2),  dans  laquelle  il  ne  restera  plus,  en  vertu  de 
(4),  qu'une  seule  constante  arbitraire.  On  aura  donc  une  équation 
primitive,  satisfaisant  à  l'équation  du  premier  ordre  (3),  et  ne 
renfermant  qu'une  constante  arbitraire.  Ce  sera  donc  l'intégrale 
générale  de  (3). 

Si  donc,  étant  donnée  une  équation  différentielle  f  (x,y,j  ')  =  o, 
on  peut  la  mettre  sous  la  forme  (3),  où  ©  =  C  et  %  =  C  condui- 
sent par  la  différentiation  à  une  même  équation  différentielle  du 
second  ordre,  on  aura  l'intégrale  générale  de  l'équation  proposée 
en  éliminant^'  entre  cette  équation  et  l'une  des  équations  (1). 

Exemples.  —  I.   Reprenons  l'équation  de  Clairaut 

.r  =  */+/(/ )'• 

On  peut  la  mettre  sous  la  forme 

y  —  xy'=f(y'), 
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et,  comme  chacune  des  équations 

(a)  y-xy>  =  C,     f(j')  =  C 

conduit,  par  la  différentiation,  à  la  même  équation  du  second 
ordre  dj1 '==  o,  on  en  conclut  que  les  équations  (a)  sont  les  inté- 
grales premières  d'une  même  équation  différentielle.  On  aura  donc 
l'intégrale  générale,  en  éliminant  y'  entre  l'équation  proposée  et 
rime  des  équations  (a),  la  seconde  par  exemple,  qui  donne 

y  =  C",     d'où    j=C"^H-/(C"), 
comme  nous  l'avions  trouvé  plus  haut. 
II.   Soit  l'équation 


(  è  )  ,r  \/ 1  -+-  y"  — /  (■*  +  yf  )  ■ 

Les  deux  équations 

étant  différentiées,  donnenl 

-j^—.  (i '-+-/*■+  yy")  -  o,    f[x  +yy')(i  -h y'-^yy")  =  o. 

Vi+JJî 

Llles  satisfont  donc  lune  et  l'autre  à  l'équation  du  second  ordre 

i  -h-  y^-h-j-y  —  o. 

L'équation  f{x  ~hJJr)  =  C'  donne 

Ç"  7. 

x4-x/=cr-t  y= — — , 


et,  en  substituant  cette  valeur  dans  l'équation  proposée,  on  a  l'in- 
tégrale générale 

s/(x-c")>+y=f{c"]. 

On  aurait  pu  intégrer  la  même  équation  (/>)  en  procédant 
comme  nous  l'avons  fait  [847]  pour  l'équation  de  Clairaut.  La 
différentiation  donne 
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En  égalant  à  zéro  le  second  facteur,  on  a 

dx  H-  y  dy  -+-  y  dy'  =  o , 

d'où  x  —  G  -\-  yy'  —  o,  ce  qui  conduit  au  même  calcul  que  tout  à 
l'heure. 

Remarquons  que,  en  égalant  à  zéro  le  facteur 

-7-^-7-  -s{*+jry) 

v 1  -+-  r  ' 

de  l'équation  (c),  et  éliminant^'  entre  l'équation  obtenue  et  l'é- 
quation (b),  on  trouvera  la  solution  singulière  de  l'équation  (b), 
que  l'autre  méthode  ne  faisait  pas  connaître. 

849.   On  peut  encore  intégrer  des  équations  différentielles  par 
diverses  transformations  particulières. 


I.   Soit,  par  exemple,  l'équation 


y  —  xf  _ 


/(^+j2J. 


En  posant 

x  —  r  cosp,     y  =  rsinp, 

l'équation  devient 

,  «> 


V 


dr 

dP~ 


d  ou  l  on  tire 

P  +  C 


Cette  équation  différentielle  est  celle  qui  exprime  que  la  lon- 
gueur 

y  —  xy'  dx  dy 

Jj^f^  — '      ds  ds 

de  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  des  coordonnées  sur  la 
langente  estime  fonction  donnée  du  rayon  vecteur. 
On  peut  intégrer  de  la  même  manière  l'équation 
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IL   Soit  donnée  l'équation 

y">:  =  ax"'  -+-  br". 
Cherchons  à  la  rendre  homogène  en  posant 

j:  =  '£'■'■,       r  r—  jjv. 

L'équation  devient  alors 

Pour  que  cette  équation  soit  homogène,  il  faut  que  l'on  ait  la 

double  condition 

k  (  -j  —  p  )  =  p  m  =  v  n , 

j,    ,  ,..     .  v         m 

a  ou,  en  éliminant  -  =  -  » 
u.         n 

/  m  \  mn 

/■  I  —  —  i     —  m,     ou      /  = • 

n  J  m  —  n 


§  V. 

SOLUTIONS    SINGULIÈRES    DES    ÉQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES 
DU    PREMIER    ORDRE. 

850.  Nous  avons  vu  (Chap.  I,  §  II)  que  l'on  entend  par  solution 
singulière  d'une  équation  différentielle  du  premier  ordre  une  rela- 
tion entre  les  variables  x,y,  sans  constante  arbitraire,  qui  ne  peut 
pas  se  déduire  de  l'intégrale  générale  en  particularisant  la  con- 
stante arbitraire,  et  qui  donne  cependant,  pour  la  dérivée  -—t  une 

valeur  en  x  et  y  satisfaisant  à  l'équation  différentielle,  en  vertu  de 
cette  relation  elle-même. 

En  employant  le  langage  géométrique,  une  solution  singulière 
est  Y  enveloppe  de  la  série  de  courbes  représentée  par  l'intégrale 
générale  de  l'équation  différentielle,  c'est-à-dire  une  courbe  ren- 
contrant tangentiellement  toutes  les  enveloppées  (*)  et  coïncidant 
avec  le  lieu  de  leurs  intersections  successives  [582]. 


(')  Du  moins  entre  certaines  limites  [588.  III J. 
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Si  l'on  construit  la  surface  dont  les  lignes  de  niveau  ont  pour 
projections  les  enveloppées  [786],  l'enveloppe  est  le  contour  ap- 
parent de  cette  surface  relativement  au  plan  des  xj.  Voyons  com- 
ment, en  partant  de  ce  dernier  point  de  vue,  on  peut  déterminer 
la  solution  singulière  d'une  équation  différentielle  dont  on  connaît 
l'intégrale  générale. 

851.  Soit 

(i)  F(x,  j,  C)  =o 

l'intégrale  générale  de  l'équation  différentielle 

(2)  /(«i  r,  y)  —  », 

et  supposons  d'abord  que  l'équation  (1),  si  elle  est  algébrique,  soit 
préparée  de  manière  à  ne  contenir  ni  radicaux  ni  dénominateurs 
en  x, y,  C;  et,  si  cette  équation  n'est  pas  algébrique,  admettons 
que  son  premier  membre  jouisse,  comme  les  fonctions  sinus, 
cosinus  et  les  exponentielles,  de  toutes  les  propriétés  d'une  fonc- 
tion entière  indépendantes  du  degré  d'une  telle  fonction,  c'est-à- 
dire  qu'elle  ne  devienne  infinie,  non  plus  que  ses  dérivées  partielles, 
pour  aucun  système  de  valeurs  finies  de  x,r,  C. 

Le  cylindre  circonscrit  à  la  surface  (1),  et  dont  les  génératrices 
sont  parallèles  à  l'axe  des  C,  est  déterminé  par  la  condition  qu'en 
chaque  point  de  la  courbe  de  contact  avec  la  surface  la  normale 
commune  à  cette  surface  et  au  cylindre  est  perpendiculaire  à  l'axe 
des  C.  Donc  le  cosinus  de  l'angle  que  fait  cette  normale  avec  l'axe 
des  G  est  nul,  c'est-à-dire  que  l'on  a 


(3 


ÔF 
dC 


dx  \dr  \àC 


D'après  l'hypothèse  que  nous  avons  faite  sur  la  forme  de  la  fonc- 
tion F,  les  deux  dérivées  partielles  —  5  -—  ont  des  valeurs  finies. 

L  dx     oj 

Donc  l'équation  (3)  ne  peut  avoir  lieu  que  si  l'on  a 


4)  - 
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Cette  dernière  équation,  jointe  à  l'équation  (i),  déterminera  la 
courbe  de  contact  de  la  surface  et  du  cylindre  parallèle  à  l'axe 
des  C.  Si  l'on  élimine  C  entre  ces  deux  équations,  l'équation  entre 
x  et  y  que  l'on  obtiendra  sera  celle  du  cylindre  circonscrit  qui 
projette  la  courbe  de  contact  sur  le  plan  des  xy. 

Le  plan  tangent  à  la  surface  et  au  cylindre  en  un  point  M  de  la 
courbe  de  contact  contient  à  la  fois  la  tangente  à  la  courbe  de 
contact  et  la  tangente  à  la  courbe  de  niveau  qui  passe  par  ce 
point.  La  trace  de  ce  plan  tangent  sur  le  plan  des  xy  sera  la  pro- 
jection commune  de  ces  deux  tangentes,  et,  par  conséquent, 
louchera  à  la  fois  la  projection  de  la  courbe  de  contact  et  celle  de 
la  courbe  de  niveau.  Donc  le  contour  apparent  de  la  surface  (i)  est 
tangent,  en  chacun  de  ses  points,  à  celle  des  enveloppées  (i)  qui 
passe  par  ce  point. 

Or  la  tangente  à  l'enveloppée  qui  passe  au  point  (x,  y)  a  pour 
coefficient  angulaire  la  valeur  de  y  tirée  de  l'équation  différen- 
tielle (2).  Donc  la  valeur  de  y'  tirée  de  l'équation  de  l'enveloppe 
est  égale,  pour  chaque  système  de  valeurs  de  x  et  der  satisfaisant 
à  l'équation  de  l'enveloppe,  à  la  valeur  de  y1  tirée  de  l'équation  (2), 
c'est-à-dire  que  l'équation  de  l'enveloppe  donne  une  solution  de 
l'équation  (2). 

La  courbe  de  contact  n'étant  pas,  en  général,  une  courbe  de 
niveau,  l'équation  de  l'enveloppe  ne  se  confondra  généralement 
avec  l'équation  d'aucune  des  enveloppées  et  ne  pourra  se  déduire 
de  l'équation  (1)  par  aucune  particularisation  delà  constante  C. 
Donc  cette  solution  de  l'équation  (2)  ne  rentre  pas  dans  l'intégrale 
générale,  et,  pour  cette  raison,  on  lui  donne  le  nom  de  solution  sin- 
gulière. 

Remarquons  que  l'égalité  des  valeurs  de  y'  en  x  et  y,  tirées  de 
l'équation  différentielle  (2)  et  de  l'équation  de  l'enveloppe  diffé- 
rentiée,  n'a  lieu  que  pour  les  points  de  l'enveloppe.  Ces  deux  va- 
leurs dej'ne  sont  pas  généralement  identiques;  elles  deviennent 
seulement  égales  en  vertu  de  l'équation  de  V enveloppe. 

852.   Si  l'on  suppose  maintenant  l'équation  (1)  mise  sous  une 

dF 
forme  telle  que  -^—  ne  puisse  plus  s'annuler,  comme  cela  arrive, 

par  exemple,   lorsque  l'équation  est  résolue   par  rapport  à  C  et 
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mise  sous  la  forme 

l'expression  du  cosinus  de  l'angle  de  la  normale  avec  l'axe  des  G  en 
chaque  point  de  la  surface,  ne  dépendant  pas,  évidemment,  des 
transformations  que  L'on  peut  faire  subir  à  cette  équation,  doit 
conserver  dans  tous  les  cas  la  même  valeur,  et,  par  suite,  l'équa- 
tion (3)  continuera  à  subsister  pour  tous  les  points  de  l'enveloppe. 
Mais  alors,  le  numérateur  ne  pouvant  plus  s'annuler,  il  faut  que 
le  dénominateur  devienne  infini,  ce  qui  donne  la  condition 

(*K.  ta)  =*..' 

laquelle  entraîne  l'une  au  moins  des  deux  conditions 
dF  dF, 

Généralement  l'une  de  ces  conditions  est  la  conséquence  de 
l'autre;  en  effet,  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  au  con- 
tour apparent  a  pour  valeur 

dF 

Sx 

ày 

Ge  coefficient  angulaire  ne  pouvant  être,  en  général,  ni  nul  ni 
infini  en  tout  point  de  l'enveloppe,  il  faut,  si  l'un  des  deux  termes 
du  rapport  est  infini,  que  l'autre  le  soit  pareillement.  Il  y  a  excep- 
tion dans  le  seul  cas  où  l'enveloppe  se  réduit  à  une  droite  paral- 
lèle à  l'un  des  axes  coordonnés. 

Si  donc  l'équation  (i)  est  mise  sous  une  forme  telle  qu'on  ne 
puisse  plus  satisfaire  à  l'équation  (4),  alors  cette  dernière  devra 
être  remplacée  par  les  équations  (5),  qui  sont  généralement  équi- 
valentes. 

11  pourrait  se  faire  que  la  transformation  apportée  à  l'équa- 
tion (i)  ne  fît  perdre  à  l'équation  (4)  qu'une  partie  de  ses  solutions. 
Alors,  pour  retrouver  les  solutions  perdues,  on  ferait  usage  succes- 
sivement du  système  (i)  et  (4)  et  du  système  (i)  et  (5). 
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853.  Remarquons  encore  que  l'on  a,  en  un  point  quelconque 

de  la  surface  (i), 

ÔF  dF 

dC  _   _  d^  dC  _       dy 

~dx~~~~&ë'  ôy~~~dF" 
âC  dC 

Or,  si  l'on  suppose  la  fonction  F  entière  et  rationnelle  (ou  jouis- 
sant de  propriétés  analogues  à  celles  des  fonctions  entières  et 
rationnelles),  les   trois  dérivées  partielles  de  F  ne  pouvant  s'éva- 

dF 
nouir  simultanément  que  par  exception,  la  condition  —  =  o,  qui 

a  lieu  en  tout  point  de  la  ligne  de  contact,  entraînera  les  conditions 

.„.  dC  dC 

l>6]  <fc=00'     ^  =  C°' 

dont  l'une  est  généralement  la  conséquence  de  l'autre. 

Ces  équations  (6)  peuvent  encore  se  déduire  de  la  condition  que 
le  plan  tangent  à  la  surface  (i)  soit,  en  chaque  point  de  la  courbe 
de  contact,  parallèle  à  l'axe  des  C.  En  effet,  l'équation  du  plan  tan- 
gent 

ne  peut  être  indépendante  de  X,  que  moyennant  les  conditions  (6) 
ou  au  moins  l'une  d'elles.  Si  une  seule  est  vérifiée,  le  plan  tan- 
gent est  constamment  parallèle  au  plan  des  zj  ou  à  celui  des  zx, 
et  l'enveloppe  se  réduit  à  une  parallèle  à  l'un  des  axes  coordonnés. 
Nous  avons  vu  [583  et  suivants]  d'autres  méthodes  pour  obtenir 
la  solution  singulière  comme  enveloppe  des  courbes  représentées 
par  l'intégrale  générale.  Nous  ne  reviendrons  pas  sur  les  diverses 
remarques  que  nous  avons  présentées  dans  ces  articles. 

854.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  courbe, 
obtenue  en  substituant  dans  l'équation  (i)  la  valeur  de  C  tirée  de 
l'équation  (3),  satisfasse  à  l'équation  différentielle  dont  (i)  est  l'in- 
tégrale générale  est  que  la  valeur  de  y,  tirée  de  (i)  dans  l'hypo- 
thèse de -G  constant,  soit  la  même  que  la  valeur  tirée  de  la  même 
équation  dans  l'hypothèse  de  C  variable.  11  faut  donc  que  les  deux 
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valeurs 

ÔF  ÔF        ÔF  dC 

àx  ,  dx       dC  dx 


~T^r' 


dF       J  ^F  dF 

ôr  à  y  ôr 

soient  égales  pour  tous  les  points  de  l'enveloppe,  ce  qui  exige  que 
l'on  ait  pour  tous  ces  points  (en  exceptant  le  cas  où  l'on  a  y'  =  zc  ) 

dF  dC 
ôCdi 


ÔF 


Si  on  laisse  de  côté  la  solution  —  =  o,  on  voit  que  la  condition 
nécessaire  pour  que  cette  équation  soit  vérifiée  est 

dF 
ÔC 

dx 

et,  si  -r-  ne  peut  être  supposé  infini,  cette  condition  se  réduit  à 

ÔF 

0G  =  °- 

Mais,  si  cette  condition  est  nécessaire,  elle  cesse  d'être  suffisante 

ÔF 
lorsque  la  valeur  de  G  que  l'on  en  tire  fait  évanouir  -r-  ■>  et  par  suite 

ÔF 
aussi,  en  général,  -r-  [852].  Dans  ce  cas,  il  faut,  après  avoir  éli- 
miné G  entre  les  équations  (i)  et  (4),  vérifier  directement  que 
la  valeur  de  y'  tirée  de  l'équation  ainsi  obtenue  est  bien  égale  à 
celle  que  donne,  pour  chaque  point  de  la  courbe  représentée  par 
cette  équation,  l'équation  (i)  dans  l'hypothèse  de  G  constant  ;  et  cela 

ÔF    ÔF 
d'autant  plus,  que  la  vraie  valeur  du  rapport  -r-  :  —  pour  C  variable 

pourrait  être  différente  de  la  vraie  valeur  pour  C  constant. 

Les  relations 

ÔF  ÔF 

ô.t  ôj- 
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sont,  comme  nous  l'avons  vu  [593  et  suivants],  celles  qui  caracté- 
risent les  points  singuliers  de  la  courbe  (i)  pour  chaque  valeur 
attribuée  à  C.  En  éliminant  donc  G  entre  l'une  de  ces  équations, 
la  seconde  par  exemple,  et  l'équation  (i),  on  aura  généralement  le 
lieu  d'un  point  singulier  de  la  courbe  (i),  et  ce  lieu  pourra  être 
l'enveloppe  d'une  des  branches  de  courbe  qui  passent  par  ce  point. 
Mais  il  n'en  sera  pas  toujours  ainsi. 

Exemples.  —  I.  Soit  l'équation  intégrale  générale 

(0  [x-  c)*+  [x  -  c)«  -  (j  -+-  cy  =  o. 

dF 
L'équation  — -  =  o  est  ici 

3  [x  —  C)2  -4-  2  [x  -+- y)  —  o, 
d'où,  en  posant,  pour  abréger, 

2 


3  (x+j-)-.= 


on  tire 


x  —  C  —  u,     y  H-  C  ==  —  u u-,      iâ  \i  -\-  ~  u}  ~:  o. 


A 


De  là  les  deux  solutions 

8 

n  —  o     et     u  — » 

9 
c'est-à-dire 

3a 

x  ■+■  y  =z  o,     x  -f-  y  =z  — 

27 

A  chacune  de  ces  deux  solutions  correspond  la  valeur  y'  =  —  1.  Si 
l'on  difïerentie  maintenant  l'équation  (1)  dans  l'hypothèse  de  G 
constant,  il  vient 

3  [x  —  C)2  4-  2  (x  —  CI  —  2  ( y  -h  C) /  =  o, 
et  la  valeur  de  y'  devient,  pour  x  —  G  =  u  =  o,  de  la  forme  -«  En 
différentiant  une  fois  de  plus,  il  vient,  dans  la  même  hypothèse, 

2  —  iyn  =  o, 
c'est-à-dire 

L'une  de  ces  valeurs,  y'=  — 1,  est  la  même  que  celle  qui  résulte  delà 
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solution x  -f-  y  —  o.  Donc  cette  solution  représente  l'enveloppe 
de  celle  des  deux  branches  de  courbe  qui  correspond  &y' = — i, 
et  cette  enveloppe  est  en  même  temps  le  lieu  du  point  double, 

3  o. 

intersection  des  deux  branches.  L'autre  solution  x  -f-  r  = — — - 

27 

donne  l'enveloppe  d'une  branche  de  la  courbe  correspondante  à  un 
point  simple. 

II.  Soit  la  courbe 

(  2)  r"  H-  [x  —  C)2  H-  Cr  [x —  C)  =  o. 

En  différentiant  l'équation  par  rapport  à  C,  on  en  tire 


^(.r  —  1)  "_2(j  —  i) 

d'où,  en  substituant  dans  (2), 

f-  (x  —  '■)  (4r2  —  4  j  +  **)  =  o. 

La  solution  y  '=  o,  qui  répond  à  C  —  x,  donnej'—  o.  Or,  en  dif- 
férentiant l'équation  (2)  dans  l'hypothèse  de  C  constant,  la  valeur 

de  y'  pour  r  ~~  o,  C  —  x  se  présente  d'abord  sous  la  forme  -•  Mais, 

en  différentiant  l'équation  une  seconde  fois,  la  valeur  dej7  devient 

co  ou  —  -»  et,  par  conséquent,  7    =0  ne  convient  pas  aux  courbes 

(2)  pour  x—  C.  Donc  y  =  o  ne  représente  pas  une  enveloppe  de 
ces  courbes. 

855.  Solutions  singulières  déduites  de  l'équation  différentielle. 
—  Soit 

l'équation  différentielle  donnée.  Nous  pouvons  considérer  cette 
équation  comme  représentant  une  surface  dont  y1  serait  l'ordonnée 
perpendiculaire  au  plan  des  xy.  A  chaque  point  (x,y,  C)  de  la 
surface  qui  représente  l'intégrale  générale 

(2)  F[*,.jr,C)=o 

correspond  un  point  de  la  surface  (1)  [x,y, y'). 

Si  en  un  point  M[x,y)  du  plan  des  xy  se  coupent  deux  enve- 
loppées correspondantes  aux  valeurs  G  et  C|  de  la  constante,  ces 
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deux  courbes  auront  deux  tangentes  différentes  dont  les  coefficients 
angulaires  seront  les  ordonnées  de  la  surface  (1)  menées  par  le 
point  M.  A  mesure  que  C(  tend  vers  C,  et  M  vers  un  point  de  l'en- 
veloppe, les  deux  valeurs  de  y'  tendent  à  devenir  égales,  de  sorte 
que,  pour  un  point  de  l'enveloppe,  l'ordonnée  devient  tangente 
à  la  surface  (i).  Donc  le  cylindre  parallèle  aux  C  et  auxj'',  qui  est 
circonscrit  à  la  surface  (2),  est  tangent  aussi  à  la  surface  (1),  et,  par 
conséquent,  l'enveloppe  est  le  contour  apparent  de  la  surface  (1) 
ou  du  moins  fait  partie  de  ce  contour  ;  car  rien  ne  prouve  que, 
réciproquement,  un  cylindre  tangent  à  la  surface  (1)  soit  nécessai- 
rement tangent  à  la  surface  (2). 

Donc,  pour  trouver  la  solution  singulière  de  l'équation  différen- 
tielle donnée,  on  commencera  par  chercher  le  contour  apparent 
de  la  surface  représentée  par  cette  équation,  en  raisonnant  comme 
nous  l'avons  fait  dans  les  numéros  précédents  pour  trouver  le  con- 
tour apparent  de  la  surface  (2).  Puis  on  devra  s'assurer  si  la  valeur 
de  y'  obtenue  par  la  différentiation  de  l'équation  de  ce  contour 
apparent  satisfait  bien  à  l'équation  différentielle.  Si  cette  condition 
n'est  pas  remplie,  la  solution  devra  être  rejetée,  comme  étrangère 
à  l'équation  différentielle.  Si,  au  contraire,  elle  est  remplie,  il  res- 
tera encore  à  distinguer  si  la  solution  obtenue  est  une  solution  sin- 
gulière ou  si  c'est  une  intégrale  particulière,  distinction  dont  nous 
nous  occuperons  plus  loin. 

856.  Ainsi,  si  l'on  suppose  d'abord  l'équation  (1)  mise  sous 
forme  rationnelle  et  entière,  on  obtiendra  le  contour  apparent  de 
la  surface  (1)  en  éliminant  y  entre  l'équation  (1)  et  sa  dérivée  par 
rapport  kyf 

(3)  |  =  o. 

ce  qui  revient  à  chercher  le  lieu  des  points  (x,y)  pour  lesquels 
l'équation  (1)  donne  pour  j7  deux  racines  égales. 

Si  l'équation  (1)  est  transformée  de  manière  que  l'équation  (3) 
perde  une  partie  ou  la  totalité  de  ses  solutions,  on  retrouvera  les 
solutions  perdues  en  ayant  recours  à  l'une  des  équations 

àf  df 

qui  sont  généralement  la  conséquence  l'une  de  l'autre. 
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On  pourrait  le  déduire  de  la  remarque  que,  pour  chaque  point 
de  la  courbe  de  contact  de  la  surface  (i)  avec  le  cylindre  circon- 
scrit, on  doit  avoir 

EL  EL 

dy'  _         dx  dr'  _         dy  _ 

dy  dy 

Le  cas  où  la  valeur  de  y'  annulerait  à  la  fois  -r—  et  -r-  donnerait 

J  dx       dy 

lieu  à  des  remarques  analogues  à  celles  du  numéro  précédent. 
Exemple.  —  Considérons  l'équation  différentielle 

(6)  [xy'  —  yf  —  2*r(i-f-.r'8)=o, 

que  l'on  déduit  de  l'équation  intégrale 

(7)  ^-  +  r2-2C(.r+)-)  +  C2  =  o, 

traitée  au  n°  588.  En  appliquant  à  l'équation  (6)  la  règle  donnée 
par  la  formule  (3),  il  vient 

x[xy'  —  y —  2jt')  =  o, 

ce  qui  donne  d'abord  la  solution  x  =  o,  d'où  j  '—  x  ,  ce  qui  satis- 
fait bien  à  l'équation  (6).  En  égalant  l'autre  facteur  à  zéro,  il  vient 

y 

y'  =  — ■ -j       d'où      y  (y  —  .r)~  =.-  o. 


On  en  tire  d'abord  la  solution^  =  o,  qui  satisfait  à  l'équation  dif- 
férentielle.  Quant  à  l'autre   solution,    savoir  y  —  x=  o,  on  voit 
aisément  que   la  valeur  qu'elle   donne  pour  j)'' ne  satisfait  pas  à 
l'équation  (6).  C'est  donc  une  solution  étrangère. 
Si  l'on  avait  mis  l'équation  (6)  sous  la  forme 


r 


^+\/i 
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on  aurait 

dy 

d.r. 

\J  1  Xf  -T-    X    ■ 

+  *{\/'f  +  ") 

,—             /x\~ 

valeur  qui  devient  infinie  pour  x  =  o  ;  etc. 

857.  Caractères  distinctifs  des  solutions  singulières  et  des  inté- 
grales particulières . — -La  distinction  entre  les  solutions  singulières 
et  les  intégrales  particulières  est  facile  quand  on  connaît  l'intégrale 
générale.  Soit,  en  effet, 

(i)  F(*,jr,£)  =  o 

l'intégrale  générale,  et  soit  donnée  une  relation  sans  constante  ar- 
bitraire 

(2)  ?(.r,j)  =  o, 

satisfaisant  à  l'équation  différentielle,  c'esl-à-dire  donnant,  pour 
chaque  point  (x,y)  de  la  courbe  qu'elle  représente,  la  même  va- 
leur de  j'  que  l'équation  différentielle.  Si  (2)  représente  une  inté- 
grale particulière,  il  faudra  que  cette  équation  puisse  se  déduire 
de  (1)  en  particularisant  convenablement  la  constante  C.  Il  devra 
donc  exister  une  valeur  de  C  qui  rende  l'équation  (1)  identique 
avec  (2).  Il  s'ensuit  de  là  que,  si  entre  les  équations  (1)  et  (2)  on 
élimine  une  des  variables  x,  y,  l'autre  devra  aussi  disparaître,  et 
l'équation  résultante  devra  ne  contenir  plus  que  la  seule  incon- 
nue G.  Si  l'autre  variable  ne  disparaît  pas,  l'équation  (2)  repré- 
sentera alors  une  solution  singulière. 

Ainsi,  dans  l'exemple  du  numéro  précédent,  la  solution  x  =  o, 
substituée  dans  l'intégrale  générale  (7),  donne  (y —  C)2=o, 
d'où  l'on  tire  pour  C  une  valeur  variable.  Donc  x  =  o  est  une  so- 
lution singulière. 

858.  Supposons  maintenant  que  la  solution  proposée  ait  été  dé- 
duite directement  de  l'équation  différentielle.  Si  cette  solution  est 
une  intégrale  particulière,  les  valeurs  de  y",  y'",  .  .  .  que  l'on  en 
déduira  par  des  différentiations  successives   devront  être  égales, 
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pour  chaque  point  {oc, y)  de  la  courbe  (2),  aux  valeurs  obtenues 
de  la  même  manière  au  moyen  de  l'équation  différentielle.  Si  donc 
on  vient  à  rencontrer  une  dérivée  d'un  certain  ordre  qui  ait  des 
valeurs  différentes,  suivant  qu'on  la  déduit  de  la  solution  (2)  ou 
de  l'équation  différentielle  elle-même,  cela  prouvera  que  la  courbe 
(  2)  ne  fait  pas  partie  de  la  série  des  enveloppées.  Donc  la  solution 
(2)  sera  une  solution  singulière. 

Exemple.  —  Soit  l'équation  différentielle 


r  —  rf  —     '         ■      \/\  -+-  y  2. 


Si  1  on  pose,   pour  abréger,  '—  =  a,   et  qu'entre  l'équation 


(1)  y  —  xy'  =  u\/i-hy'- 

ou 

(  2  )  (  if  —  x2  )  f-  -+-  ix.yf  +  u2  —  ; 2  =  o 

et  sa  dérivée  par  rapport  à  yJ  on  élimine  y' ,  il  vient 

xy  11- — ■  y- 


.vy 


?       ou      u-[u- — x-  —  j-J=zo, 


ce  qui  donne  les  deux  solutions  u  =  o  et  u-  =  oc-  -f-j  -,  c'est-à- 
dire 

.r2  -f-  y-  —  o     et     x-  -h  j  -  =  4  «2. 

L'une  et  l'autre  de  ces  deux  solutions  donnent 

J 
d'où 


x-  -+-  y- \ix'-  +  y- 

y  —  xy'  = ,       v^i  -t-  y  -  = ■> 

J  X 

valeurs  qui,  substituées  dans  l'équation  (1),  y  satisfont  soit  pour 
u  =  o,  soit  pour  u  =  ia. 

La  première  de  ces  solutions  donne,  pour  le  rayon  de  courbure, 
0=0,  la  seconde  p=ia.  Cherchons  maintenant  la  valeur  de  p 
qui  résulte  de  l'intégrale  générale. 

25. 
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L'équation  (2)  donne 

(3)  /=-y+f 

u    —  .7-  v 

en  posant 

r  =  v^„s_.rs_Jï. 

Si  l'on  difFérentie  l'équation  (2),  on  a 

[|V  —  .r2  )  r'  H-  -vr]/'  -h  ««'  (  1  H-  j/2  )  —  o  . 

En   remplaçant   le  multiplicateur   de  y"  par  sa  valeur  uT\,   tirée 
de  (  3  ),  et  remarquant  que 

,  _  x-\-yy'  __  f  .x[u- —  x-  —  j2)  -f-  ajR        R  uy  —  .rR 


a  a  u*  —  .r"  a     tr  ■ —  x~ 

1 — ; -,  ,        «(«J  — ■rR) 

u  1/ 1  -Y-  r  -  =-  r  —  xr  = ; = — -  ? 


a-' 


yi+  j"  -  =-  r  —  xy  = 
d'où 


et  enfin  que 


>      ^  1 — ; — n 

u  =  —  1/ 1  H-  y  ' 
a 


(  „2  _  x*)y  H_  .z.r  —  «R,       «Rj"  -h  „  ^  (  !  _j_  j' 

il  vient 

«R 


t 


"HJ 


ce  qui  donne,  au  signe  près,  en  faisant  abstraction  de  la  solution 
zjR  =  o,  que  nous  venons  d'examiner, 


Cette  valeur  n'étant  pas  la  même  que  celles  que  donnaient  les 
solutions  u  =  o  et  R  =  o  ou  x-  -\-J-  =  4  a~i  on  en  conclut  que 
ces  deux  dernières  étaient  des  solutions  singulières,  et  non  des 
intégrales  particulières. 

C'est  ce  qu'on  peut  voir  clairement  en  cherchant  l'intégrale  gé- 


(')  Les  deux  valeurs  de  j'  devenant  égales  pour  R=  0  ,  on  voit  que  R  =  0  peut 
donner  une  solution  singulière  [85C]. 


CARACTERES    DES    SOLUTIONS    SINGULIÈRES.  38g 

lierai e.  Pour  cela,  posons  x  =  rcosp,  y  =  s'mp]  il  viendra 

,.^      

—  /2dp  =  —  Jdr2  -\~  T^'dp*. 
ia 

ou,  en  faisant  abstraction  de  la  solution  r2  ==  o, 

o  =  (4r<2  ~~  i~)dp-  —  diA. 

Cette  équation  est  vérifiée  par  ^a- — r-  =  o,  dr-  —  o\  en  lais- 
sant encore  de  côté  cette  solution,  il  vient 

dr  ,,    ,  . 

dp  =    , =- ,      d  ou     7-  —  2  «  sin  i  p  -f-  C 1 , 

v4«"  —  '" 

ou,  en  remplaçant  sinC  par  G, 

(.r  —  «C)2  4-  (  j  —  a\]  i  —  C2)2  =  «2, 

équation  d'un  cercle  de  rayon  a,  passant  par  l'origine  et  ayant 
pour  enveloppe  le  système  des  deux  cercles  r  =-.  o  et  7'  =  ia. 

859.  Mais  ce  caractère  n'est  pas  toujours  décisif,  les  envelop- 
pées pouvant  avoir  dans  certains  cas  avec  l'enveloppe  un  contact 
d'ordre  infini. 

Soit,  par  exemple,  l'équation  différentielle 

(>)  j'=r(iogj)2. 

L'équation  ~j.  —.  c©  donne  la  solution^'  =  o,  qui  satisfait  à  l'équa- 
tion différentielle  [385],  et  qui  donne  pour  toutes  les  dérivées j", 
_}'",  ...  des  valeurs  nulles.  On  tire  de  l'équation  différentielle 

J"=j[(l0gj)4-f-2(l0gj)3], 

et  cette  dérivée  s'annule  avec  y.  On  verrait  de  même  que  toutes 
les  dérivées  suivantes  s'annulent  également,  en  vertu  de  l'équation 
différentielle  aussi  bien  qu'en  vertu  de  la  solution  y  —  o. 

Mais,  si  l'on  cherche  l'intégrale  générale  de  l'équation  (i),  la- 
quelle est 

i 

on  voit  que  cette  intégrale  ne  peut  se  réduire  ky  =  o  pour  aucune 
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valeur  constante  de  G.  Donc,  malgré  l'identité  des  dérivées  pour 
Y  =  o,  cette  solution  est  une  solution  singulière  de  l'équation  dif- 
férentielle. 

Il  est  donc  indispensable  d'avoir  vin  autre  critérium  pour  dis- 
tinguer les  solutions  singulières  à  l'aide  de  l'équation  différentielle 
elle-même.  Nous  allons  exposer  la  méthode  découverte  par 
P. -H.  Blanchet,  ancien  maître  de  conférences  à  l'Ecole  Normale, 
et  qui  nous  a  été  communiquée  par  l'auteur  en  1846". 

860.  Supposons  l'équation  différentielle  résolue  par  rapport 
à  y',  et  mise  sous  la  forme 

et  soit 

(2)  y.==V=F{x,C) 

son  intégrale  générale.  Soit  donnée  une  solution 

(3)  y  =  X  =  ?[x), 

sans  constante  arbitraire,  et  satisfaisant  à  l'équation  différen- 
tielle (1).  Il  s'agit  de  savoir  si  y  =  X  est  une  intégrale  particulière 
ou  une  solution  singulière  de  l'équation  (1). 

Puisque  V  et  Xsont  des  solutions  de  l'équation  (1),  on  doit  avoir 
identiquement,  quelle  que  soit  la  valeur  de  G  [829], 


d'où  l'on  tire 

(4) 


V'=/(.r,  V),      X'=/(.r,  X), 

V'-X'        /(.r,V) -/(.*,  X) 
V— X  V— X 


Multiplions  les  deux  membres  par  dx,  et  intégrons  entre  deux 
limites  x0  et  x,  entre  lesquelles  on  suppose  que  la  valeur  (2)  de  y' 
ne  passe  pas  par  l'infini  pour  la  valeur  attribuée  à  la  constante  G, 
et  que  la  fonction  sous  le  signe  y,  ainsi  que  les  autres  analogues 
que  nous  rencontrerons,  ne  change  pas  de  signe.  Il  vient  alors 

,,,  ,      V-X  f*/(g.  T)-/(*.  X)  , 

(«)  l°sv^%  =  L,  v^lc "• 

V0,  X0  étant  les  valeurs  des  fonctions  V,  X  pour  x  =-  x{). 
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Attribuons  maintenant  à  la  constante  C  une  valeur  C0  telle  que 
l'on  ait 

V0  =  F(.r0,  C0)=?(.r0)=X0. 

La  fonction  sous  le  signe  f  prendra,  pour  la  limite  inférieure  x0 
de  l'intégrale,  la  valeur  limite 

,im/K,v)-/Kx)=/,KXo) 

Si  la  dérivée  partielle^  [x,  X)  a  une  valeur  finie,  quel  que  soit 
x  entre  les  limites  x0  et  x,  alors  l'intégrale  du  second  membre 
de  (5),  ayant  tous  ses  éléments  finis,  aura  une  valeur  finie.  Donc 

y .  X 

le  premier  membre  log —  ne  pourra  être  infini.  Mais  le  dé- 

nominateur  s'annule  pour  C  =  C0  ;  il  faut  donc  que  l'on  ait  aussi, 
pour  C  —  C0 ,  V  =  X.  Donc  la  solution  y  =  X  se  déduit  de  l'inté- 
grale générale  y—  V,  en  attribuant  à  la  constante  C  une  valeur 
convenable  ;  donc  j^  =  X  est  une  intégrale  particulière.  Ainsi  toute 

ày' 
solution  qui  donne  pour  -^—  une  valeur  finie  est  une  intégrale  par- 
ticulière. 

Si /^'  (x,  V)  est  infiniment  grand  d'un  ordre  u-^m  pour  V  infi- 
niment voisin  de  X,  en  le  multipliant  par  (V  —  X)"',  le  produit 
restera  infini,  ou  du  moins  ne  s'annulera  pas.  Donc  la  quantité 


|6)       ^[(V-X^-lVo-Xo)"']^"' 


/(*,v)-/(.r,x; 


dx 


sera  finie  ou  infinie,  mais  non  =  o,  puisque  les  éléments  de  l'inté- 
grale sont  finis  ou  infinis,  et  tous  de  même  signe.  On  ne  peut  donc 
avoir  V  =  X  en  même  temps  que  V0  =  X0.  Donc  si,  pour  y  —  X, 

ày' 

-y-  est  infini  d'un  ordre  ]j?Lm^>  o,  X  sera  une  solution  singulière. 

à  y' 
Si  l'ordre  infinitésimal  de  —  estzéro,  comme  celui  de  logo  [187], 

alors  la  quantité 

ri(V-X)  .       log(V-X) 

=  Ioff 


1    J  xo 

\  -L 


X)log(V-X)        ~'&log(V0-X0) 

,/>,V)-/(.r,X) 
(V-X)loe(V-X)    ' 
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ne  sera  pas  infinie  si  la  valeur  de 

/(■r,X+«)-/(x,X) 


lira 


loc« 


n'est  pas  infinie.  Alors  Y  — X  s'annulera  pour  C  =  C0,  etj   —  X 
sera  une  intégrale  particulière. 

Si  cette    limite  est  infinie   de  l'ordre   de   (logo)*,   en  prenant 
ni  "S  y-,  l'expression 


M([log(V-X)]«        [log(V0-X0; 
'  .1,    (  v  —  X)I.1ôiî(\ 


cLi 


|_iog(  \  —  Xjj1-1-'" 

ne  sera  pas  nulle;  donc  A'  —  X  n'est  pas  nul,  et  j  —  X  est  une 
solution  singulière. 

En  continuant  ainsi,  on  verra  que  y  -~  X  est  une  solution  par- 
ticulière si,  pour  e  infiniment  petit,  elle  rend  finie  la  limite  de 
l'une  des  expressions 

/(.r,r+g)  -./>,  j) 
, 

/(■*■,  r-j-e)  — /(-f,  r) 

c   logc 

/(•*Q-H-g)  — /(*,  r) 
s  loge  iog loge 

Ce  sera,  au  contraire,  une  solution  singulière  si,  pour  une  valeur 
positive  et  finie,  mais  aussi  petite  que  l'on  voudra,  de  m,  elle  rend 
infinie  la  limite  de  l'un  des  rapports 

/(.g,r  +  6)-/(.r,j) 
el— m  ' 

fU,y-)-e)—f(.v,y} 


e(loge)1-1-'" 
eloge(logloge)1+/"     ' 

861.  Exemples.  —  I.  L'équation  différentielle 

x/  —r  —  o 
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admet   pour    solution  y  =  o.   On  a   ici  f{^yy)  =  -■>  et  le  rap- 
port 

y  -t-  s       r 


T 


reste  fini  pour  y  =  o.  Donc  y  =  o  est  une  intégrale  particulière. 
En  mettant  l'équation  différentielle  sous  la  forme 

x  — yx'  =  o, 

où  oJ  =  —-•>  on  verrait  de  même,  par  l'échange  mutuel  de  y  et 
de  x,  que  la  solution  x  =  o  est  une  autre  intégrale  particulière. 
11.  L'équation  différentielle 

y'sjx—  v//=o 
est  aussi  vérifiée  par  y  =  o.  Or,  en  faisant  X  =:  o,  on  a 

yjo  -t-  t        \Jo 

\jx  \Jx  T 


quantité  infinie  pour  z  =  o.  De  plus, 


\  'x  \jx  I 

„l—'ll  '       J ni       _ 


Ar  —  m     .— 


est  encore  infinie  pour  toute  valeur  de  m<^--  Donc  i    -- o   est 
1  2  J 

une  solution  singulière. 

En  mettant  l'équation  différentielle  sous  la  forme 

\jx  —  X    \lj  =zz  O, 

on  verrait  de  même  que  x  =  o  est  aussi  une  solution  singulière. 
III.   Si  l'on  considère  la  solution  y  =  o  de  l'équation  [859] 

y  =jr.(logj)2, 
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on  a 

..     îflogs)2 — o(logo)2       ,.     ,, 

hm    l    8   ; l     b    '    =lim(]ogs)2  =  co, 

tandis  que  la  limite  de  la  même  expression  multipliée  par  îm  se- 
rait zéro.  On  a  ensuite 

..      f[.v,  X-f-s)  —  /(*»  X)        ..     s(logs)2 
slogs  elogs 

et,  de  plus, 

/(g.  X  +  i)-/(/J)  8(logg)« 

Iim  — n V; =  hm  — -r — ^ :- —  =  hm 


:(l0g£)i+"J  ï(log£)1+'"  (loge)'"-1 

est  infinie  pour  m  ^>  o  et  <^  i .  Donc  y  =  o  est  une  solution  singu- 
lière. 

IV.  Au  contraire,  la  solution  y  =  o  de  l'équation 

y  log  y 

y  — 

X 

donne 

,.      /(ar,  X-+-e)  —  /(«,  X) 

hm  — - ^ =  une  quantité  finie. 

£  10g£ 

Donc  jy  =  o  est  une  intégrale  particulière.  On  peut,  en  effet,  dé- 
duire cette  solution  de  l'intégrale  générale 

y  =  eCx; 

en  donnant  à  G  la  valeur  —  so  0u  -f-  co  ,  suivant  que  l'on  consi- 
dère les  valeurs  positives  ou  négatives  de  x. 
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CHAPITRE   III. 

DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  D'ORDRE  SUPÉRIEUR  AU  PREMIER. 


§  L 

INTÉGRATION    DE    QUELQUES    ÉQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES 
d'ordre    SUPÉRIEUR    AU    PREMIER. 

862.  Nous  traiterons  d'abord  quelques  cas  où  l'intégration  d'une 
équation  différentielle  d'ordre  supérieur  au  premier  peut  s'effec- 
tuer complètement  à  l'aide  des  quadratures. 

I.  Considérons  d'abord  le  cas  où  l'équation  ne  contient  que  la 
variable  indépendante  x,  avec  une  seule  dérivée  d'ordre  supé- 
rieur yW  de  la  fonction  inconnue  y,  et  supposons,  en  premier 
lieu,  que  cette  équation  soit  résolue  par  rapport  à  j^'K  et  de  la 
forme 

(.)  r('0=/(.r). 

ri  II 

Si  l'on  désigne,  pour  abréger,  par  /    f(x)dxn  le  résultat  de  n  in- 

tégrations  successives  opérées  sur  la  fonction  J(x),  multipliée 
chaque  fois  par  dx,  on  voit,  en  mettant  les  constantes  arbitraires 
en  évidence,  que  l'intégrale  générale  de  l'équation  (i)  peut  s'écrire 
sous  la  forme 


>=/v 


x)  dxn  H-  C,  x'1-1  -+-  C,  .r"-2  -4-  .  .  -  -+-  C„. 


Au  lieu  d'une  intégrale  d'oindre  n,  on  peut  introduire  dans  l'ex- 
pression (2)  des  intégrales  du  premier  ordre.  En  effet,  l'intégra- 
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lion  par  parties  donne  successivement 

fjf(.r)jy-  =  xjf[x)dx  -fxf[x)dx 

rr=  x  j      f[x)  dx  —    /      xf(x)  dx  H-  Cx  -\-  C 

=  x  j      /(l)dt'—    j        tf[t)elt  -t-O  -4-  C 

=   /       (x  —  f)  /(  f  )  dt  -4-  C  j:  -h  C, 

,////(.,•)  <fe«  =f[xff[x)  dx   ~fxf[x)  dx]  dx 

=  £  \**ff[x)dx-f**f[x)dx\  -  [x/x/(.r)^r-/.r5/(.r)^] 

=  ~  [-7-'2//(-r)  r/j'  —  2.r/.r/(.r)  rfo  ^-Jx^f'x)  dx] 

=    /       l'r  ~  " j   /(  f  W*  -h-G  -r-  +  G'.r  -h  C". 

/  ,.  1.2 

«-  J, 

En  continuant  ainsi,  on  voit  que  les  résultats  trouvés  sont  de  la 
forme 


rn  rx    [r  —  ty-y 


c„. 


On  démontrera  la  généralité  de  cette  formule  en  différentiant  les 
deux  membres  de  l'équation  (3)  par  rapport  à  x,  ce  qui  repro- 
duira la  formule  analogue  relative  à  l'indice  n  —  i.  Si  celle-ci  est 
supposée  vérifiée,  on  en  conclura  réciproquement,  par  l'intégra- 
tion, que  l'équation  (3)  en  est  la  conséquence,  d'où  il  s'ensuit 
que  la  formule  (3)  est  vraie  pour  toute  valeur  de  l'indice  n. 

La  formule  (3)  donne  l'intégrale  générale  de  l'équation  (i)  sous 
la  forme  d'une  intégrale  définie  prise  par  rapport  à  un  paramètre 
variable.  Nous  saisissons  cette  occasion  pour  faire  remarquer  cette 
forme  d'intégrale,  sur  laquelle  est  fondée  une  méthode  très-géné- 
rale d'intégration  des  équations  différentielles. 

Si  l'on  développe,  dans  le  second  membre  de  (3),  l'expression 
[x — ■l)"~',  ce  second  membre  se  présente  alors  sous  la  forme 
d'une  somme  d'intégrales  du  premier  ordre. 
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863.   Indiquons  quelques  applications  de  la  formule  (3). 
i°  Soit /"(je)  =  ex,  et  posons  Jexx1ldx  =  un.  On  trouvera  suc- 
cessivement, d'après  la  formule  (3), 

ffexdxï  =  ex -i-  C.r  +  C'~  xjexdx  —  fxexd.v  =  .r«0  —  Hj, 

fffexd.7?  =ef+-C*:2+C^-l-  C"=  -  (x2  «0  —  ^"i  +  "2), 


f  [exdx*  =  e*  -1-  \  Cr3  H-  .  .  .  -•-  C'"=--  At  U3  «o  —  3.r2  «x  +  3a?«,  —  «,), 

et  ainsi  de  suite  ;  d'où  l'on  tirera  l'une  après  l'autre  les  valeurs  de 
ii\,  Mo,  u3,  ....  On  a  ainsi 

u0  =  cx-V  C,      ui  =  [x  —  i)  ex-\-  C,      u2  =  (.x5  —  2x  -f-  i)  er+  C" ',      .... 

2°  En  remplaçant,   dans  (3),  f(oc)  par  f^^{oc),   il  vient  [326 
et  360] 

rt  X        ,t  X  p>X 

/  /       ...    /      /(")(.r-)r/.r" 

J.l\,      *Jx0  «-•  JT„ 

=/(*)  -/M  -  ^— V'(-o)  -•  •  -  i^i^/(--i)(*0) 

i.i...{n  —  i)JXg 

ce  qui  nous  donne  immédiatement  l'expression,  déjà  obtenue,  du 
reste  de  la  série  de  ïaylor  sous  forme  d'intégrale  définie. 

864.   Si,  au  lieu   d'être  résolue  par  rapport  à  y[n\  l'équation 
proposée  était  résolue  par  rapport  à  x,  et  de  la  forme 

(4)  x  =  ?(ji'% 

on  en  tirerait  d'abord,  en  différentiant, 

dx  =  ?'{j-('!))dj("K 

On  a  ensuite 

dj("~V  =  yWdx  =  ï.'(j("))j('0^j(«)> 

d'où,  en  intégrant, 

ir(»-i)==?1(ir(»})  +  C1. 
De  même, 
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et,  en  intégrant, 

En  continuant  ainsi,  on  obtiendra  la  valeur  de  y,  exprimée  au 
moyen  de y(n)  et  de  n  constantes  arbitraires.  En  éliminant  yM  de 
cette  valeur  au  moyen  de  l'équation  (4),  on  aura  une  relation 
entre  x,  y  et  n  constantes  arbitraires,  qui  sera  l'intégrale  générale 
de  l'équation  proposée. 

865.  II.  Un  second  cas  d'intégrabilité  par  les  quadratures  est 
celui  où  l'équation  différentielle  ne  contient  que  deux  dérivées 
d'ordres  consécutifs,  et  où  elle  est,  par  conséquent,  de  la  forme 

Si  l'on  suppose  d'abord  l'équation  résolue  par  rapport  à  la  dé- 
rivée de  l'ordre  le  plus  élevé,  et  mise  sous  la  forme 

(0  r^=f(j('l-% 

on  en  tire,  à  cause  de  dj  '('l~l'>  =  y^'^dx, 


d'où 

(3)  x-Jf[W^)+Cl' 

On  est  ainsi  ramené  à  une  équation  de  même  forme  que  celle  qui 
a  été  traitée  dans  le  numéro  précédent,  et  l'on  en  tire  successi- 
vement 

j(»-')=J7(«-i)^=J  J  /{j(,it)}      +C,=/1(r(»-'i)  +  C„ 

^  =/,<«>*  Jf^^p  +  c,,  +  c 

et  ainsi  de  suite,  de  sorte  que  l'on  obtiendra  finalement^  en  fonc- 
tion de  y(n~f\  de  x  et  de  n  —  i  constantes  arbitraires.  L'élimina- 
tion de  j^"-l)  entre  l'équation  obtenue  et  l'équation  (3)  donnera 
une  relation  entre  x,y  et  n  constantes  arbitraires,  qui  sera  l'inté- 
grale générale  de  l'équation  (i); 
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Exemple.  —  Trouver  la  courbe  dont  le  rayon  de  courbure  a 
une  valeur  constante  donnée  a. 

L'équation  différentielle  du  problème  sera 


d'où 


y  =  —  =  -1+;»' 
dx        a  ' 


.     (1 


a  dy'  a  y 


y -G: 


*  a  y  dy'  a 


ce  qui  donne,  en  éliminant  y  ' , 

(x-C)2+(j-C')2=«2. 

866.   Supposons  maintenant  l'équation  (i)  résolue  par  rapport 
à  la  dérivée  la  moins  élevée,  et  mise  sous  la  forme 

(4)  y(»-V=f(y(*)). 


On  en  tire 
d'où 

et  par  suite 

(5) 

On  a  ensuite 


dy(,n-i)=y(n)dx  _  ?'[y(»))dy<n), 


dx 


?'(y(»))dy(>n 


y 


en 


_  r?'u(n})dJ(,i) ^_ r 


d'où 


^-^^o^^^^'y': 


y(j(/°)-ylJj(i)7       ,H7C,=  y1(^»))+C„ 
puis,  de  même, 
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et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  que  l'on  parvienne  à  une  valeur  de  y 
exprimée  au  moyen  àej^"\  de  x  et  de  n —  i  constantes  arbitraires. 
En  éliminant  y(n)  à  l'aide  de  l'équation  (5),  on  aura  l'équation 
intégrale  générale  de  (4),  entre  x,  y  et  n  constantes  arbitraires. 

867.  III.  Le  troisième  cas  que  nous  étudierons  est  celui  des 
équations  qui  ne  renferment  que  deux  dérivées  dont  les  ordres  dif- 
fèrent de  deux  unités,  et  qui  sont,  par  suite,  de  la  forme 

Commençons  par  supposer  l'équation  résolue  par  rapport  à  la 
dérivée  de  l'ordre  le  plus  élevé,  et  mise  sous  la  forme 


De  l'égalité 


on  tire 


(3)  j(«-i)  dji'i-1)  z=yW  dj-(»-v} 

ou,  en  mettant  pour  yW  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (i), 

d'où  l'on  tire,  en  intégrant,  puis  extrayant  la  racine  carrée, 


équation   de  la  forme  j{"~l)  =f\  {j{-n~2)),   et  dont  on   achèvera 
l'intégration  comme  au  n°  86o. 

Exemple.  —  Soit  l'équation 
On  en  tire 


yd/  =  —  a*jrdjr,     d'où    /=v/C2-«2J2, 
ensuite 


,  r,      C      dr  T       ■  °y 

x  -4-  L  =  I  —  =  -  arcsin  -'-• 

J^-«v      a  c 


.  .  c 

d  où,  en  écrivant  C  au  lieu  de  -- 


Csinaf.r  -f-  G'1 
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868.  Si    l'équation    est  résolue   par   rapport  à  la  dérivée  de 
l'ordre  le  moins  élevé,  et  de  la  forme 

on  aura,  en  différenciant,  et  remarquant  que  l'on  a,  d'après  (2), 

dy(n~^  =  y  i"-1)  dx  =  y(,!~l)     J  , 

y(n-l)  dj<n~l)=j(n)  ?'  (y(n))  dj("\ 

d'où 

y(n-i)  _  J-ifjW  ?'  (y(n>)dy(n)  +  C, 

et,  à  partir  de  là,  on  retombe  dans  le  cas  du  n°866. 

CAS    D'ABAISSEMENT    DE    L'ORDRE    D'UNE    ÉQUATION    DIFFÉRENTIELLE. 

869.  T.  Equations  dont  le  premier  membre  est  une  différentielle 
exacte.  —  Considérons   d'abord  un   exemple  particulier,   et  soit 

l'équation 

y  -+■  3  xy'  -+-  2  jj'2  +  (x-  -4-  2  j2 y  ) y"  =  o 

ou 

(y-+-  3xy'  -t-2.yy'3)dx  -h  (x2-+-2/2j')  dy'=o. 

Cherchons  si  le  premier  membre  ne  serait  pas  la  différentielle  d'une 
certaine  fonction  u  —  f(x,  y,  y') .  La  différentielle  d'une  telle 
fonction  est  de  la  forme 

du  =oydy+---> 

les  termes  non  écrits  étant  de  la  forme  dx<f[x,y,y').  Donc  le 
coefficient  de  dyJ  dans  l'équation  proposée  est  la  dérivée  partielle 
de  u  par  rapport  à  j7.  Soit  ii\  l'intégrale  de  ce  coefficient,  prise  en 
considérant  y'  comme  seule  variable.  Dans  l'exemple  actuel,  cette 
intégrale  est 

«!==/"(  **  +  zyy  )  dy = x*y  +  yy\ 

en  n'y  introduisant  aucun  terme  indépendant  de  y'.  On  aura 

du,  =  [a*  +  2r*y)dy  +  yd[s*)  +  y*d{y*). 

H.  —  Cours  de  Calcul  infin.,  II.  20 
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Il  est  clair  que  du  —  dut  ne  contiendra  plus  aucun  terme  en  dy', 
c'est-à-dire  aucun  terme  dépendant  de  la  différentielle  seconde 
dey;  et  comme  du  —  du,  est  une  différentielle  exacte  si  du  en 
est  une,  il  faudra  que  cette  expression  soit  la  différentielle  d'une 
fonction  de  x  et  de  y,  ne  renfermant,  par  conséquent,  y'  ou  dx 
et  dy  qu'au  premier  degré.  On  trouve,  en  effet, 

du  —  cl  ul  =  [y  -Y-  3  xy  -t-  iyy' 3  )  dx  —  i  xy'  dx  —  i  y  y'3  dx 
=  ydx  +  xdy  ==d(xy), 

ce  qui  est  une  différentielle  exacte.  On  a  donc 


et  cette  équation  est  une  intégrale  première  de  l'équation  proposée. 

En  raisonnant  de  même  sur  le  cas  général,  on  arrive  à  la  règle 
suivante  pour  reconnaître  si  une  expression  différentielle  donnée 
est  la  différentielle  exacte  d'une  certaine  fonction  u  et  pour  obte- 
nir en  même  temps  cette  fonction.  Soit  n  l'ordre  de  cette  expres- 
sion différentielle.  Il  faudra  d'abord  que  la  plus  haute  dérivéej^") 
ou  la  plus  haute  différentielle  j^n)  dx  =  dj^"~^  n'y  entre  qu'au 
premier  degré.  On  intégrera  alors  le  coefficient  de  y^n)  partielle- 
ment par  rapport  à y^'l~^,  c'est-à-dire  comme  si  y(n~D  était  seule 
variable.  Soit  u{  l'intégrale  obtenue  ;  du  —  duY  ne  contiendra  plus 
de  termes  enj'"1  et  se  réduira  à  une  expression  différentielle  où 
la  plus  haute  différentielle  sera  y(n~*)  dx  =  dy(-n~-) .  Cette  expres- 
sion devant  être  une  différentielle  exacte  si  du  en  est  une,  il  faudra 
que  y(/l~l)  ou  dy('l~2^  n'y  entre  qu'au  premier  degré.  On  intégrera 
alors  le  coefficient  àey^n~[)  partiellement  par  rapport  hy(n~2\  ce 
qui  donnera  l'intégrale  u2.  Alors  du — du,  —  du2  ne  contiendra 
plus  que  des  termes  d'ordre  n  —  i  au  plus,  et  devra  être  une  dif- 
férentielle exacte.  En  continuant  ainsi,  si  la  quantité  proposée  est 
une  différentielle  exacte,  on  devra  parvenir,  en  dernier  lieu,  à  une 
expression  en  x,y,  dx,  dy,  qui  soit  une  différentielle  exacte,  et 
que  l'on  intégrera  comme  on  l'a  vu,  n°  772  et  suivants.  La  somme 
de  toutes  les  intégrales  partielles  ainsi  obtenues,  uK  -j-  m2H-  . . . , 
sera  l'intégrale  de  l'expression  proposée. 

En  égalant  cette  dernière  intégrale  à  une  constante  arbitraire, 
on  aura  une  intégrale  première  de  l'équation  du  =  o,  dont  l'ordre 
se  trouvera  ainsi  abaissé  d'une  unité. 
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Si,  dans  le  cours  du  calcul,  on  rencontrait  un  reste  dans  lequel 
la  plus  haute  dérivée  entrât  à  un  degré  supérieur  au  premier,  la 
méthode  cesserait  d'être  applicable  et  l'expression  proposée  ne 
serait  pas  une  différentielle  exacte. 

870.  II.  Equations  où  l'une  des  'variables  x,  y  n  entre  pas 
explicitement. — Si  l'équation  ne  contient  pas  y  explicitement  et 
est  de  la  forme 

en  prenant  j^' pour  nouvelle  fonction  inconnue,  l'équation  deviendra 
/        ,   d/  d«-\r'\ 

A;"'7'^'  •••,^=rj  =  0' 

et  ne  sera  plus  que  de  l'ordre  n  —  i.  L'intégration  de  cette  équa- 
tion conduira  à  une  relation  entre  x,y'  et  n  —  i  constantes  arbi- 
traires, et  cette  relation  elle-même  s'intégrera  par  les  quadratures, 
en  la  résolvant  soit  par  rapport  ky,  soit  par  rapport  kx  [845]. 

Plus  généralement,  si  l'équation  proposée  ne  contient  ni  y  ni 
aucune  de  ses  p  —  i  premières  dérivées,  et  qu'elle  soit  de  la  forme 

f(.r,  j(P\  j('1+1K   ...,  jr(ny)=o, 

on  la  ramènera,  en  prenant yW  pour  la  fonction  inconnue,  aune 
équation  de  l'ordre  n  — /;, 

/                <lr{p)               dn-PyW\ 
fia-.  r{p\  - — •> — I  =  o, 

J   \   ,J       '     dx  dx'l-i>    ) 

dont  l'intégration  conduira  à  une  relation  entre  x,  j ■^  et  n  —  p 
constantes  arbitraires.  On  intégrera  cette  relation  à  l'aide  des 
quadratures,  d'après  ce  que  nous  avons  vu  aux  nos  862  et  864,  ce 
qui  complétera  le  nombre  nécessaire  n  de  constantes  arbitraires. 

Exemple.  —  Trouver  la  courbe  dont  le  rayon  de  courbure  soit 
égal  à  une  fonction  donnée  X  de  l'abscisse  x. 
On  a  l'équation 


26. 
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qui  peut  s'écrire  sous  la  forme 

d.r:  ely' 

S    ) 

on  en  tire 


/ 


ou,  en  désignant,  pour  abréger,  par  V  le  premier  membre  de  cette 
équation, 


Vr/.r 
,       d'où      y  =   \  - 

V  i  —  V2 


-  +  c . 

V1 


Si  l'on  demande,  par  exemple,  que  le  rayon  de  courbure  soit  en 
raison  inverse  de  l'abscisse»,  en  prenant  X  =  — ■•>  il  viendra 


x-  •+•  L  =  -■>      a  ou     y  =   I  —  -   -h  C  . 

Vi+j'2  J    \]a:'-—  (j:«4-C)a 

La  courbe  représentée  par  cette  équation  est  connue  sous  le  nom 
de  courbe  élastique.  C'est  la  forme  qu'affecte  une  lame  élastique 
dont  une  des  extrémités  est  fixée,  l'autre  supportant  un  poids. 

871.  Si  c'est  la  variable  indépendante  x  qui  n'entre  pas  dans 
l'équation  différentielle,  celle-ci  étant  de  la  forme 

/(j,/,j",  ...,jW)=o, 

on  ramènera  ce  cas  au  précédent  en  prenant  x  pour  nouvelle 
variable  dépendante,   et   exprimant  les  dérivées  y',  j",  .  .  . ,  j  ("J 

dej^  par  rapport  à.r  au  moyen  des  dérivées  x' '=  —  ?  a/'  =  — ;  >  •  •  •  ? 
x{">  =  — —  de  x  par  rapport  a  j". 

Ainsi  on  aura  j  '=  —  ?  j  "= — —  >  ....  D'après  cela,  l'équation 

[867] 

x"=f[j) 

deviendra 

fi    \  dr'        fi    \  i 
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Si  l'équation  ne  contenait  que  les  dérivées  de  y  à  partir  de  la 
pième^  et  qU'elle  fût  de  la  forme 

on  l'abaisserait  d'abord  à  l'ordre  n  —  p  en  prenant  yW  comme 

fonction  inconnue;   puis   on  l'abaisserait   encore   d'une  unité  en 

dx 
prenant  yW  comme  variable  indépendante  et  x  —  ~j~T~)  Pour  nou~ 

velle  fonction  inconnue.  Ayant  obtenu,  par  l'intégration,  une  rela- 
tion entre y^p\  x'  et  n —  p —  i  constantes  arbitraires,  on  la  ramè- 
nera, par  des  quadratures,  d'abord  à  une  relation  entre  y^p) ,  x  et 
n — ^constantes  arbitraires,  puis  à  une  relation  entre  y,  x  et  n  con- 
stantes, qui  sera  l'intégrale  complète. 

872.  On  peut  encore,  dans  le  même  cas,  opérer  l'abaissement 
de  l'équation  par  un  autre  changement  de  la  variable  dépendante. 
On  a,  en  effet,  d'après  la  formule  (2)  du  n"  867, 

dy        <fr(*-D 

dx  =  —  -  =  — —  1 

y      yu) 

d'où  l'on  tire 

y('0  — 


dy(»-V 


En  faisant  maintenant  successivement  n  =  2,  3,  . . . ,  et  substituant 
les  valeurs  de  y",  y'",  .  .  .  ainsi  obtenues,  la  variable  y  étant  prise 
pour  nouvelle  variable  indépendante,  on  trouvera 

de  sorte  que  y",  y'",  .  .  -,  j(w)  seront  exprimées  au  moyen  dey'  et 
de  ses  dérivées  par  rapport  à  y,  jusqu'à  l'ordre  n  —  1.  L'équation 
prendra  donc  la  forme 

_/        ,    dy'  d»-\r 

En  l'intégrant,  on  obtiendra  une  relation  entre  y,  y'  et  n  ■ —  1  con- 
stantes arbitraires,  et  l'on  achèvera  alors  l'intégration  en  résolvant 
cette  relation  soit  par  rapport  ày',  soit  par  rapport  à  y  [845]. 
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Ainsi  une  équation  du  second  ordre 

f(y,y',y")  =  o 
se  ramènera,  par  cette  transformation,  à  la  forme 

Par  exemple,  l'équation  j  "  —f(y}  devient  [867] 

y'dy'=f[y)dy. 
De  même,  au  moyen  de  la  formule 

J  -7  djU» 

on  ramènera  l'équation  f[j  (p^jAp+D^  .  .  . ,  j-("))  =  o  à  la  forme 

/  dy(P->-1)  d"-/'-1  y(>>+i  )\ 

1   Y       '  J  '     djW)    '  '      djU>)"-J>-i    )  ~°' 

l'intégration  donnera  une  équation  entre  j)  (^,  y(p+i)  et  «  —  £> —  i 
constantes  arbitraires,  et  l'on  traitera  ensuite  cette  équation  par 
la  méthode  des  nos  860  et  866. 

873.  III.  Equations  homogènes  par  rapport  à  y  et.  à  ses  dé- 
rivées, ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  rapport  à  y  et  à  ses  dif- 
férentielles dy,  d-y,  .  .  . ,  dny. 

Une  telle  équation  peut  s'écrire  sous  la  forme 

Si  l'on  pose  —  —  z  ,  ou  y  =  es,  on  aura  les  égalités 


y   =ez.z  , 

y"  =  ez  (z" 

+  ;'-2), 

y"'=ez(z'" 

+  ...  +  c'3 

j(")=  c"(c(")-f-  .  .  .  -f-z'"), 

les  termes  non  écrits  dans  chaque  parenthèse  étant  des  polynômes 
contenant  seulement  les  dérivées  de  z,  et  tels  que  celui  qui  cor- 
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respond  à  y^n),  par  exemple,  ne  dépende  que  des  dérivées  z^"~l\ 
£("~2),  . .  . ,  z' ,  et  ne  renferme  z'  qu'à  des  puissances  inférieures  à 
la  7iiemc.  La  raison  de  cette  loi  s'aperçoit  immédiatement. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  proposée,  et  divisant 
parym,  on  obtient  une  équation  qui  ne  renferme  plus  que  x,  z', 
z",  .  .  . ,  s("),  et  qui  rentre  dans  le  cas  du  n°  870.  On  voit,  que  l'on 
aurait  eu  immédiatement  une  équation  d'ordre  n  —  i ,  en  posant 

y  =  eS"'lx. 

Exemples.  —  i°  Soit  l'équation 

xP-d^y  -r-  xdxdy  —  ydx*  =  o,      ou      x-y"  -+-  xy  ■ —  y  ■=.  o, 

homogène  du  premier  degré  en  y,  j  ' ,  y" .  Elle  devient,  par  la 
transformation  précédente, 


«2f_"_I_   ^'2' 


H-  xz'  —  i  ==  o, 


ou,  en  multipliant  par  — .» 


•dz'  +  z'dx  +  lx*z'*  —  l)  —  =  O, 
rf.r  *f  f xz'  ) 


on  en  tire,  en  intégrant, 


t  -h  xz'  ,  .r2  —  C 
r?      d  ou     z 


z 


loi 


x  [x"2  +  C  )        x2  -t-  C        x  ' 
.r2  +  C 


C'.r 


et,  par  suite, 


r       _■    C2 


C|  et  C2  étant  des  constantes  arbitraires. 

On  aurait  pu  intégrer  cette  équation  en  commençant  par  abaisser 
son  ordre  d'une  unité  [869],  ce  qui  aurait  donné 

x*  y'  —  xy  =  C, 

équation  linéaire  dont  l'intégration  conduit  au  même  résultat  que 
ci-dessus. 
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2°  Une   équation  différentielle    linéaire  sans  second  membre 

[876], 

(i)  a0j  +  «1j'-h...-f-«„j('0  =  o, 

est  homogène  par  rapport  k  y  et  à  ses  dérivées,  et,  par  suite,  on 
peut  abaisser  son  ordre  d'une  unité,  en  posant 

r  étant  une  nouvelle  fonction  inconnue.  Par  cette  substitution, 
l'équation  (i)  devient,  après  la  suppression  du  facteur  eJrdx, 

(2)  K  +  ff^  +  .  .  .-hanrn)  +.  .  .  +  «wr("-1)=o, 

les  termes  non  écrits  qui  suivent  la  parenthèse  contenant  tous  en 
facteur  quelqu'une  des  dérivées  r',  r",  .  .  .,  j,(-n~-^  de  r,  en  sorte 
que  tous  ces  termes  s'évanouissent,  comme  anj'^n~i\  lorsqu'on 
attribue  à  r  une  valeur  constante 

L'équation  (2)  est  d'un  ordre  moins  élevé  que  la  proposée, 
mais  elle  n'est  plus  linéaire.  Elle  peut  servir  cependant  à  trouver 
des  intégrales  particulières  de  la  proposée,  toutes  les  fois  que  son 

premier  terme 

û0  +  «!/■••!-...  +  an  r"  =  f{r) 

s'évanouit,  quel  que  soit  x,  pour  certaines  valeurs  constantes  de 
r,  c'est-à-dire  lorsque  l'équation 


admet  des  racines  constantes  rf,  r2,  ....  Ces  valeurs  seront,  en 
effet,  des  intégrales  particulières  de  l'équation  (2),  et,  par  suite, 

y1  =z  er'x,     y2  —  er*x, 

seront  des  intégrales  particulières  de  l'équation  (1),  au  moyen  des- 
quelles on  pourra  abaisser  l'ordre  de  cette  équation  [881],  en  lui 
conservant  la  forme  linéaire. 
Soit,  par  exemple,  l'équation 

2(1  —  .t)  y  -\-[x~  —  1  )  y'  -\-  .v  (2  —  x)  y"  =  o  ; 

l'équation  (3)  correspondante 

2(1  —  .t\  -+-  [x-  —  1  )  r  H-  x  (2  —  x\  r-  =  o 
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admet  la  racine  j\,=.j,  d'où  il   s'ensuit  que  la  proposée  admet 
l'intégrale  particulière  yK  —  ex. 

874.  IV.  .Equations  homogènes  par  rapport  à  x,  y  et  à  leurs 
différentielles  dx,  dy,  d'2y,  .  .  . ,  dny. 

On  peut  dire  encore  que  ces  équations  sont  homogènes  lors- 
qu'on y  considère  x,y  comme  étant  du  degré  i,  y'  du  degré  zéro, 
y"  du  degré  —  i ,  .  .  . ,  y^ll)  du  degré  —  (/z  —  i). 

Une  telle  équation  peut  s'écrire  sous  la  forme 

(dx     y     dy     d\y                d\r\ 
x'"J     —  ,  —,  — ,   ,    •  •  •  ,    =o. 

\x        X         X  X  X     J 

Posons  maintenant 

dx     7  t         y 

■ — -  =  <y/,      ou     x  =  e,      et      —  =  z,     y  =  e'z. 

X  X 


On  en  tire 


df         .        dz        dy        dy   y 

—  =  dt  -\ 5      —  =  —  .-=;«+  dz, 

y  z  x  y     x 


ce  que  l'on  peut  écrire  sous  la  forme 

On  a  ensuite 

y:=*.%  =  [j> ,+  !)«,      dy  =  dt.{Dt+i)Dtz, 

dx    x 

d*~  y        dx*  dy'        dx.       , 

—  =  —  ■^■  =  —  dy'  =  dt\[Bt-+-i)'Dtz, 

dx-     x 


Pour  avoir  une  formule  générale,  considérons  l'expression 

v=e-kt?(Dt)z, 

<p(D^)  désignant  une  fonction   entière  et  rationnelle  quelconque 
du  facteur  symbolique  D,.  Comme  on  a  évidemment 

d.?(Bt)z  =  f{Dc)dz  =  dt.-Dt?(Dt)z, 

on  en  conclut 

dr==e-;'tdt.(-Dt—  />-)?(Bt)z. 
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De  là  on  tire 

dy"  =  e-'dt.  (D,  -4-  i  )  D,  (D,  -  i  )  z, 

d'où 

C^  =  [  —  Yxdj''=dâ(r>t+t)Vt(I)l-l)z, 

.t.       \  2  ; 

et  de  même,  en  général,  comme  il  est  aisé  de  le  vérifier, 

-^  =  dtn.{J)t-+-i){J)l  +  o)(D,— i)  ..".  (D,— ii.-f-3)(Dt— 1S+.2)*. 

Si  l'on  emploie  la  notation  des  factorielles  [Livre  I,  Exercices, 
p.  2^3]  en  posant 

r~  =  r[r —  i) .  .  .  (;•  —  n  -+-  i), 
on  pourra  écrire  la  valeur  précédente  sous  la  forme  abrégée 

dnY  ,  ,  1  n 

— J~  =  dtn.   D/H-i  )-z. 
x 

On  en  tire 

(n)=      rd^y^  e-(n-i)t,  (D   +  ,^s. 

d'où 

a.»j(«)  =  e».(D/+l)l5z. 

En  substituant  maintenant  dans  l'équation  proposée  ces  valeurs  de 

dx      y     dy  dn  y 

— -?  '—•>  —j  •••?   — — 5   on  obtiendra  une   équation  dans  laquelle 

(après  la  suppression  du  facteur  x7")  la  variable  t  n'entrera  plus 
que  par  sa  différentielle,  et  dont  l'ordre  pourra  s'abaisser  d'une 
unité,  d'après  ce  que  nous  avons  vu  dans  les  nos  871  et  872. 

Exemples.  —  i°  L'équation  traitée  au  n°  873, 

x*d%y  -4-  x.dxdy  —  ydx-  —  o, 

OU 

x- y"  +  xj ■'  —  y  =  o, 

étant  homogène  par  rapport  à  x,  dx,  y,  dy,  d-y,  deviendra, 
par  les  substitutions  précédentes,  en   divisant  par  e( , 

(D,+  i)Dla-t-(D,+  i)a--*=o1 
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c'est-à-dire 

z"  +  2Z'=  O, 

ou,  en  multipliant  par  dt, 

dz' '+  iz'dt  =  o, 
d'où 

C 
par  une  nouvelle  intégration,  on  a,  en  remplaçant par  C,, 

d'où 

\x-  J  x 

1°  Soit  l'équation 

nx% d* y  =  [ydx  —  xdfV,      ou      n  — —  =  (  ■ — — )   • 

x  \x    x  x.  j 

On  en  tire 

?idf-  [z"  +  z')  =  [zdt  —  [zdt  +  dz)]*,     ou     n  (-."  -f-  z')  —  z'2, 
/z  — —  =  z  -  —  n  z  ,      d  ou     dt  =  — 


ji  dx 
xdz 

= 

I 

Cr, 

z  = 

y 

X 

-! 

J 

=3  « 

xlog- 

X 

.    i    r> 

dt  z"l—nz 

,      z'  —  n         n         n  dt  „    , 

'  =  los-c—  '    7  =  ^='-c"' 

ou,  en  mettant  pour  ec  et  dt  leurs  valeurs  x  et  — •> 


ou  enfin 


Autrement,  en  employant  la  transformation  du  n°  872,  on  aurait 
pu  mettre  l'équation  n(z"-{-  z')  =  z''2  sous  la  forme 

n  — - —  =  z  l  —  n  z  , 
dz 

ou,  en  supprimant  la  solution  z'=  o  (qui  correspondrait  à  une  in- 
tégrale particulière,  pour  C2  =  o), 

ndz 

dz=  —, 
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On  en  tire 

s  +  C 

z'  =  n  +  e  "   , 

■s  +  C 

ou,  en  posant  e  "  =  u, 

ndu 

de  =  — -, :  5     etc. 

u  («  H-  n) 

875.  V.  Equations  qui  deviennent  homogènes,  lorsqu'on  y 
considère  x  et  dx  comme  des  quantités  du  premier  degré,  et.  y 
et  ses  différentielles  dy,  d2y,  .  .  . ,  dny  comme  des  quantités  du 
degré  (x. 

Cela  revient  à  considérer  y  comme  une  quantité  du  degré  y., 
y'  comme  étant  du  degré  p. —  i,  . .  . ,  y(-n'>  comme  étant  du  degré 
a  —  n . 

L'équation  peut  s'écrire  sous  la  forme 

mf(dx  y  dy        dny 

\  x      xr     x^  X'x 

Posons,  comme  précédemment, 

dx  y 

—  =  dt,      x  =  e  ,      —  =  z,     y  =  e^z. 


On  en  tire 


dj  ,         dz  ,,  dy  I  dz\         .  ,    .  , 

—  —  y.  rf«  +  —  ,        d  OU       —  =  <r/f  Uz  +  — -      =  dl[  D,  +  u)  Z, 

dx   x?- 

„d'où,  en  vertu  de  la  formule  générale  démontrée  dans  le  numéro 
précédent, 

—£  =  —.'¥-  =  e-tï-Wdt*.  eit-W  (D,  -4-  u)  (D,+  /*  —  i)z 

,r;A  .r!A      dx  v 

=  ^2.(D,+  l(/.)(D,+  a  — 1)3. 
En  continuant  ainsi,  on  trouvera  généralement 

_Z  =  <ft»(D/-t-fi)(D(4-ft—  i)...(D,H-«-  »+  i)z 

=  ^"(Di-l-ia)1-s, 
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d'où 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  l'équation  proposée,  on  arrivera, 
comme  dans  le  cas  précédent,  à  une  équation  ne  contenant  pas 
explicitement  la  variable  indépendante  t,  et  par  suite  susceptible 
d'abaissement. 

Exemple.  —  Soit  l'équation 

x*  d^y  =  [x%  +  2.xy)  dxdy  —  ^.j3dx2, 

ou 

<r-v        l  r\  dx  dr        ,  r2  dx? 

qui  est  de  la  forme  ci-dessus,  pour  p.  =  2.   La    transformation 

donne 

lD,+2)(D,+  i)s  =  (n-2a)(Dt+a)*  —  4z2, 

r/'+  3z'  -h  2a  =  (i  -h  az)  (.:'  +  aa)  —  4s2, 

2*'  —  233'+  2Z'=0, 

ou,  en  employant  la  transformation  du  n°  872  et  divisant  par  zf, 
ce  qui  revient  à  mettre  de  côté  l'intégrale  particulière  z'  =.  o, 

dz' 

23  +  2  =0, 

dz 


d'où  l'on  tire 

i 


r  diz— 1       1 

2  3  +  C,     «  +  C  =   J  : /      =  —  arc tang  — ^.-> 


expression  qui  deviendrait  un  logarithme  pour  G  <^o.  On  en  tire 

z  —  1  =  ^C  tang  (f  +  C  )  v/'C, 
ou,  en  faisant  C'=  logC(, 

j  =  x2ji  +  v/Ctang[y'C(IogC1jr)]j. 
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CHAPITRE  1Y. 

THÉORIE  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  LINÉAIRES 
ENTRE  DEUX  VARIABLES. 


§1- 

DES     ÉQUATIONS     DIFFÉRENTIELLES     LINÉAIRES     d'oRDRE     QUELCONQUE. 
PROPRIÉTÉS    GÉNÉRALES    DE    CES    ÉQUATIONS. 

876.  On  appelle  équation  différentielle  linéaire  une  équation 
différentielle  dans  laquelle  la  fonction  inconnue  et  ses  dérivées 
des  divers  ordres  n'entrent  qu'au  premier  degré  et  sans  être  mul- 
tipliées entre  elles. 

Soit  y  le  signe  caractéristique  d'une  fonction  rationnelle  et 
entière  de  degré  7i,  à  coefficients  a0,  as,  . . .,  an  constants  ou  fonc- 
tions de  la  variable  x.  La  forme  générale  d'une  équation  diffé- 
rentielle linéaire  de  l'ordre  n,  entre  deux  variables  x  ety,  sera 

?  (  D*)  j  =  a0 y  +  at  Bxj  +  .  . .  +  an  D%y  —  x, 

X  étant  une  fonction  quelconque  de  x  ou  zéro. 

Dans  le  cas  où  le  terme  X,  indépendant  dey  et  de  ses  dérivées, 
se  réduit  à  zéro,  l'équation,  qui  devient  alors 

est  dite   une  équation  différentielle  linéaire  homogène  ou  sans 
second  membre. 

877.  Une  fonction  yt  de  x,  sans  constante  arbitraire,  qui,  sub- 
stituée à  y  dans   l'équation   différentielle  (i),    rend  le   premier 
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membre   de  cette  équation  identiquement  nul,  est  dite  une  inté- 
grale particulière  de  cette  équation  différentielle. 

Les  propriétés  principales  des  équations  différentielles  linéaires 
sans  second  membre  sont  exprimées  par  les  propositions  suivantes, 
dont  les  trois  premières  se  vérifient  immédiatement  par  simple 
substitution. 

I.  Sij-,  estime  intégrale  particulière  de  l'équation  (i),  le  pro- 
duit Cj'i  de  cette  intégrale  par  une  constante  quelconque  sera 
aussi  une  intégrale  de  cette  même  équation. 

II.  Si y\,yi,  ■  ■  ■  sont  diverses  intégrales  particulières  de  l'équa- 
tion (i),  leur  somme  j  ,  -\-y%-\-.  ■ .  sera  aussi  une  intégrale  de  la 
même  équation. 

III.  En  combinant  les  deux  propositions  précédentes,  on  en 
conclut  que,  sij^i,  y>2,  ...  sont  des  intégrales  particulières  de 
l'équation  (i),  et  C,,  C2,  . . .  des  constantes  quelconques,  la  somme 

Ci-<ri  +  ct->j-+-.. . 

sera  encore  une  intégrale  de  l'équation  (i). 
878.  IV.  Soient 

(2)  J'i,    J2,     -  •  .,    Xn 

n  intégrales  particulières  de  l'équation  (1).  D'après  ce  qu'on  vient 
de  voir,  la  somme 

(3)  J  =  C1r1+Clj-2-f-...-!-C„j„ 

sera  une  intégrale  de  l'équation,  renfermant  n  constantes  arbi- 
traires. Ce  sera,  de  plus,  l'intégrale  générale  de  cette  équation  si 
les  fonctions yt, y 2,  •  •  -,yn  sont  telles  que,  pour  une  valeur  quel- 
conque attribuée  kx,  on  puisse  déterminer  les  n  constantes  Ci, 
C2,  .-.,  Cn  de  manière  à  faire  prendre  à  y  et  à  ses  n  —  1  pre- 
mières dérivées  des  valeurs  arbitraires,  c'est-à-dire  si,  pour  toute 
valeur  de  x,  on  peut  tirer  des  n  équations 

(y         =Cljri       +C2J2        +...  +  C»jB, 

,n  y     =cl7;    +cay,    -+-... +cn/H1 

(4 
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des  valeurs  finies  et  déterminées  des  inconnues 

Cj,   Co,    .  .  . ,   La. 

Pour  cela,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que  le  déterminant 


R  = 


Ji 
Ji 


J  '■■> 


J  \  J  ï 


y,i 

>•'„ 


J  II 


ne  s'annule  pas  identiquement,  quel  que  soit  x. 

Si  l'on  désigne  par  Yj-''^  -r— ^  le  coefficient  dej  r%]  dans  la  valeur 
de  R,  les  valeurs  des  inconnues  C/f  seront  données  par  les  équations 


S)    HC/c  =  Y/cy  +  Y7ty 


ïr1'^»-",  (/■=!,  2, 


879.  S'il  existait  entre  les  intégrales  particulières  (2)  une  rela- 
tion linéaive  quelconque  à  coefficients  constants,  c'est-à-dire  une 
relation  identique  de  la  forme 


«1  J\ 


o, 


a,,  a2,  ...  étant  des  constantes,  alors  une  des  lignes  verticales 
de  R  serait  formée  par  l'addition  des  produits  de  plusieurs  autres 
lignes  verticales,  multipliées  respectivement  par  des  facteurs  com- 
muns. Donc  alors  ce  déterminant  serait  nul,  et  l'expression  (3)  ne 
serait  plus  l'intégrale  générale  de  l'équation  (1).  Nous  dirons,  dans 
ce  cas,  que  les  intégrales  particulières  (2)  ne  sont  pas  distinctes 
entre  elles. 

On  voit  d'ailleurs  aisément  que,  en  vertu  de  la  relation  (6), 
l'équation  (3)  se  réduit  à 

■>'=(c'-s4ri+(c*-?c')^+---' 

expression  qui  ne  renferme  plus,  en  réalité,  que  n  —  1  constantes 
arbitraires,  c'est-à-dire  moins  que  n'en  doit  contenir  l'intégrale 
générale. 

880.   On  peut  arriver,  par  la  considération  du  déterminant  R, 
à  démontrer  qu'en  général  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
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pour  que  les  intégrales  particulières  (2)  soient  distinctes  est 
qu'il  n'existe  entre  elles  aucune  relation  linéaire  identique,  de  la 
forme  (6). 

En  effet,  si  les  intégrales  ne  sont  pas  distinctes,  auquel  cas  le 
déterminant  R  est  nul,  on  sait  qu'alors  les  équations 


// 

Xl 

-+-  m. 

Xi 

-U 

•  + 

««r» 

r=: 

O, 

" 

Xi 

-f-  «s 

y'ï 

+  . 

.+ 

unXn 

= 

O, 

u 

xT 

-»+u 

.  j  2 

-1]H-. 

.+ 

"nj  a 

-1) 

— 

0 

7) 


sont  généralement  compatibles  entre  elles  pour  des  valeurs  des 
inconnues  u{,  u<±,  . . .  différentes  de  zéro,  et  que,  de  plus,  ces  va- 
leurs sont  proportionnelles  aux  déterminants  partiels  de  R  relatifs 
à  une  ligne  horizontale  quelconque,  à  la  dernière  par  exemple, 
de  sorte  qu'on  a 


"1  :  ui  '■ 


r: 


y(-'î— l).  -Yt/i-l) 


Différentions  maintenant  chacune   des  équations  (7),  en  ayant 
égard  à  celle  qui  la  suit  ;  il  viendra 


(  u, 


1/1 


«2  y* 


-Y- . 


unXn 
u'nX'n 


=  0, 
=  0, 


\.<xr2)- 


'Axir2) 


+- 


«^-"-f-^jf-1;- 


«ijf1 


U2J  2 


-hVnXW       =0. 


Or,  si  l'on  différentie  la  valeur  de  R,  on  voit  que  la  dérivée  DXR 
se  réduit  à 


D„R 


Xi 

X-2 

J  n 

= 

J  1 

v(«-2) 
J  2 

r(«-2) 

xT 

xf 

vrvx 

(n)    ,    -yln- 
1      "+■  X2 

-iy»> 

+  .  •  •- 

et,  cette  quantité  étant  nulle,  puisque  R  est  supposé  s'annuler 
quel  que  soit  x,  on  en  conclut,  en  vertu  des  proportions  (8),  que 
H.  —  Cours  de  Cale,  infinit.,  II.  27 
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la  seconde  ligne 


"ijïl)+«2r(2ra5+ 


de  l'équation  (10)  est  nulle.  En  supprimant  donc  cette  seconde 
ligne,  les  équations  (9)  et  (10)  forment  alors  un  système  identique 
à  celui  des  équations  (7),  d'où  il  résulte  que  les  inconnues  u\, 
u'2,  ...,  u'n  sont  proportionnelles  aux  inconnues  ui}  u2,  ...,  un. 
On  peut  donc  poser 


u,         u9  u, 


d'où  l'on  tire,  en  intégrant,  et  désignant  par  a1?  cc2,  . . .,  <xn  des 
constantes, 

«!  =  «1  eftdx,     «2  =  «2  ef?dx,      .  .  . ,      un  =  «n  e^dx. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  la  première  des  équations  (7),  et 
supprimant  le  facteur  e^dx,  qui  n'est  pas  nul,  on  a  l'identité 

(6)  «i.7i+  «sJs  -4- ■•■-+-  ««J«=o, 

qui  est  une  conséquence  réciproque  de  l'hypothèse  R  =  o. 

Donc  l'identité  (6)  exprime  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  les  intégrales  particulières  (2)  ne  soient  pas  distinctes 
entre  elles. 

881 .  V.  Si  l'on  connaît  une  intégrale  particulière  de  l'équa- 
tion (1),  cette  intégrale  étant  supposée  autre  que  zéro,  on  pourra, 
par  son  moyen,  ramener  l'intégration  de  l'équation  (1),  ou,  plus 
généralement,  celle  de  l'équation 

(A)  ?(D,)j  =  X, 

à  celle  d'une  équation  de  même  forme,  mais  d'un  ordre  inférieur 
d'une  unité. 

Soit,  en  effet,  yK  une  intégrale  particulière  quelconque,  diffé- 
rente de  zéro,  de  l'équation  (1).  Posons 
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d'où  l'on  tire,  par  la  formule  de  Leibnitz, 
j'     =  z.Dxyt-hz'.yu 

y"      =  *-I>!-.7l    +  22'.  Dx  Jj  +  2".J„ 


jCO^z.D^  +  ^Dr1. 


+  ^:-w(/2~1)Dr2ji^----+z-T«("-i)-.-i-D^j1. 


1.2  « 


Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (A),  elle  devient 


Le  premier  terme  du  premier  membre  de  cette  équation  s'évanouit 
identiquement,  puisque  yK  est  supposé  être  une  intégrale  de  l'é- 
quation (i).  Dès  lors  l'équation  (B)  ne  contiendra  plus  z,  mais 
seulement  ses  dérivées -z',  z" ,  ...,  z^  ;  si  donc  on  pose  z'=s, 
l'équation  (B)  se  changera  en  une  équation  en  s  de  l'ordre  n  —  i, 
et  de  la  forme 

(12)  x(Dx)s  =  o,     ou     z(Dx)s=.lL. 

Donc,  si  l'on  pose  y=yt  fsdx,  l'équation  (A)  se  changera  en  une 
équation  de  même  forme,  relative  à  la  fonction  s,  d'un  ordre  infé- 
rieur d'une  unité,  et  ayant  le  même  second  membre. 

Ainsi  la  connaissance  d'une  intégrale  particulière  de  l'équa- 
tion (1)  permet  d'abaisser  d'une  unité  l'ordre  de  cette  équation, 
ainsi  que  l'ordre  de  l'équation  complète  (A),  en  ramenant  ces 
équations  à  des  équations  de  mêmes  formes  respectives,  mais 
d'ordre  inférieur. 

Les  coefficients  de  l'équation  transformée  sont  constants  lorsque 
ceux  de  l'équation  proposée  le  sont. 

Exemple.  —  L'équation 

2(1  —  x)y  -+■  (x~  —  2) y'  -h  x[2  —  ,v)y"  =0 

étant  vérifiée    par  l'intégrale  particulière  yK  =  x2,  il  vient,    en 

27. 
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substituant  dans  cette  équation  l'expression  u  ==  x-fsdx,  et  divi- 
sant par  x-, 

(6  —  ^x  -h  x2)s  -h  (2  —  x)x.s'  =  O, 
ou 


d'où  l'on  tire 


ds 

-+- 

.r2  —  4  .r 

-±- 

6 

dx 

s 

X  i  1  — 

X 

1 

s=zCex'. 

X 

— 

2 

On  a  maintenant 

\J         x-  X"         J         X%     J  X1 

donc 

j  =  x*fs  dx  =  C  ex  -+-  C  .r2 . 

882.  Il  est  aisé  de  vérifier  que,  si  l'on  prend  pour  s  l'intégrale 
générale  de  l'équation  (12),  la  valeur  j'  =jrifsdx  sera  l'intégrale 
générale  de  l'équation  (1).  En  effet,  z  =fsdx  -h  C  sera  l'intégrale 
générale  de  l'équation  en  z,  et  l'on  pourra,  au  moyen  des  constantes 
arbitraires,  déterminer  à  volonté,  pour  une  valeur  donnée  de  x, 

Y 

les  valeurs  de  z  =  —  et  de  ses  n —  1  premières  dérivées,  d'où  l'on 

conclura  facilement  que  l'on  pourra  aussi  déterminer  à  volonté  y 
et  ses  n  —  1  premières  dérivées." 

Donc,  en  mettant  en  évidence  la  constante  d'intégration,  on  voit 
que  l'intégrale  générale  de  l'équation  (1)  est  de  la  forme 

(i3)  jz=C1J1-hfifsdx. 

883.  Si  l'on  connaît  une  seconde  intégrale  particulière  jr2  de 
l'équation  (1),  alors  sl  =  Dx—  sera  une  valeur  particulière    de 

5  =  0^  —  5  et,  par  conséquent,  on  connaîtra  une  intégrale  parti- 
culière de  l'équation  (12),  intégrale  qui  sera  différente  de  zéro  si 


J2 

II 

ticulières  yt,  jr2  ne  satisfont  pas  à  une  relation  linéaire  à  coeffi- 


le  rapport  —  n'est  pas  constant,  c'est-à-dire  si  les  intégrales  par- 
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cients  constants  de  la  forme  ax  yK  -+-  oc2j2  =  Q.  On  pourra  donc 
alors,  en  posant 

s  =  .?!  Jt  dx, 

ramener  l'équation  (12)  à  une  équation  de  même  forme  et  d'ordre 
moindre  d'une  unité, 

('4)  ^{Dx)t  =  o,     ou     ^(D^)?z=X. 

En  substituant  dans  l'expression  (i3)  la  valeur 

.v  =  C2  Sj  +  s1  Jt  dx, 

et   ayant  égard  à   ce   que— 2  =JsKdx,  cette  expression  prend  la 
forme 

(  1 5  )  y  =  ^  jt  -h  C2  fi  -h  j,  Jsv  dxjt  dx, 

chaque  signe  d'intégration,  dans  le  second  membre,  portant  sur 
tout  ce  qui  le  suit,  considéré  comme  un  résultat  effectué. 

De  même,  si  l'on  connaît  trois  intégrales  particulières  r(,r2,  ?  3 
de  l'équation  (1),  on  en  déduira  deux  intégrales  particulières 

Si  =  Dx  —  ■>      So  =  Dx  — 

de  l'équation  (12),  lesquelles  ne  seront  pas  nulles  si  les  rapports 

—  1  —  ne  sont  pas  constants.  De  ces  deux  intégrales  on  tirera  une 

J'i    Ji 


intégrale  particulière  tx  =  Dx  —  de  l'équation  (i4),  et.  £|  ne  sera 

•vi 

pas   nul   si  —  n'est  pas  constant,  c'est-à-dire  si  l'on  n'a  pas 

T)x  —  =  a . Dx  —  ,      d'où     j3  =  «j2  -4-  8jrit 

a  et  |3  étant  des  constantes,  ou  enfin  si  les  trois  intégrales^,, 
y<±,  y%  ne  satisfont  pas  à  une  relation  linéaire  à  coefficients  con- 
stants de  la  forme  de  la  relation  (6).  On  pourra  donc  alors,  en 
posant  t=  t,fudx,  abaisser  encore  d'une  unité  l'ordre  de  l'équa- 
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S» 


tion  (i4)«  On  aura  alors,  à  cause  de  —  =ft{  dx,  —  —fs2dx, 

tz=zCztl-\-tl  Ju  dx,      s  =z  C2  ^i  +  C3  s2  +  ^i  S  h  d.vju  dx, 

( 1 6 )  y  =  Ct y\ ~f-.G2  j2  H-  C3  j3  H-  jj  /^i «te/Vj f/.r/«  dx, 

chaque  signe  d'intégration  portant  sur  tout  ce  qui  le  suit. 

En  continuant  ainsi,  on  voit  que,  si  l'on  connaît  h  intégrales  par- 
ticulières J\,  Jïj  •  •  •ijk  de  l'équation  (i),  et  que  ces  intégrales 
ne  satisfassent  à  aucune  équation  à  coefficients  constants  de  la 
forme  <Z\  jk  -h  a.2y2-{-.  •  ■+  &kjk  =  o,  on  pourra,  par  leur  moyen, 
abaisser  de  k  unités  l'ordre  de  l'équation  proposée,  et  l'intégrale 
générale  se  présentera  sous  la  forme 

y  =  ci  J i  -+"  C2  J2  -+- . . ••  +  Ck yk  -4-  ji  fsi dxfti dxf ..  ./<>  dx, 

v  étant  l'intégrale  générale  d'une  équation  linéaire  sans  second 
membre  d'ordre  n  —  A". 

Si  l'on  connaît  n  —  i  intégrales  particulières  distinctes  [880], 
on  parviendra,  pour  y,  à  une  valeur  de  la  forme 

y  =  ci  Ji  +  c2  y  2  -+■  •  •  •  ■+■  c«-i  r«-i  -+-  y\  fsi  d*fh  djcf-  •  •  Jw  dxi 

w  étant  l'intégrale  générale  d'une  équation  du  premier  ordre,  telle 
que 

(17)  h0w  -+-  /z1h/  =  o  OU  =  X. 

Cette  dernière  équation  peut  s'intégrer  immédiatement  et  faire 
connaître  une  nieme  intégrale  particulière  de  l'équation  (1),  dis- 
tincte des  précédentes.  Si  l'on  désigne,  en  effet,  par 

Si"* 

une  intégrale  particulière  de  l'équation  (17)  sans  second  membre, 
w  =  Cn  W\  sera  l'intégrale  générale  de  cette  même  équation;  et,  en 
représentant  par jn  l'intégrale  particulière  de  l'équation  (1), 

J«  =  Ji  Js^dxJtydxJ.  .  .Jivxdx, 

on  obtiendra  l'intégrale  générale  de  (1)  sous  la  forme 

(3)  y=  Gj  ji  +  C2  j-2  -+-....+  Cnyn, 
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De  même, 

iv  =  Li  «'i  -h  «-,   /  e*/  —  d.x 

J  fh 

sera  l'intégrale  générale  de  l'équation  h0  w  -+-  7it  sv'=  X,  et,  par 
suite, 

J  =  CJj1+C2j2-f-...-!-C„j/i+j1   /  5-^.r  j  tldx  j  ...   \wxdx  \eJ  hi   X  jdx 
sera  l'intégrale  générale  de  l'équation  (A). 

884.  Si  l'on  suppose,  dans  cette  dernière  expression,  toutes  les 
constantes  arbitraires  nulles,  on  aura  une  intégrale  particulière 

Y  =  jj  f  sx  dx  j  tvdx  j  . . .   j  «'t dx  I  eh>      —  d.x 

de  l'équation  complète  (A).  On  voit  donc  que  l'intégrale  générale 
de  l'équation  complète  (A)  est  égale  à  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion homogène  (i),  plus  une  intégrale  particulière  Y  de  l'équa- 
tion (A). 

On  a  ainsi  ce  théorème  général  : 

Si  Y  est  une  intégrale  particulière  quelconque  de  l  équation 
complète  (i),  et  si  y^  représente  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion sans  second  membre  (2),  la  somme 

(18)  J=Y  +  J« 

sera  L'intégrale  générale  de  l  équation  (A). 

C'est  ce  que  l'on  peut  d'ailleurs  démontrer  directement. 

En  effet,  i°  la  valeur  (18)  satisfait  à  l'équation  (A),  comme  il  est 
facile  de  s'en  assurer;  20  pour  x  =  x0,  on  peut,  à  l'aide  des  valeurs 
arbitraires  des  constantes,  déterminer  arbitrairement  les  valeurs 
de  j  '0)  =y —  Y  et  de  ses  n —  1  premières  dérivées,  et,  par  suite, 
aussi  celles  dey  et  de  ses  n —  1  premières  dérivées. 

Pour  montrer  une  application  de  ce  théorème,  supposons  que, 

dans  l'équation  (i),  le  rapport  —  soit  constant  et  =  a.  Si  l'on  sup- 

a°  .  . 

posej'  =  Y  =  const. ,  l'équation  se  réduira  à  a0  Y=  X,  d'où  Y==  x. 
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Donc,  dans  ce  cas,  l'intégrale  générale  de  l'équation  (i)  sera 

y  3=  «  +  j(°K 

885.  Si  la  solution  y  —J\  annule  non-seulement  l'expression 
^(Djjj),  mais  encore  les  À"  —  i  expressions  (jp'(Dx) yt,  ..., 
<^k~ K)  {J} x) y h ,  alors  le  développement  de  cp(Dx)  (ytz)  se  réduira  à 

?'"<D*'-;'  +  f^imzi.  D..+ . . .  +  ^(".ir.  Dr,\  ,w> 

i .  2 .  .  .  k  1.2.  ..(/•+ 1  )  i .  2 .  .  .  n       x     ) 

et  ce  développement  s'annulera  pour  z^  =  o,  d'où 

z  =  C  +  Car  +  .  .  .  +  CC*-1)**-1. 
Donc,  si  la  solution  y,  satisfait  aux  k  équations 

f[Bx)y=o,     ?'{Dx)r  =  o,      ...,     ?(*-V[T)x)jrz=ot 
cette  solution  fournira  Ze  intégrales  particulières 

de  l'équation  (i),  et,  par  son  moyen,  l'ordre  de  l'équation  diffé- 
rentielle pourra  s'abaisser  immédiatement  de  À"  unités. 


VI.  Réciproquement,  on  voit  aisément  que  l'intégrale  gé- 
nérale de  l'équation  (i)  peut  toujours  se  mettre  sous  la  forme  (3) 
d'une  somme  de  n  intégrales  particulières  distinctes,  multipliées 
respectivement  par  des  constantes  arbitraires. 

Il  suffit,  pour  cela,  d'admettre  que  toute  équation  linéaire  sans 
second  membre  de  la  forme  (i)  est  susceptible  d'une  solution 
autre  que  zéro,  ce  qui  résulte  de  ce  que  nous  avons  démontré  au 
n°809.  D'après  cette  proposition,  l'équation  (i)  admet  une  intégrale 
particulière  yiy  au  moyen  de  laquelle  on  peut  mettre  l'intégrale 
générale  sous  la  forme  (i3),  s  étant  l'intégrale  générale  de  (12). 
Cette  dernière  équation  admettant  une  intégrale  particulière  s, 
autre  que  zéro,  il  en  résulte  une  seconde  intégrale  particulière 
y2=y Kfs\dx  de  l'équation  (1),  dont  l'intégrale  générale  prendra 
la  forme  (i5),  t  étant  l'intégrale  générale  de  (i4)-  En  continuant 
ainsi,  on  finira  par  mettre  l'intégrale  générale  de  (1)  sous  la 
forme  (3),  JTojK2 >  •  •  •>  Jn  étant  des  intégrales  particulières  de  (1), 
toutes  distinctes  entre  elles. 
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Donc  aussi  l'intégrale  générale  de  l'équation  (A)  peut  toujours 
se  mettre  sous  la  forme 

y  =  d/j  H-  Cj  jrt  -h . . .  -4-  Cnjn  -h  Y, 

j)^, ,  j-2, .  .  .  étant  des  intégrales  particulières  de  l'équation  homo- 
gène, et  Y  une  intégrale  particulière  de  l'équation  complète. 

887.  VII.  Une  équation  linéaire  sans  second  membre  ne  peut 
admettre  de  solution  singulière;  car,  si  jK  est  une  solution  quel- 
conque de  l'équation  (i),  en  lui  appliquant  les  calculs  des  numéros 
précédents,  on  la  fera  entrer  dans  une  expression  telle  que  (3)  de 
l'intégrale  générale,  et  cette  expression  se  réduira  àj",,  si  l'on  y 
suppose  la  constante  C|  =  i  et  toutes  les  autres  constantes  =  o. 
Donc  la  solution  jK  est  une  intégrale  particulière. 

888.  VIII.  Nous  venons  de  voir  qu'une  équation  différentielle 
linéaire  sans  second  membre  présente  avec  une  équation  algé- 
brique cette  analogie ,  que  son  ordre  peut  s'abaisser  de  k  unités 
lorsqu'on  en  connaît  k  intégrales  particulières,  de  même  que  le 
degré  d'une  équation  algébrique  peut  s'abaisser  de  k  unités  lors- 
qu'on en  connaît  k  racines. 

Là  ne  s'arrête  pas  l'analogie.  Il  est  facile,  par  exemple,  de  trou- 
ver la  composition  des  coefficients  a0,  «,,  .  .  .,  an  de  l'équation 
différentielle  linéaire  (i)  au  moyen  des  n  intégrales  particulières 
distinctes j{i  y2,  .  .  ',y~n- 

Si  l'on  substitue,  en  effet,  ces  n  intégrales  successivement  dans 
l'équation  (i),  on  obtient,  pour  déterminer  les  n  inconnues  —•> 


a. 2 


-;  les  n  équations 


n0  ,      al       i    ,  ,     an—\      (;,-i)  [«) 

14  n.  t(  n.  CI  17. 


f?    y    _J_    fi    y'     _J_  _L    !Î»=I    yUl-l)-.__   yW 

a„  a„  a„ 


îly     _L    fi   y'    _1_  _L    ^Lli    r(«-D—  _  rf») 
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d'où  l'on  tire,  en  conservant  les  notations  du  n°  878, 


-  R  -£  =T1Vrl  +T(,V.")  +  •  •  •  +  TW- 
Remarquons  que,  pour  k  =  /i  —  i .  cette  formule  devient 

n    g"-'    -yO»-i)vW    ,    v(.-î-i)  v(")_i_  _r_  -vfn-l-)  „W 

A*-  '    -1-  1  J  \       ~t~   A  2  /  2      "I-  •   •   •  ~T-   -1  ;i  J  71    > 

c'est-à-dire  [880,  (ri)] 

—  R-^— 1=DXR,      d'où      -ï-±= -£-. 

Réciproquement,  étant  donné  le  coefficient—"—-?  on  en  déduit 

R=:Ce    J      ""  . 

Exemple.  —  Former  une  équation  différentielle  linéaire   qui 
admette  les  intégrales  particulières 


On  tire  de  là 


d'où 


j\  —  e*>     J  2  =  >  i 
JÎ  =  e3!»     j'2  — °' 


i  «^ 


e     -^  ,  ,  a,        \  e*  a:  \  #  e     o 

=  ex  i  —  ar  ,    —  R  —  =  =  —  ,re^,     —  R  —  = 

ex   i  aa  e*  o  "2         e*   i 


L'équation  cherchée  sera  donc 

y  —  xf  -f- •  (a?  —  r)  j"  =  o. 


§   II. 

INTÉGRATION    DES    ÉQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES    LINÉAIRES 

SANS    SECOND    MEMBRE   A    COEFFICIENTS    CONSTANTS,    ET   DES   ÉQUATIONS 

QUI    SE    RAMÈNENT    A    CELLES-LA. 

889.  Si,  dans  la  transformation  du  n°  881,  on  remplace^  par 
une  exponentielle  erx,  où  r  désigne  une  constante  indéterminée, 
alors  D'*..erx  =zrn.erx,  de  sorte  que  l'opération  D".  équivaut  à  une 
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multiplication  par  rn,  et,  par  suite,  l'opération  o(Dx)  à  une  multi- 
plication par  le  polynôme  <y (r).  Donc,  par  la  substitution 

y  ■=.  zerx, 
l'équation  différentielle  homogène 

(0  ?{vx)y  =  o 

deviendra 

ce  que  l'on  peut  représenter,  sous  une  forme  abrégée,  par 

er*f[r -+-  Dx)z=o. 
Si  l'équation 

(3)  ?{r)=o 

admet  une  racine  constante  ;•,,  l'équation  (2)  sera  évidemment  vé- 
rifiée par  la  supposition  D^z-o,  z  =  C,  et,  par  suite,  l'équa- 
tion (1)  admettra  l'intégrale  particulière 

Ainsi,  lorsque  l'équation  (3)  admet  plusieurs  racines  constantes 
différentes  r,,  7'2,  ••-,  on  obtiendra,  pour  l'équation  différen- 
tielle (1),  autant  d'intégrales  particulières  distinctes 

Exemple.  —  Si  l'on  propose  l'équation  différentielle 

y  —  xf-h  (x  —  i)y"=o, 
l'équation  çp(/')  ==  o,  qui  lui  correspond,  sera 

1  — ■  xr  +  (.r  —  1)  r-  =  o, 

d'où  l'on  tire  les  racines  /'.  =  1,  r2  =  •   La  racine  7',   étant 

x  —  1 

constante,  on  en  conclut  que  l'équation  proposée  admet  l'intégrale 
particulière yK  =  ex,  à  l'aide  de  laquelle  on  abaissera  [881]  l'équa- 
tion proposée  au  premier  ordre. 
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890.  En  ayant  égard  à  l'équation  (3),  et  posant  T)xz  ==  s,  l'équa- 
tion (2)  prendra  la  forme 

(4)  z(DjSzz(è„  +  &1D,+  ...  +  J„_1Drl]^  =  o, 

et,  si  l'on  fait  maintenant  s  =  ePxw,  cette  équation  deviendra 

(5)     ^[xW  +  ^Dx+...+  ^!MDr],=„. 

Lorsque  l'équation 

(6)  x(p)=o 

admet  une  racine  constante  p^  l'équation  (5)  sera  vérifiée  par 
w  =  C,  et  l'équation  (4)  par  s  =  G'ePix.  Donc  l'équation  pro- 
posée (1)  sera  vérifiée  par  j  =  C'e(''i+/'i)T,  c'est-à-dire  pour 
/•=z/'j  -)- pK  et  z  —  C.  Il  faut  donc  que  l'on  ait  op  (/%  -\-p\)  =0, 
et,  par  suite,  que  /',  -h  p\  =  r2  soit  une  seconde  racine  de  l'équa- 
tion (3). 

Réciproquement,  si  7'(  et  7'2  sont  deux  racines  constantes  de 
l'équation  (3),  pt  =  r2 —  r\  devra  être  une  racine  de  l'équation  (6), 
et,  par  suite,  e('°-_/^x  une  solution  de  l'équation  (5). 

En  continuant  ainsi ,  on  abaissera  successivement  l'ordre  de 
l'équation  (1)  jusquà  ce  que  l'on  ait  épuisé  toutes  les  racines  con- 
stantes de  l'équation  cp(r)  —  o. 

Nous  supposons  ici  que  ces  racines  r{,  /'2,  . . .  soient  des  racines 
simples.  Nous  traiterons  plus  loin  le  cas  où  ces  racines  seraient 
multiples. 

891.  Si  l'équation  (1)  est  à  coefficients  constants,  c'est-à-dire  si 

JL,  _L,  ...,  _^zi  sont  des  constantes,  alors  l'équation  (3)  aura 
(ln    a  h  an 

n  racines  constantes  rt,  i\,  ...,  r/n  et,  si  ces  n  racines  sont  iné- 
gales, il  en  résultera  n  intégrales  particulières  distinctes 

jt  =  erix,     j%  —  er*x,      .  .  . ,     yn  —  er«x 

de  l'équation  proposée.  L'intégrale  générale  de  celle-ci  sera 
donc  [878] 

(  7  )  y  —  C!  e'\x  H-  C2 eV -f  .  .  .  4-  Cn  e'«r. 
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Il  est  aisé  de  s'assurer  que  les  intégrales  yy,  y2,  ...,jn  sont 
réellement  distinctes  quand  les  racines  rt,  r2,  ...,  rn  sont  iné- 
gales. Si  nous  formons,  en  effet,  les  équations  (4)  dun°  878,  elles 
deviennent 

y         =d  e'\x        +  .  .  .  +  Cn  er*x, 

y        =  r1Cler**    +....+  rttCBV-*, 


ou,    en    posant,    pour    plus    de    simplicité,     ^,  =  G,  erir, 
il         =fi        +•  •  ■  +  ?«, 


Le  déterminant  de  ces  équations 


-4-  r""1  - 


R 


/     iv—  r,    r 


,-"-1  7-"-1 


1M'3  '1 

X(r,->y 

x.. 


X    r„-r„. 


[130]  n'est  pas  nul,  puisque  aucun  de  ses  facteurs  ne  l'est.  Donc 
les  intégrales  particulières  en  question  sont  distinctes,  et  l'inté- 
grale générale  de  l'équation  est  bien  de  la  forme  (7). 

892.   Pour  obtenir  la  résolution  complète  des  équations   (8), 
considérons  la  fonction 


'{p)  =a0+alp 


anp 


a„   0  —  r,     p  —  i\ 


■iP 


et  formons  les  coefficients  du  quotient  de  la  division  de  cj>(jo)  par 
p —  7',  ordonné  suivant  les  puissances  de  p,  savoir 

fl[p)       =  «1  -+-  «2  P  H"  ■  •  •  ■+  an-\  P"-2  "r  an  P"~S 
'  i)         -  /z__|_  a3p  -+-.  .  .  +  r/rtp'1-2, 


?n[p)      =  an- 
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On  a,  comme  on  peut  s'en  assurer  en  multipliant  ces  égalités  res- 
pectivement par  i,  r,  . . .,,  r*-2,  rn~x ,  et  faisant  la  somme,  l'identité 


Si  l'on  donne  à  7'  successivement  les  valeurs  rt,  r»,  . ...  rn, 
s'annule,  et  Ion  a 


r1?i(p) -+-... +  /^ifn(p)  = 


a  —  r, 


h  (p)  +  rt  ft[p)  +  .  .  .  +  r;'-1  y„  (p)  =    T   '" 


,o  —  r< 


p     *  « 

Si  l'on  ajoute  maintenant  ces  égalités  après  les  avoir  multipliées 
respectivement  par  £,,  £2>  . . .,  \n,  et  que  l'on  pose 

j?i(p)  +/'?«(?)■  +  ••  •  +  J(""1)?«(p)=:r(p)î 

les  équations  (5)  donneront 

n?)  =  p(p)  (  -■—  +  -^ +-  ■  ■+  -^-V 

\P  —  '*!  P  —  ''2  P"  '•«/ 

d'où  l'on  tire 

F(P)  _      gi       [       g,        1  |        gw 

?(P)  P  — ''l  P  —  r1  "'         p  —  rn 

De  cette  identité  il  résulte  que  £<,  £2>  •  •  •  >  £«  sont  les  numérateurs 
des  fractions  simples  dans  lesquelles  se  décompose  la  fonction  ra- 
tionnelle ^4-  On  a  donc  [4121 

E_Ffa)  E   _FK) 

valeurs  finies  et  déterminées,  quand  les  racines  r4,  z'2,  . . .,  rn  sont 
inégales. 

893.   Si  l'équation  (3)  a  des  racines  complexes,  l'intégrale  (7) 
peut  se  ramener  à  la  forme  réelle.  Considérons,  en  effet,  deux 
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racines  conjuguées 

rt  =  p  4-  qi,      r,  =p  —  qi. 

La  partie  de  l'intégrale  (4)  qui  dépend  de  ces  racines, 

C±erix-h  C2er*x, 

pourra  s'écrire  sous  la  forme 

(Ci  4-  Ci)ePxcosqx-f-  (Cj  —  C,)  ieP'smqx  =  eP*{C!  cospx  4-  C"  smpx), 

C  et  C"  désignant  de  nouvelles  constantes  arbitraires. 

Si  l'on  pose 

C  =  K  cosL,     C"  =  K  sin  L, 

cette  expression  deviendra 

KePx  cos(q.v  —  L), 
K  et  L  étant  encore  des  constantes  arbitraires. 
Exemple.  —  Soit  l'équation 

L'équation   en   ;■   correspondante,    a24~''2  =  o,    a  pour  racines 
/•i  =  ai  et  7'2  =  —  ai.  Par  suite,  l'intégrale  générale  sera 

y  =  C.ieax<-+-  Cte-axl=C  cosax  -h  C"  sin«.r  =  K  cos(«.r  —  L). 

894.  Si  l'équation  (3)  a  k  racines  égales  rv  =  r2  =  . . .  =  /'a, 
l'expression  (7)  aura  À"  de  ses  termes  qui  se  confondront  en  un  seul 
(Ci  4-  G2  H-. .  .4-  Ca)  e7"'^,  et  elle  ne  contiendra  plus  le  nombre  de 
constantes  nécessaire  pour  représenter  l'intégrale  générale. 

Mais,  dans  ce  cas,  la  valeur  7'  =  j\  fait  évanouir  la  fonction  cp(/') 
et  ses  k —  i  premières  dérivées,  et  l'équation  transformée  (2)  se 
réduit  à 

erlX\  t LU  _i_  ' ^  '.  n   4-. .  .4-  " — >-^  D"_/t    ?(*)=  o. 

L     kl       +(/£  +  i)!^'         +      «!         *    J 

Cette  éc[uation  est  vérifiée  [885]  par 

s(*/  =  o,     d'où    z  =  C  +  C',r  +  ...  +  C(i-1)^-1, 
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et,  par  suile,  la  racine  r,  correspond  à  l'intégrale 
y  =  (G  +  C'a;  +  ." .  .  -h  C(;—  ^.r*-1  )  er*x, 

qui  contient  le  même  nombre  de  constantes  arbitraires  et  équi- 
vaut au  même  nombre  d'intégrales  particulières  distinctes  que  le 
résultat  fourni  par  les  racines  rt,  7'2,  ...,  /*#,  si  elles  avaient  été 
inégales. 

895.  On  peut  encore  obtenir  une  autre  forme  remarquable  des 
intégrales  particulières  distinctes  fournies  par  une  racine  multiple 
de  l'équation  (3).  Si,  dans  le  premier  membre  de  l'équation  (i), 
on  fait  y  =  erx,  r  désignant  une  quantité  quelconque  indépen- 
dante de  x,  on  aura  identiquement 

En  différentiant  cette  identité  k —  i  fois  de  suite  par  rapport  à  r, 
il  viendra 

?[VX)%        =**(*  + Dr)y(r), 


:D.)^  =  ^(*  +  D,)M?(r). 


Si,  pour  r—r^  les  À"  fonctions  <p(/'),  9'(r)>  ••■»  9(*""^-r  s'éva- 
nouissent, on  voit  que  les  seconds  membres  de  toutes  ces  égalités 
se  réduiront  à  zéro,  et  par  suite,  l'équation  (i)  sera  vérifiée  non- 
seulement  par  la  valeur  yx  ==  er^x,  mais  encore  par  les  k —  i  pre- 
mières dérivées  de  la  valeur  erx  par  rapport  à  r,  dans  lesquelles  on 
fera  ensuite  7'=  ru  c'est-à-dire  que  l'on  aura,  pour  la  racine  r{, 
k  intégrales  particulières,  en  faisant  r  =  rx  dans  les  expressions 

ôy  d^~x  y 

J. .     f}lX  _      .      .y,  £],}  SC '       .      — -~      ryt/t 1   rtVX 

896.  On  peut  vérifier,  comme  au  n°  892,  que  les  intégrales 
particulières  obtenues  par  les  formules  précédentes,  dans  le  cas 
où  l'équation  (3)  a  des  racines  multiples,  sont  bien  réellement 
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distinctes  entre  elles,  et  arriver  de  même  à  la  résolution  des  équa- 
tions par  rapport  aux  constantes  arbitraires. 
Soit  7%  une  racine  A-uple.  Posons 

Çj  =  (C  .-+-  C'x  +  .  .  .  +  C^-1)^-1  )  e^x  =  XerrT, 
d'où 

-~  =  e'\x  (/'!  H-  Bx  )  X  =  rx  Ç,  4-  Ç2 , 

-  .  „         rfX 

en  taisant  t2'=  — er'x; 


dx' 


'.  +  D,)*X=7-»Ç1+2r1Ç,+  Çï_, 


r>   •  „  <r/2X  ,      ,       i 

en  taisant  £3  =  -— -  e''"*;  et,  en  gênerai, 

-7A--1  x 

1!  —  <,r.x(„,    n.U-i- 


rf.r 


/t— 1 


erix{r-hD-cY--lX 


"T'W^i'z'V 


-■=  '-r'ï, +(",")  -r'5.+  !".•")  >'-%+.  • ,-+-  s*. 


ou 

rf*-1  X 

Çz,  =    T   .    ,  eri*  =/-(/?•  —  i  ) ...  i .  O'7'-1)  e'V"  ; 
dxu~l 

• ? 

Les  équations  (8)  seront  alors  remplacées  par  les  suivantes  : 

=  ?i  *  *  •  •  •  *  H-  £à'+i 

—  rjÇt    +         2  7-jÇ,         -h  Ç3  ...  *  -f-/|+J?x.+r 

^)=/riÇ1+P~IW»Ç,H-f*7I,)rf-»Ç>+....+  5*  +  >fcifc«- 


H.  —  Cours  de  Calcul  infin.,  II.  2o 
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Or,  en  différent) ant   successivement   l — i   fois  par  rapport  à  r 
l'identité  [892] 

r 

et  faisant  chaque  fois  r  =  rx,  il  vient,  à  cause  de 

o  =  f[ri)  =  ?'{ ri)=...=  f',i:-^[r1), 

p  —  iY 

I        ,    ,         2  ,    n  72  —  2     „_,  .    .    .     n  —  I 


7?«(p)+7ri-fs(p)+"-+— —  ri  3?«-i(p)+-^7-rT  V(p)  = 


(p) 

\95 


2.  I 


f    \  ("  ~~  2)  ("  ~~  3)     n     i  fi 


"^  T^  i     ?»  I  Pj  —  f  „ 


/"ï\,(p)+(/IV'1^(p)--+(r":Vrv(p)-  r/?) 


Multipliant  ces  égalités  respectivement  par  £0  £2,  ••■?  £/;-?  et  les 
ajoutant  aux  égalités  analogues,  multipliées  par  h:+\,  ■  ■  -,  il  vient, 
comme  au  n°  892, 

1  (p)  =  ?{p)[  ; — r  +  ?— rrrr2  +  •  •  •  +  n — rr* 


>"l  (P"rlj  IP  —  }'l)  P  —  '"A-+1 

d'où  L'on  conclut  encore  que  £,,  . ..,  £#,  £/f+i,  • ..  sont  les  numé- 
rateurs des  fractions  simples  résultant  de  la  décomposition  de  la 

fraction  — \~  • 

897.  On  peut  ramener  au  cas  d'une  équation  différentielle 
linéaire  à  coefficients  constants  certaines  équations  linéaires  à 
coefficients  variables,  telles  que  l'équation 

(9)  aoX  +  «1  (K  +  Px) /+  «2  (K  +  HV+  ■  •  •  +  «»(«  +  P*)*^  =  o, 

a,  |3,  a0,  ax,  ...,  an  étant  des  constantes.  Pour  cela,  nous  remar- 
querons que,  la  différentielle  de  a  H-  (3x  étant  constante  en  même 
temps  que  dx,  si  l'on  prend  a  +•  j3x  pour  nouvelle  variable  indé- 
pendante, en  posant 
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dkj  sera  le  même  dans  les  deux  systèmes  de  variables  [303],  de 
sorte  qu'on  aura 

J  d.xk        ^    rfÇ* 

Donc  l'équation  pourra  se  ramener  à  la  forme  plus  simple 

(10)  a^y  4-  a^xf-h  a2x2y"^-.  .  .  +  «„.r;jj  (a)  =  o, 

ou 

(n)  ?(^)/  =  o, 

(j>  étant  le  signe  d'une  fonction  rationnelle  et  entière. 

Changeons  maintenant  de  variable  indépendante,  en  posant 

x  =  ef,      d'où,     d.v  =  el  dt. 
On  en  tire  [875]  ' 

V*y  =  e-tDt[e-tT>tI)=e-t.^i{T>t-  i)  D,  y  =  e-»'[D,-  i)  BtI, 
T>ljr  =  e-tDt[e-v{T>t-i)T>tjr]  =  e-*t(Dt-*)[Dt-i)Dtjr, 

et  en  général,  en  adoptant  la   notation  j-     pour  désigner  la  fae- 
torielle 

r^  =  r(r —  i)  (r  —  i) .  .  .  (r —  «  -h  i), 

on  voit  aisément  que  l'on  aura 
ou 

Désignons  généralement  par  y~(r)  ce  que  devientda'fonction 
<}>(/')  lorsqu'on  y  remplace  les  puissances 

respectivement  par  les  factorielles 

ii  ii  |» 

r     =  r,      r,...,    r    . 

L'équation  proposée  deviendra 

(12)  ?    (Bt))'  =  o, 


28. 
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ou,  en  développant  les  factorielles,  et  posant  œ-(/')  =  (î)('')> 
(i3)  $(D,)j  =  o, 

équation  à  coefficients  constants,  comme  celles  que  nous  venons 
de  considérer  dans  les  numéros  précédents. 

Si  l'on  désigne  donc  par  7',,  7*2,  •  •  -,  rn  les  racines  de  l'équation 
<î>(7')  =  o,  supposées  inégales,  l'intégrale  générale  de  l'équation  (i3) 
ou  (11)  sera 

y  =  d  eV  +  .  .  .  +  C„  ernl  —  d  x'\  +  C2  xr*  +  .  .  .  4-  Cn  xr». 

Si  i\  est  une  racine  d'ordre  de  multiplicité  Je,  on  remplacera  les 
k  premiers  termes  de  cette  expression  par 

(C  +  C^  +  ...4-C^-1V'-1)e'-/  =  [C  +  C'logje+...4-C("-1)(log.r)^-1].r'-.. 

898.  On  aurait  pu  traiter  directement  l'équation  (n),  sans 
changer  de  variable  indépendante,  en  posant 

y  =  x  z, 
d'où 

D*  y  =  [rx'~-1  -h  xrBx)  z  =  xr(T--h  Dx\  z, 
Vxy=={r[1x''-*-i-'irx>--i-Dx-{-xrI>x)Z  =  xr  (/-  +D,j\ 

et,  en  général, 

D»y  =  x>-(l  +  D. 
\x 

en  désignant  par  (  — \-  Dx\  ce  que  devient  1  — h  Dx)  lorsqu'on 
y  remplace,  après  le  développement,  les  puissances  rk  de  r  par  les 
factorielles  correspondantes  1 — .  Par  conséquent, 

x"Dx-y  =  xr(r-hxDxfLz, 

la  puissance  symbolique  (r  +  xDx)~ devant  être  développée  avant 
que  l'on  exécute  les  opérations  de  différentiation. 
L'équation  (11)  devient,  d'après  cela, 

(l4)  ^(i'  +  xD^rrO, 
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et  elle  se  réduit  à  l'équation  <ï>(r)  =  o,  si  l'on  suppose  z  constant 
et  l'équation  <ï>(r)  —  o  susceptible  d'une  racine  constante,  comme 
cela  a  lieu  dans  le  cas  des  coefficients  a0,  a{,  . .  .,  an  constants. 

Dans  le  cas   des  racines  égales,  on  différentierait  par  rapport 
à  r,  comme  au  n°  895,  l'identité  résultant  de  la  substitution  y==  xr, 

ce  qui  donnerait 

dr 
?[xJ>x)-£.    =xr[logx  +  Dr)  *(r), 

<?(*VX)  ^J  =  *r(log*  H-  Dr)»*(r), 


Donc,  si  l'on  a 

o  =  $(;-!)  =  <ï>'(ri)=..  .±=*(^-1)(r1), 

l'équation  sera  vérifiée  par  les  valeurs  que  prennent,  pour  r~i\, 
la  fonction  j'  =  xr  et  ses  h —  i  premières  dérivées  par  rapport  à  r. 

899.  'Considérons  encore  l'équation  (i4)-  Remarquons  que  l'on 
peut  développer  la  fonction  y(r-\-xDx)  par  le  théorème  de  Taylor, 
comme  il  est  facile  de  le  voir  par  des  identités  algébriques.  On 
aura  ainsi 

?(r  +  .rD,)  =  ?(r)  +  ^xDx+-...+  ?-^J^D-     (1). 


En  y  changeant  les  puissances  de  r  en  factorielles,  et  désignant 

par  a>~(7')  ce  que  devient  cpW(r)  par  ce  changement,  l'équation  (i4) 
prendra  la  forme 

Si,  pour  r  —  r^ ,  on  a  à  la  fois 

10/       1  11/       V  IA-1,        N 


(l)  On  aurait  pu  se  servir,  au  n°  889,  de  la  formule  analogue  qui  donne  le  déve- 
loppement de  <p(r -t- Dx),  pour  obtenir  la  formule  (2)  de  ce  numéro. 
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alors  l'équation  sera  vérifiée  par 

D*a  =  o,     d'où     z '—  C  -+-  C'x  -f-  .  .  '.  4-  C^-1)^-1 , 

et,  par  suite,  la  racine  V\  donnera  les  k  intégrales  particulières  en 
progression  géométrique 


x 


,\+''-1. 


On  aura  en  même  temps  l'équation  en  zw  d'ordre  n  —  k,  à  la- 
quelle s'abaisse  l'équation  proposée, 


S(*): 


V  Vit    \         \è±1i    \  \^i  \  1 

f  r5)       ?    (ri>  -f-  ! LZjJ  XT)    4.        +  ?_iZJ  *»-*d*-* 

1      j     L     /c!  (*  +  i)I        x  ^  ni  * 

laquelle  est  toujours  de  même  forme  que  la  proposée. 

900.  Exemples.  —  I.   Soit  l'équation 

—  2 1  oj  +  goxj'  —  iSx^j"  -r-  x%  y'"  —  o. 
On  aura 

y    (rj  = —  210  -t-  go/'  —  ior    4-  r    — —  210 -4- 107 7' —  ior  -)-r\ 

Il  |2 

y- (r)  =  go  —  3o7*-f-  3r_  =  90  —  33 r  -j-  3r2, 

1       12 

m  "  (r)  —  —  i5  H--  3r, 

1.2' 

1  13  ,    , 


1.2.3 


L'équation  <p    (r)  =  o  admet  la  racine  r=5,   qui   annule   aussi 
<p~(/')  et  ffi-^').  L'équation  (i4)  se  réduit  donc  à 

B%z  =  o,     d'où     z=:C  +  C^  +  C".r2, 

et,  par  suite,  l'intégrale  générale  de  la  proposée  est 

j  —  C.r54-  Cxs-+-  ÇJ'.tP. 

Si  l'on  avait  pris,  parmi  les  racines  de  ^    (/')  =  o,  la  racine 
r  =  6,  qui  annule  aussi  cf>-(7-),  l'équation  (i5)  serait  devenue 

(3  +  a?Da.)*"  =  o, 

d'où 

x*z"  =  const., 
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et  par  suite 

ce  qui  aurait  encore  donné  la  même  valeur  de  y. 
II.   Soit  encore  l'équation 

2(1  —  x]  y  +  (.r2  —  2)  y'  -f-  x  (2  —  x)  y"  =  o, 
que  l'on  peut  écrire  sous  la  forme 

,               N               x-  —  1                    2  —  x 
2  (  I  —  x) .  y  H •  xy'  H- .  x% y"  ~  o . 

On  a  ici 

?    (/■):=  2(1  —  .*)  H —-r-h——r 

=  —  \ix(i  —  x)  —  (l->-x  —  x2  )  r  -+-  1'  2  —  j?)  r~  1  ; 
.r 

l'équation  cp~( 7")  =  o  admettant  la  racine  constante  r  =  2,  nous 
poserons^  =  x2  2.  On  a  maintenant 

11",    ,        x1  —  2         2  (2  —  .r  )  l       12  ,    ,         2  —  ■  .r 

y       r    = 1 r,       ?     (r)  = , 

.r  ^  1.2  .r 

d'où  l'équation  transformée 

T6  —  bac  -\-  x%      _         2  —  r     „„ „~| 

|— L -p,+  —  •*■«]., 


O  ~  # 

ou 


<7z'         6  —  4  ■£  H-  #" 

dx  =  o, 


2  2.r  —  ,r- 

laquelle  donne 

et  par  suite 

y  =  Cex-hC'x2 
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III. 


PASSAGE    DES    ÉQUATIONS    LINÉAIRES    SANS    SECOND    MEMBRE 
AUX    ÉQUATIONS    LINÉAIRES    COMPLÈTES. 

901.  Nous  avons  démontré  [884]  que  l'intégrale  générale  d'une 
équation  différentielle  linéaire  complète 

s'obtient  en  ajoutant  à  l'intégrale  générale  j^  de  l'équation  ho- 
mogène 

(2)  ?(D*)j(<»z=o 

une  intégrale  particulière  quelconque  Y  de  l'équation  (1).  Il  s'agit 
de  trouver  les  moyens  d'obtenir  cette  intégrale  particulière. 

Remarquons  d'abord  que,  si  le  second  membre  X  se  décompose 
en  plusieurs  parties,  de  sorte  que  l'on  ait  X—  X4  -j-  X2-h  •  •  -,  on 
obtiendra  une  intégrale  particulière  de  l'équation  (1)  en  faisant 
la  somme  Y  =  .  Y1  -h  Y2  4-  .  •  •  des  intégrales  particulières  Y,, 
Y2,  ...  des  équations 

y(D;e)T1  =  X1,      y(Da.)Y2  =  X1,      .... 

On  pourra  ainsi,  dans  plusieurs  cas,  simplifier  le  problème  par  la 
décomposition  du  second  membre  en  plusieurs  termes. 

Examinons  d'abord  plusieurs  cas  particuliers  importants,  dans 
lesquels  la  détermination  de  l'intégrale  particulière  peut  se  faire 
par  des  moyens  plus  simples  que  les  méthodes  générales. 

902.  Supposons  que  l'équation  proposée  soit  à  coefficients 
constants,  et  que  le  second  membre  X  contienne  un  terme  de  la 
forme  a.eXx,  a  et  X  étant  des  constantes.  En  posant  y  =  zerx, 
l'équation  à  laquelle  il  s'agit  de  satisfaire  sera 


:D,)[«-)  =  ^-[rW+^D.  +  ...+  î!^lDs].=  « 


,)..!■ 


Si  çp(À)  n'est  pas  nul,  il  est  clair  que  cette  équation  sera  vérifiée 

en  posant 

D^  z  =  o,     r  =  À,     et     y(/).s  =  «. 
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Donc  on  aura  l'intégrale  particulière 

Y  —      a     P\x 

Mais,  si  A  est  une  racine  À-uple  de  l'équation  9(7')  =  o,  c'est- 
à-dire  si  le  second  membre  est  une  intégrale  particulière  d'ordre  k 
de  l'équation  (2),  alors,  ç(X),  ç'(X),  .  ..,  y(*-0  (X)  étant  nuls,  on 
pourra  supposer  D*  £  constant,  avec  7'  —  X,  d'où 

En  intégrant  À"  fois,  et  supprimant  les  constantes  arbitraires  qui  se 
retrouvent  dans  l'expression  de  l'intégrale  générale  j  l0),  on  aura 

d'où 

Y  — Ax 

903.  Si  le  second  membre  est  de  la  forme  a  s°„(|3.r  -h  y),  on 
le  décomposera  en  termes  de  la  forme  hér$xi,  et  l'on  sera  ramené 
au  cas  précédent. 

Ou  encore,  ce  qui  revient  au  même,  on  fera,  dans  l'équa- 
tion (1), 

Y  =  p  cos  (  |3.r  -+-  y  )  -+-  q  sin  (  fix  -+-  y  ) , 

et  l'on  calculera  les  coefficients  indéterminés  p  et  q  en  identifiant 
les  deux  membres.  Remarquons  que,  si  le  second  membre  se  com- 
pose d'un  seul  terme,  a  cos([3.r  -f-  y)  par  exemple,  et  que  tous 
les  termes  du  polynôme  y(Dx)  soient  de  même  parité,  on  pourra 
poser  simplement  y  =  p  cos ((3 x  -+-  y)  si  ces  termes  sont  d'ordre 
pair,  et  y  =  q  sin([3x  -+-  y)  s'ils  sont  d'ordre  impair. 

Si  ±j3i  était  racine  de  l'équation  9(7*)  =  0,  de  l'ordre  de 
multiplicité  k,  on  remplacerait/?  et  q  par  pxk,  qxk.  Ainsi,  si  l'on 

donne  l'équation 

y  +  iy"  ■+-  jIV  —  cos.r, 

on  posera  y  ■=■  px%  cosx,  et  l'on  trouvera 

p  =  — -j'      d'où     Y  = — -x^cos-r. 

b  o 
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904.  De  même,  étant  donnée  l'équation 

si  X  est  composé  de  termes  de  la  forme  ocxx,  on  posera  y  =-  zxr, 
d'où 

U-t  \ 


^[i 


si  ©    (X)  n'est  pas  nul,  on  prendra  r  =  ).,  z  constant,  d'où 


P(V 


Si  çp    (X)  est  nul,  en  faisant  ©    (j')  =  $(r)  et  x  =  e{,  l'équation 
deviendra 

ert\  *[r]  + 


r*r$(r)_t_îï^iDtf+..  1 


et,  si  X  est  racine  À-uple  de  $(/*)  =  o,  on  trouvera,  comme  pré- 
cédemment, 

.    s  =  *w[Tj'   d'où  Y=^yfr)(l0^)^- 

903.  Si  le  second  membre  est  un  polynôme  en  x  à  exposants 
entiers,  et  que  l'équation  ait  pour  coefficients  des  fonctions  entières 
de  x,  on  substituera  à  y  un  polynôme  à  coefficients  indéterminés 
et  de  degré  assez  élevé  pour  que  le  nombre  des  coefficients  suffise 
à  l'identification  des  deux  membres. 

Ainsi,  si  les  coefficients  a0,  ci{,  . . .,  an  sont  constants,  et  a0  ^o, 

X  étant  de  la  forme 

«0  +  «j  x  -+- .  .  .  -!-  «x  xx, 

on  posera 

Y  =  A0  -+-  At  x  -+- .  .  .  4-  A^  .r\ 
d'où 


?  (  D*  )  Y  =  V  app    Ap  -h  .r  V  (p  +  i)    ap  Ap+1  -4-  .  .  . 
p  p 

0  0 

+«x2  (/'+i)"flj»Aji+ii 

0 

ce  qui  donne,  en  identifiant  avec  le  second  membre,  et  remarquant 
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que  A^  =  o  pour  p  ^>  A, 


«o      =«0Ao      -t~  A    «i  Ax  -4-  .  .  .  -+-  À    <?>.  Ai, 

d'où  l'on  tire  successivement  A7,  Av_.,,  . . .,  A0. 

Si  les  k  premiers  coefficients  a0,  a{,  ...,  <2^_j  sont  nuls,  on 
prendra  pour  Y  un  polynôme  de  degré  X  -h  k,  et  l'on  trouvera  les 
équations 

«x-i  —  (  A  -+-  X-  —  i  )    a,.  Ax+/,_,  -!-  (  À  -+-  /c  )  '       Aî.+a, 


«0     =  a    ak  Ak  4-  (  A  H-  i  )        tf/,+1  AA.+1  4- .  •  •  -f-  (  >.  -+-  k  )        ax+Je  Aw,, 

les  coefficients  A0,  ...,  A#_t  pouvant  être  pris  à  volonté,  par 
exemple  égaux  à  zéro. 

Si  X  contient  des  exposants  non  entiers,  par  exemple  s'il  y  a 
un  terme  de  la  forme  ax1,  A  étant  fractionnaire  ou  incommensu- 
rable, on  posera  y  =  xx  X  un  polynôme  entier,  et  l'on  opérera 
comme  précédemment. 

906.  On  peut  ainsi,  dans  certains  cas,  trouver  une  intégrale 
particulière  de  l'équation  (i),  lors  même  qu'on  ne  saurait  pas 
trouver  l'intégrale  générale  de  l'équation  (2).  Soit,  par  exemple, 
l'équation 

2  y  -+-  (  5  -f-  x)  j'  +  xy"  —  i  -f-  x~. 

En  posant  j'  —  A0-f-  Atx  -h  A2  x2-\~. . .,  et  substituant  cette  valeur 
dans  l'équation,  on  trouve,  par  l'identification  des  termes  affectés 
des  mêmes  puissances  de  x  dans  les  deux  membres,  les  équations 
de  condition 

2A0-|- 5Aj  =  i,     3Ai  -f-  12A9  =  o,     ^k%  —  \, 
les  coefficients  A3,  A4,  . . .  étant  nuls.  On  en  tire 

A0=3,      A,  =  —  t,      A,  =  |,      d'où      r=  3  —  ar  +  yx%. 

4  4 
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907.  Dans  les  cas  où  ces  méthodes  particulières  ne  sont  pas 
applicables,  on  a  recours  à  des  méthodes  générales,  au  moyen 
desquelles  on  peut,  par  de  simples  quadratures,  déduire  de  l'in- 
tégrale générale  de  l'équation  privée  de  second  membre  une  inté- 
grale particulière  de  l'équation  complète. 

I.  Méthode  de  d ' Alembert.  —  Nous  avons  vu  [881]  que. 
étant  donnée  l'équation 

(i)  y(Dar)r=x, 

on  peut,  au  moyen  de  k  intégrales  particulières  de  l'équation 

(2)  ?(Dx)y  =  o, 

abaisser  l'ordre  de  l'équation  (1)  de  k  unités.  Si  l'on  connaît  l'in- 
tégrale générale  de  l'équation  (2),  c'est-à-dire  si  l'on  connaît  les 
n  intégrales  particulières  distinctes  qui  la  composent,  on  pourra 
donc  abaisser  l'équation  (1)  au  degré  zéro,  c'est-à-dire  l'intégrer 
complètement. 

Il  suffira  même  de  connaître  n  —  1  intégrales  particulières  dis- 
tinctes de  l'équation  (1);  car  on  pourra  alors  abaisser  son  ordre  à 
l'unité  et  la  ramener  à  une  équation  de  la  forme 

(h0-i-k1T>x)<v  =  X, 
équation  linéaire  du  premier  ordre  que  nous  savons  intégrer  [821]. 
Exemple.  —  Soit  l'équation 

L'équation  sans  second  membre  correspondante  sera 

Cl} y  -\-y"  =  0, 

laquelle  admet  pour  intégrales  particulières  [893] 

yx  =  cosa.r,     y*  =  sin#.r. 

Posons  [883] 

y  =  cosax.  Jsdx, 

d'où 

y'  =  —  a   smax.  fsdx  ■+-  cosax.s, 

y"  ■—  —  a?cosax .  Jsdx  —  o.asmax  .s  -i-  cosax .s' . 
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L'équation  deviendra 

—  la  sina.r .s  -h  cosax  .s'  ==.  X. 

De  l'intégrale  particulière y2  on  peut  maintenant  tirer  une  inté- 
grale particulière  de  l'équation  sans  second  membre 

—  la  sin a x . s  -+-  cos a x . s'  =  o, 

savoir 

y9  a 

st  —  Dx  ^^  =  Dx  timgax  = —  • 

j\  cos^ax 

On  posera  alors 

a         p    7  „   ,        ,  a 

s  =  — /  tdx,      d  ou     s  =  .  .  .  -t-  — t, 

cos^ax  u  cos^ax 

a  i 

— - —  *=:X,      t——  "X.  cosax, 
cos~ax  a 

s  ■=. - f  X  cos  a  x  dx, 

cos-  ax" 


y  —  COS 


r   dx    .  r 

a  x  I    — /  X  cos  a  x  dx 

J   cos^ax^ 


timgax                                 r 
=  cos«.r  I  J  jLcosaxax J  smax .Xrfr 

=  Cj  sin«a '-hC2  cosa.r-1 (sin#,r/'X  cosa.rrZj:  —  cosaxfX  sinaxdx) 


908.  II.   Méthode  de  Lagrange,  ou  méthode  de  la  variation 
des  constantes  arbitraires.  —  Représentons  par 

(3)  u  =  2C^/,     (1  =  1,2,  .  .  .,  n) 

l'intégrale  générale  de  l'équation  (2),  et  proposons-nous  de  repré- 
senter l'intégrale  générale  de  l'équation  (1)  par  une  expression  de 
même  forme,  en  y  remplaçant  seulement  les  constantes  Q  par  des 
fonctions  ui  de  x,  convenablement  choisies.  L'expression  ainsi 
obtenue, 

(4)  y  —  lurc,h 

renferme  n  fonctions  indéterminées  ut,  u2,  .  .  .,  uH,  assujetties  à 
la  seule  condition  que  cette  expression  (4)  satisfasse  à  l'équa- 
tion (1).  On  pourra  donc  soumettre  ces  n  fonctions  à  n  —  1  autres 
conditions  arbitraires,  qu'il  conviendra  de  choisir  de  manière  à 
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simplifier  autant  que  possible  les  calculs.  Pour  cela,  on  fera  en 
sorte  que  non-seulement  r,  mais  encore  ses  n —  i  premières  déri- 
vées soient  de  même  forme  que  si  uK ,  . . .,  un  étaient  des  constantes. 
Les  n  —  i  conditions  en  question  s'obtiendront  alors  en  égalant  à 
zéro  les  parties  des  dérivées  y',  y",  •  •  •>  y(-n~y'i  qui  proviendraient 
de  la  variation  de  ut,  u2,  •  •  -,  un.  On  aura,  de  cette  manière,  les 
deux  systèmes  d'équations 


/ 
1 

y 

—  2  ut 

Vi, 

y 

=  2  U  j 

Vi  , 

1 

y" 

=  ~L  ut 

v"i, 

[  J 

n 

-1) 

—  2  ut 

vr 

-1) 

\y 

n 

) 

o 

0 

—  2ut 

— -  2  u 

—  2  u 

vf] 

Vi-, 

1 

v£, 

-\~ 

2 

u'i 

v? 

0 

=:!«' 

vf 

-2) 

En   substituant  les  valeurs    (5)   dans  l'équation  (i),  et   ayant 
égard  à  ce  que  les  m  satisfont  à  l'équation  (a),  il  vient 

(7)  2ii^M  =  X. 

et  cette  dernière  équation,  jointe  aux  équations  (6),  déterminera 
pour  u\,  n,,  .  .  . ,  u'n  des  valeurs  finies,  puisque  le  déterminant 


R 


de  ces  équations  n'est  pas  nul,  la  valeur  (3)  étant  supposée  l'in- 
tégrale générale  de  l'équation  (2)  [878]. 

_    .     . ,  .  .  dR       , 

Si  l'on  désigne  par  R;  le  déterminant  mineur      ln_l)i  les  equa- 

uni 

tions  (6)  et  (7)  donneront 


Vi 

V-2 

.    .          T, 

r,\ 

v'z 

(]' 

<-n 

vf 

-1) 

■     v\ 
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Donc  l'intégrale  générale  de  l'équation  (i)  sera 


J'  = 


2 Ci  Tii + 2 Tdi  /  r  x  ^ 


et  l'on  reconnaît  immédiatement  qu'elle  est  de  la  forme  (3)  du 
n°  884. 

Exemples.  — T.  Nous  avons  déjà  vu  [822]  l'application  de  cette 
méthode  au  cas  particulier  de  l'équation  linéaire  du  premier  ordre. 

II.  Prenons  le  cas  de  l'équation  à  coefficients  constants;  en  nous 
reportant  aux  notations  précédentes,  on  voit  que,  si  l'équation  en  r 
a  ses  racines  inégales,  le  système  des  équations  (6)  et  (7)  ne 
sera  autre  chose  que  ce  que  deviennent  les  équations  (8)  dun°  891 
lorsqu'on  y  remplace  respectivement 

par 

erix  u\,  er*xu2,  ...,  ernx  un,    0,0,    ...,    X. 

On  aura  alors 

F(p)  =  X,      d'où     e'\  x  ut  =  -f- — -  • 


? 
L'intégrale  générale  de  l'équation  (1)  sera  donc 

S'il  y  a  une  racine  double,  i\  =  r2,  soient  ai}  dx  les  numérateurs 

des  fractions   simples  provenant  de  la  décomposition  de  — — -  et 

?{p) 
ayant  pour   dénominateurs  p —  rt    et   (p —  7*i)2-    On    trouvera, 

comme  au  n°  896, 

(  u^  -h  u'a  x )  eri x  =  «iX,      u'  erix  =  d  X, 
d'où 

«'.,=  a'lc~rixX,      ^\  =  («j  —  a't  x)  e~'rix'X.. 

On  verra  de   même,   quel  que   soit  le  degré   de  multiplicité  des 
racines,  que  le  calcul  se  ramènera   toujours  à  la  décomposition 

de  — - -r  en  fractions  simples. 
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909.    Si  l'on  connaît  seulement  k  intégrales  particulières   rM, 
7j2,  .  .  . ,  yj*  de  l'équation  (2),  posons  alors 

luiiii,      {i  —  i,  2,  .  .  .,  /■). 


y 


On  a  ici  k  fonctions  inconnues,  devant  satisfaire  à  une  seule  condi- 
tion donnée,  l'équation  (1),  et  entre  lesquelles  on  pourra,  par 
conséquent,  établir  k  —  1  relations  arbitraires,  que  l'on  choisira 
comme  ci-dessus,  en  exprimant  que  les  k —  1  premières  dérivées 
de  y  conservent  la  même  forme  que  si  ux,  z<2,  .  .  .  ,11^  étaient  des 
constantes.  On  aura  ainsi 

y  =  2  «/-/!-, 

y'—lu^!: , 

y"~  2  uro'i , 


r{k) 


2a„f'  +  2«>f-", 


x('^)  =  2urcl^i)^-i2ui-nt)^-2uL^rl\ 
1 

j(«)  =  2«t-<">  -h  (*-/■  +  i)12«>{-'|-1)h-...-+-2«^-*+1,^-1), 

.0  =  2  Ut  1)i, 

1  o  =2  «.m,, 


!     0=2.8,»}' 


tfc-2) 


En   substituant   les  valeurs   (9)   dans  l'équation   (1),  et  ayant 
égard  à  l'équation  (2),  à  laquelle  satisfont  les  m,  il  vient 

|  2  [ak  ,{*-"  +  2^,+I  ,f  +  ...+  („_*  +  ,),  «.^-"K 


2[ak+1^~l) 


Si  l'on  fait  maintenant 


R 


»i 


V32 

r 
ÏJ, 


<*"»        •/3(/'-1' 


Pi 


*?A 
«A 


«A"1' 


P* 


dR 
R,.=  _, 

Ope 
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la  résolution  des  équations  (10)  donnera 

r7  =  ïï;  =  "  '  =  R^  =  "' 

v  désignant  la  valeur  commune  inconnue  de  ces  rapports  égaux. 
Substituant  les  valeurs  R/t>  des  quantités  ui  dans  l'équation  (n), 
cette  équation  se  changera  en  une  équation  linéaire  en  v  d'ordre 
n —  k  et  de  même  type  que  l'équation  (i).  Si  l'on  intègre  complè- 
tement cette  équation,  on  aura  alors 

u{  =  J  Rj  v  d.r,       .  .  .  ,      iij.  =y  R/t.  v  dx, 
d'où 

y  =  rn  f  Ri  (<  (/.r  +  ...+  O/cJ'R-k*'  d-r- 

910.  III.  Méthode  de  Caucliy.  —  Déterminons  les  constantes 
arbitraires  C|,  C2,  .  .  . ,  Gn  que  renferme  l'intégrale  générale  yj  de 
l'équation  sans  second  membre  (2),  de  manière  que,  pour  x  =  a, 
on  ait  les  équations 

(12)  ï?=0,      ïj'=0,       ...,      v(*-i)=o,      y(H-V  =/(«), 

y  (a)  étant  ce  que  devient  X=y*(.r)  lorsqu'on  y  remplace  x  par 
une  variable  a,  indépendante  de  x.  On  obtiendra  ainsi  pour  Cl? 
.  .  . ,  Cn  des  valeurs  en  fonction  de  a,  et  l'on  peut  remarquer  que, 
les  équations  (12)  ne  différant  du  système  des  équations  (6)  et  (7) 
que  par  le  changement  de  x  en  a,  les  valeurs  de  C| ,  .  .  . ,  Cn  seront 
les  mêmes  que  celles  que  l'on  a  obtenues  pour  u'1}  .  .  . ,  un,  dans  le 
n°  908,  au  changement  près  de  x  en  a. 

Substituant  pour  C|,  ...,Cn  ces  valeurs  dans  l'expression  de 
l'intégrale  générale  m,  on  obtiendra  une  intégrale  particulière  r,a 
de  l'équation  (2),  laquelle  intégrale  sera  une  fonction  des  deux 
variables  indépendantes  x  et  a.  Cela  posé,  je  dis  que 

rx 


fx 


sera  une  intégrale  particulière  de  l'équation  (1). 

En  effet,  par  la  règle  de  la  différentiation  sous  le  signe/  [470], 
on  a 


dY_     Çx  (h 
âx  ~  Jo     ÔJ 


de/.  +  Ua)a=x, 


H.  —  Cours  de  Cale,  i/ifi/i.,  II.  2Q 
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(ya)a=x  désignant  ce  que  devient  r,a  lorsqu'on  y  fait  a.  =x.  Or  cette 
valeur  est  nulle,  d'après  la  première  des  équations  (12),  qui  ex- 
prime que  ma  est  nul  pour  x  =  oc,  quel  que  soit  a,  et  par  suite  aussi 
lorsque,  après  avoir  fait  a:  =  ce,  on  y  remplace  partout  oc  para:.  Donc 


dY 
àx 


■        Jo      °x 


On  trouverait  de  même,  en  vertu  des  autres  conditions  (12 


d2Y 
d  x1 


:   / av.,       ....       — =   I        —  • av., 

J0      dx*  '       dx*->        J0       dx-' 


— — ■  =   /       — •  du.  -+-  /  (x  . 

dx'1      J0     dx"  J  l    ; 

En  substituant  dans  le  premier  membre  de  l'équation  (1)  ces 
valeurs  de  Y  et  de  ses  dérivées,  on  trouve 


f( 


d'ia.  dnr,a\  .    , 


Or  la  quantité  entre  parenthèses  s'évanouit  identiquement,  puisque 
-/}„  est  une  intégrale  particulière  de  l'équation  (2).  Donc  ce  pre- 
mier membre  se  réduit  kfi^x),  et,  par  suite,  la  valeur  (i3)  satisfait 
à  l'équation  (1),  dont  l'intégrale  générale  sera  alors 


J 


911.  Appliquons  cette  méthode  à  l'équation  à  coefficients  con- 
stants, dans  le  cas  des  racines  inégales.  On  peut  mettre  son  inté- 
grale générale  sous  la  forme 

■a  =  d  e'\(x-aî  +  .  .  .  +  Cner»lx-*\ 

et  alors  les  équations  (19)  deviendront 

Ci  -+-  .  . .  -+-         Cn  =  o, 
r,  C1+...+  rn      Cn  =  o, 

? 

rr2C1+  ...  +rr2C„  =  o, 
/•r1^  -h...  +r'!rlCn  =/(«), 
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d'où  l'on  tirera,  comme  ci-dessus, 


Cz- 
Donc 


/Y«) 


et,  par  suite, 


T  —  y-77-T  /     e"-iafU)  du, 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 


enx     nx 

Y=>   — — -N    1     e-'^Xdx, 
**    ?'[>ï)Jo 


ce  qui  donne  la  même  valeur  dey  qu'au  n°  908. 

En  général,  il  est  aisé  de  voir  que  la  méthode  de  Cauchy  ne 
diffère  de  celle  de  Lagrange  que  par  l'exposition,  et  qu'elle  conduit 
aux  mêmes  calculs. 

Considérons,  par  exemple,  l'équation 

a\y  +  y"  =  K=f{x). 

L'intégrale  générale  de  l'équation  sans  second  membre  correspon- 
dante peut  s'écrire  ainsi  : 

■ft  =  Ct  cos«  (,r  —  a)  -+-  C2  sin«  [x  —  « ). 
Les  équations  (12)  deviennent  donc 

Cj  =  o,     aC,=/(«), 
d'où 

/(«)   •      ,  * 

î/„  =  — Sltlrt  (  X  —  «    , 

et,  par  suite, 

Y  =  -    !     /(a)  sinar  (.r —  a)  d«, 
J  o 

ou,  en  développant, 

cosa.r  T-r       .  siritf.r;  Z1* 

Y  = /      X  snirt.r  «,r  +  I     X  cosr/.r  </.«:, 

"      Jo  «      J0 

comme  au  n°  907. 

29. 
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Si  l'on  suppose,  en  particulier,  X  =  sin(gvr  -f-  h),  on  aura 

i  rx . 

Y  =  -    I     sin  (  gv.  -f-  h  )  sin  a[  x —  a  )  dv. 

i    rx 

=  —    f      |  cos[(g-  +  «)«+/)-  ax]  —  cos[(g  —  a) a -h  h  -h  ax]\dv. 

J_  Vs\n[gx  -f-  h)  -+-  sin(a.r  —  h  )         sin  [gx  H-  h)  —  sin  [et  x  -f-  h  )1 

la  L  a  +  g  a  —  g  J 

i  .    ,  ,  >  ffcos/i         .  sin^ 

=  —, :>  Sin  [gx  +  //] t-^ rr  sin«.r cosax. 


On  peut  faire  abstraction  des  deux  derniers  termes,  qui  se  réu- 
nissent aux  termes  semblables  de  l'intégrale  générale  de  l'équation 
sans  second  membre,  n  =  Cj  sin«x  +  G2  cos^jc,  et  prendre  sim- 
plement 


Y  =  — ;  sin  f  sx  -f-  h  ) . 


Dans  le  cas  de  g  —  a,  il  viendrait 

Y=  — -    /     [cos  (  i  a  a  -f-  h —  ax)  —  cos  [h  -f-  ax)]dx 

'£  Cl     j 
**  o 

i    f  si  a  [ax  -4-  h)  -+-  sin  (ax — h)  ,  ~\ 

=   — —  .rcosfà  4-  ax)    , 

la  |_  la  v  yJ 

ou,  en  négligeant  les  termes  qui  rentrent  dans  ceux  dey;, 


Y  =  —  —  cos  [ax  -\-  h). 

2«  v  ' 


§  iv. 

INTÉGRATION     DE     CERTAINES     ÉQUATIONS     DIFFÉRENTIELLES     LINÉAIRES 
AU    MOYEN    DES    INTÉGRALES   DÉFINIES. 

912.  Nous  allons  indiquer,  dans  ce  paragraphe,  l'application  à 
quelques  équations  importantes  de  la  méthode  d'intégration  due  à 
Laplace  et  fondée  sur  l'expression  des  fonctions  sous  forme  d'inté- 
grales définies  (  '  ). 


(')  Voir  le  travail  récemment  publié  par  M.   S.    Spitzer  :  Vorlesungen  ïibcr  lineare 
Differential-Gleichungen.  Vienne,  187S. 
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Nous  nous  occuperons  principalement  de  l'équation  linéaire  du 
second  ordre 

( i )  («0  -f-  b0x)jr  +  [ax  -\-~bxx) y'  +  (a,  +  &2 ,r ) y  =  o, 

rt0,  ^o>  fti»  b\i  a2i  i>i  étant  des  constantes. 

La  méthode  de  Laplace  consiste  à  chercher  à  vérifier  cette  équa- 
tion par  une  expression  de  la  forme 


(2)  y—  j       euxUdu, 

U  désignant  une  fonction  de  u  encore  indéterminée,  ainsi  que  les 
limites  constantes  uh,  u2  de  l'intégration. 

Si  l'on   substitue  la  valeur  (2)  dans  l'équation  (1),  et  que  l'on 
pose,  pour  abréger, 

P  =  fl0  +  fl,  fl  +  fl2  U2, 

Q  =  b0  -+-  &!  u  -+-  b2  ^*2, 
l'équation  deviendra  [470] 

(3)  f    3(V-hQx)euxUdu  =  o. 

En  intégrant  par  parties  le  second  terme  de  cette  équation,  elle 
prendra  la  forme 

[QUe"*]|;  -hfeux  [PU  —  D„  [QU)]dit  =  o, 

et  cette  égalité  devra  être  identiquement  véi^ifiée.  Il  suffira,  pour 
cela,  que  la  fonction  U  satisfasse  à  l'équation 

(4)  PU  du  —  d{QU)  =  o, 

et  qu'en  même  temps  les  deux  constantes  ut,  z/2  soient  choisies  de 
manière  que,  substituées  à  u,  elles  vérifient  l'équation 

(5)  QUe"v=o. 

L'équation  (4)  donne 

!r\  tt       !    f*d" 

(6)  U=Qe 


454  LIVRE   IV.   —    CHAjP.    IV,    §   IV. 

ce  qui  changera  l'équation  (  5  )  en 


=  O, 


et,  en  résolvant  celle-ci  par  rapporta  u,  si  l'on  trouve  deux  valeurs 
indépendantes  de  x,  on  les  prendra  pour  ut,  u*.  On  aura  alors 

(8)  J=  j-e        ■>«      du. 

9'i  3.  Pour  pousser  plus  loin  les  calculs,  il  faut  d'abord  obtenir 

l'intégrale  /  —  du.  Or,  suivant  la  nature  de  son  dénominateur,  la 

fraction 

P         a0  H-  <7,  u  -+-  <72z/- 
Q         ù0  H-  bl  u  -+-  />,«2 

pourra  se  mettre  sous  Fane  des  quatre  formes  suivantes  : 

(I) 


'III 


(m; 


p 

Q  ~  m  + 

P 

—  =  m  -+- 

Q 
p 

—  =  m  + 
0 

A 

B 

a  —  v. 

A. 

B 

[u  —  y.) 
nu  ~\- 

u  —  « 

A 
u  —  a 

P 

(IV)  -  =  a0  +  «,  u  -+-  a2ir, 

la  première  ayant  lieu  si  Q  =  o  a  ses  racines  inégales,  la  deuxième 
si  Q  =  o  a  ses  deux  racines  égales,  la  troisième  si  b2  =  o,  la  qua- 
trième si  Q  est  constant. 

914.  ï.  Considérons  le  premier  cas.  En  introduisant  au  lieu  de  qQ, 
ai}  a2,  ...  les  nouvelles  constantes  m,  A,  B,  a,  (3,  l'équation  (ï) 
deviendra 

j  [—  A|3  —  B«  H-  aj3(w  -h  x]\y 

^'         \  +[A  +  B-(«  +  |6)(»H-.r)]r'  +  (ffl  +  .r).)/'-o. 

On  trouve  d'abord 


/ 


-  du  =  mu  ■+-  A  log  (  u  —  a)  4-  B  log  (  u  —  (3 

Q 
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D'ailleurs,  à  cause  de 

Q=&a(«-a)(M-{3), 

l'équation  (6)  donnera,  en  négligeant  le  facteur  constant  b2  [877, 1], 
\J  =  emu(u  —  a)A-'  ( z<  —  S)R-], 

et  l'équation  (7)  deviendra 


eH(/«-KT)|H  __  a 


Si  maintenant  A  et  B  sont  des  nombres  réels  positifs  ou  des 
nombres  complexes  à  partie  réelle  positive,  c'est-à-dire  de  la  forme 
p-  ±ic/~,  on  pourra  prendre 

a,  =  k,     «2  =  |3, 
d'où 

(11)  r=  I  '  <?"('"+*)  [u  —  y.  )A-*  [x—p  f~x  du. 

de/. 

On  peut  développer  aisément  cette  expression  en  série,  en  s'ap- 
puyant  sur  la  formule  (6)  du  n°  487,  et,  si  l'on  pose,  pour  abréger, 

(|3  _'  a)  (m  -1-  j?)  =  Ç,      A  +  B  =  K, 
on  obtiendra  la  série  suivante,  convergente  pour  toute  valeur  de  x  : 


—  ct.  (m+x) 


j  —  e 


_^  A  „        A(A  -h  1)  V_    ,    A  (  A  +  1  )  _(  A  -+-  2  )  ?3 
1  +  RÇ  +  K(K  +  1)  aï  +  Kl  IL -h  il  (K  + 2)  3l  + 


••] 


915.  Si  A  et  B  sont  des  nombres  réels,  entiers  et  positifs,  on 
pourra  obtenir  dans  ce  cas  l'intégrale  sous  forme  finie.  En  effet, 
X  étant  indépendant  de  u,  on  trouve,  à  l'aide  de  l'intégration  par 
parties, 

c  v  /  \ ,       v  r?(")    ?'{")    ?"iu)       1 

J       ^   >  L  x  x2    ^    X*  J' 

expression   qui  aura  un  nombre   fini  de  termes  si  9 (m)  est  une 
fonction  rationnelle  et  entière.  Si  donc  on  fait 

X  =  m  +  .r,     ?(«)  =  («  — «)A-*  («  —  13)*-^, 

l  ,  ,  T    ®  f  «  )  <p'  f  a  1  1 

L.=„(««,rjia_  ■a, +.-.;], 
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la  valeur  (n)  àej  deviendra 

(i3)  J=J2—  II- 

Nous  allons  maintenant  faire  voir  que  chacune  des  expressions^, , 
y o  satisfait  séparément  à  l'équation  (9).  En  effet,  en  substituant 
tour  à  tour  ces  valeurs  kj  dans  le  premier  membre  de  cette  équa- 
tion, on  obtiendra  évidemment  deux  valeurs  de  la  forme 


i(m+.r) 


eï,(m+x) 


"0  +  — - — 

il  m  -+-  j. 


+ 


^  m  -l-  x  t 


/« 


]> 


les  quantités  entre  parenthèses  étant  composées  d'un  nombre  fini 
de  termes.  La  différence  de  ces  valeurs  devant  satisfaire  à  l'équa- 
tion, on  devra  avoir,  quel  que  soit  X, 


eIH '"+•*•)     // 


0, 


d'où  l'on  tire 


t»(?— «)  (Ul+X) 


lit 


/?z  -t-  X 


-+-. 


Or,  chacun  des  termes  de  la  fraction  du  second  membre  étant  un 
développement  fini,  il  faudrait  qu'une  exponentielle  fût  égale, 
quel  que  fût  .r,  à  une  fonction  rationnelle  finie,  ce  qui  est  impos- 
sible, à  moins  que  les  deux  termes  de  la  fraction  ne  s'évanouissent 
séparément.  Donc  chacune  des  expressions  y{ ,  y2  vérifie  séparé- 
ment l'équation  (9). 

Donc  l'intégrale  générale  de  l'équation  (9)  sera 


■4: 


Cji  +  Co.r 


Ci,  C2  étant  des  constantes  arbitraires. 

916.  Si  A  et  B  sont  réels,  positifs  et  non  entiers,  ou  s'ils  sont 
des   nombres  complexes  à  partie  réelle  positive,  l'équation  (11) 
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donnera  seulement  une  intégrale  particulière  de  (9).  Pour  trouver 
une  seconde  intégrale  particulière,  posons 

y  =  (m  -j-  x\^z. 
L'équation  (9)  deviendra,  en  supprimant  le  facteur  (m  -f-  x)7~2, 

U(A  +B  +  ).-i)-  (A/3  +  Ba-hX«  +  ).p)  [m  +  x)  -h  «|3  (m  -h  xf]z 


+  (m  +  .r)[A  +  B  +  2).-(«  +  ,S)(  m  +  .r)]  z'  + 


•V2Z"  


Si  l'on  choisit  X  de  manière  à  annuler  le  terme  A  (A  4-  B  4-  1  —  1), 
on  pourra  diviser  l'équation  par  m-\-x,  ce  qui  la  ramènera  au  type 
de  l'équation  (1).  En  négligeant  la  solution  A  =  o,  qui  ramènerait 
i'équation  (9),  nous  prendrons 

1  —  1  —  A  —  B, 
ce  qui  donne 

[—  k(i  —  A)  —  ,S(i  —  B)  +  aj3(iw  +.r)> 

-h  [2  —  A  —  B  —  («  +  p)  (m  -+-  a?)]*'  +  (m  +  .r)s"  =  o, 

équation  qui  ne  diffère  de  (9)  que  par  le  changement  de 

J,     A,  B 

en 

z,      i-B,    1  — A, 

et  qui  aura,  par  conséquent,  pour  intégrale,  si  1  —  B  et  1  —  A  sont 
des  nombres  positifs, 

l        c"('"-h-r)  (u  _   a)-*(U  —  Q)-Kdu. 


On  aura,  dans  ce  cas,  pour  seconde  intégrale  particulière  de  l'équa- 
tion (9), 

i5)  r  =  [m  -b  ,rV-A-D  J     <?«("'+•*■)  („  _  «)-B(«  —  8)-Adu. 


Jl-A-B  e«( 


917.  L'intégration  pourra  s'effectuer  sous  forme  finie  si  les 
deux  nombres  A  et  B  sont  réels,  entiers  et  négatifs,  l'un  des  deux 
pouvant  même  être  nul. 

En  faisant,  en  effet,  la  transformation  précédente,  et  posant 


X(«)=(«-«)-B(«-S)-A, 
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on  trouvera,  en  raisonnant  comme  au  numéro  915, 

y  =  C, e«* ( m  +  *)—«  \j&±  -  -^M-  + .  .  .1 

+  c2^(»^,].-»r-^-^M_+...l 

918.  6ï  A  e£  B  sont  positifs  et  moindres  que  L'unité,  ou  du 
moins  si  leurs  parties  réelles  satisfont  à  cette  double  condition, 
les  deux  intégrales  particulières  (n)  et  (i5)  auront  lieu  à  la  fois, 
et,  par  suite,  on  aura  l'intégrale  générale  en  ajoutant  leurs  produits 
par  des  constantes  arbitraires. 

Il  y  aurait  seulement  exception  dans  le  cas  où  l'on  trouverait 
A  H-  B  =  i ,  ce  qui,  si  A  et  B  ont  des  valeurs  complexes,  exigerait 
que  les  parties  réelles  de  ces  deux  nombres  fussent  égales  chacune 

à--  Dans  ce  cas,  les  deux  intégrales   particulières  (n)   et  (i5) 

se  confondraient  en  une  seule. 

Posons,  pour  abréger,  A  -f-  B  =  K, 

U  =  c"<"  (u  —  a)*-1  [a  —  /3)'!-',      V  =  [m  +  x)[u  —  «}(«  —  (3); 
les  intégrales  (n)  et  (i5)  deviendront  alors 

pfi  pj5 

j.j  =   /      eHX\Jelu,     j2  =  I      c"xUV-Kdu. 

*J  V.  J  V. 

Si  )r\iJr2  sont  des  intégrales  de  (9),— ~  sera  aussi  une  inté- 
grale particulière,  de  sorte  que  l'on  pourra  remplacer  la  valeur  de 
y 2  par  la  suivante  :            , 

>/3  yl_K  __  , 


jrs=  f  e»*U-     ---du. 
Jy.  1  —  lv 

•  r  V'-K—    I 

Si  l'on  lait  tendre  1  —  K  vers  zéro,  le  rapport — -  aura  pour 

Jimite  logV.  Donc,  dans  le  cas  de  A  H-  B=  1,  la  seconde  intégrale 
particulière  deviendra 

rft 
)-2  =  /     etlxV\ogVdu 

=  f  '  e''(m+xi  (u  —  v.)k-l{u  —  (S)3-1  log[(m  +  x)  («  —  «)(«  —  (3)]rf«. 

J  Cf. 
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On  vérifierait  aisément  que  celte  nouvelle  intégrale  satisfait 
encore  à  l'équation  différentielle  et  qu'elle  est,  comme  l'inté- 
grale (n),  développable  suivant  les  puissances  de  m  -4-  x  en  une 
série  convergente  pour  toute  valeur  de  x. 

919.  Reprenons  l'équation  (9),  et  i°  substituons-y  pour  y  la 
valeur 

(16)  yz=éuez\ 

i°  différentions  l'équation  transformée 

A  (a  -S)3+[A  +  B  -h  (a  —  3)  [m  -f-  x)]z'-h[m  +  x)z"  =  o 

a  fois  par  rapport  à  ,r,  et  posons 


,(«) 


L'équation  deviendra 

[—  (  A  H-  a )  B  —  B«  H-  k|3  (m  H-  x )]  ïj 

+  [A+fl  +  B-(K  +  |3)(m+  .r  )  v'  +  (  m  -+-  .r  )  v/'  =  o, 

ce  qui  ne  diffère  de  l'équation  (9)  que  par  le  changement  de  A,jr 
enÀ+a,  73. 

Or  des  relations  (16)  et  (17)  on  tire 

(19)  v  =  e«*J)%{c-"Xy), 

Donc  les  deux  équations  de  même  forme  (9)  et  (18),  qui  ne  dif- 
fèrent que  parle  changement  de  A  en  A  H*-  a,  auront  pour  intégrales 
l'une  y,  l'autre  eax  D"  (  e~ajoj  ) . 
Si  l'on  pose  de  même 

on  verra  que  l'équation  en  Y  différera  de  l'équation  en  rt  par  le 
changement  deBenB  +  i,  et  qu'elle  aura  pour  intégrale 

Y  =  e^D£(e-P*7;). 

Donc,   si  l'on  augmente,  dans  (9),  A  de  a,  B  de  &,  a  et  b  étant 
deux  nombres  entiers  et  positifs,  l'intégrale  Y  de  l'équation  obte- 
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nue  sera  liée  à  y  par  la  relation 

(20)  Y  =  e?*D*  [e(—HxD*  [e-axj)]. 

Or,  nous  avons  trouvé  [918]  l'intégrale  de  l'équation  (9)  pour 
le  cas  où  A  et  B  (ou  leurs  parties  réelles)  satisfont  aux  inégalités 

o  <  A  <  1 ,      o  <  B  <  1 . 

Si,  au  lieu  de  cela,  A  et  B  (ou  leurs  parties  réelles)  ont  des 
valeurs  positives  non  entières  quelconques,  on  pourra,  en  les  dimi- 
nuant des  plus  grands  entiers  a  et  b  qu'ils  renferment,  les  ramener 
entre  les  limites  zéro  et  1 .  En  intégrant  l'équation  correspondante 
àA'  =  A — a,  B'  =  B  —  b,  on  en  déduira  ensuite,  par  la  formule  (20), 
l'intégrale  générale  Y  de  l'équation  proposée. 

920.  Si  l'on  pose  maintenant,  comme  au  n°  916, 

j=(m-+-.r)i-A-Bs, 

l'équation  en  z  obtenue  différant  de  (9)  par  le  changement  de  A 
et  B  en  1  — B  et  1  —  A,  ces  dernières  quantités  (ou  leurs  parties 
réelles)  seront  positives  si  A  et  B  (ou  leurs  parties  réelles)  sont 
négatives.  Or,  d'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  nous  savons  inté- 
grer la  nouvelle  équation  dans  tous  les  cas,  et,  connaissant  z,  on  en 
déduira  immédiatement^.  Donc  nous  savons  intégrer  l'équation  (9) 
pour  toutes  les  valeurs  négatives  de  A  et  de  B  (ou  de  leurs  parties 
réelles). 

921.  Si  les  nombres  A  et  B  sont  fractionnaires  et  de  signes 
contraires,  ils  devront  être  réels,  sans  quoi  ils  seraient  deux  quan- 
tités complexes  conjuguées,  dont  les  parties  réelles  auraient  néces- 
sairement le  même  signe.  Soient,  par  exemple,  A  négatif,  B  po- 
sitif, et  posons 

B=/;  +  B', 

b  étant  un  entier  positif,  et  B'  une  fraction  positive  et  <^  1 . 
Considérons  maintenant  l'équation 

[  —  AS  —  (B'  —  1)  «  4-  xp  [m  H-  x)]  z 

+  [A  -+-B'  —  1  —  («  H-  p)  [m  +  x)]  z'  +  (m  +  .r)  z"  =  o, 
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qui  diffère  de  l'équation  (9)  par  le  changement  de  y  et  B  en  z  et 
B'—  1  =  B  —  [b-\-i),  ce  dernier  nombre  étant  négatif  et  numé- 
riquement moindre  que  l'unité.  Cette  équation,  où  A  et  B' — 1 
sont  négatifs,  pourra  s'intégrer,  d'après  le  numéro  précédent. 

Connaissante,  on  aura  aisément/.  En  faisant,  dans  (21),  z  =  e^x'C1, 
différentiant  b  -j-  1  fois,  et  posant  enfin  ç^+'J  —  e~^xy,  on  en  tirera 


ft+i 


y  =  e$xD 

922.  Si  A  et  B  sont  de  la  forme  p  ±  iq,  p  étant  positif,  on  appli- 
quera directement  la  méthode  de  Laplace  à  l'équation  (9).  Si  p 
est  négatif,  on  fera,  comme  aux  nos  916  et  920, 

y  =  [m  -+-  x)i-A~1Rzi 

et  l'on  appliquera  la  méthode  de  Laplace  à  l'équation  transformée. 
Dans  les  deux  cas,  on  obtiendra  une  seule  intégrale  particulière. 
On  en  trouvera  ensuite  une  seconde  en  appliquant  la  méthode  de 
la  variation  des  constantes  arbitraires  [882]. 

923.  II.   Passons  au  second  cas,  dans  lequel 

P  A  B 

—  —  m  -+-  .— -  H • 

Q  (  a  —  «  )  -         u  —  « 

On  aura  alors 


/ 


P  A 

—  du  =  mu h  B  log  (  m  —  «  ) , 

Q  u  —  « 

A 

U=    k  — aB-se         "-a. 


L'équation  pour  la  détermination  des  limites  serait 


A 

It(lll-^-X) 

u    -  a  re  '        =  o. 


Mais  cette  équation  ne  donne  pas  deux  valeurs  de  u  ;  on  n'obtient 
donc  pas  ainsi  les  deux  limites  de  l'intégrale 

y=  je  '"»(«-  «)*-*- du, 

et  il  faut  recourir  à  un  autre  procédé. 
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Introduisons  d'abord  dans  l'équation  (i),  au  lieu  des  constantes 
a0,  b0,  at,  ...,  les  constantes  m,  A,  B,  a;  on  trouve  facilement 
que  l'équation  (i)  devient  ainsi 

(22)  [A  —  B«  +  a2  [m  +x)]y  H-  [B  —  2  v\m  -h  x)]y'  -+-  [m-r- x)j"  =  o, 

d'où,  en  posant y  =  eaX 'z, 

(23)  Az  +  B^+(m  +  «)/  =  o. 

Si  l'on  y  fait  maintenant 

m  -+-  x  =z  f-, 
il  viendra  enfin 

(24)  4Afz+(2B  —  1)^  ■-+-*!-£  — o, 

qui  est  un  cas  particulier  de  l'équation  (9),  où  l'on  a  changé 

m,    A,  B,  k,  S,  .r,    j 

respectivement  en 


o,     B >    B »    — 21/ — A,     -h  2,\/  —  A,    t,     z. 

2  2 

Nous  savons  donc  intégrer  complètement  l'équation  (24),  et  de  là 
nous  déduirons  l'intégrale  générale  de  (22),  au  moyen  des  rela- 
tions 

t~  =  m  H-  x,     y  =  e"-x  z. 

924.   Dans  le  cas  particulier  de  A==  o,  l'équation  (a3)  devient 
Bz'  -h  [m  -+-  .r)z"  =  o, 


d'où 


on  conclut  de  là  que  l'intégrale  générale  de  l'équation 

[—  Ba  -f-  «2(/w  -h  .-r)]j+[B  —  2k(hi  -4-  a?)] y' -h  (m  +  x)y  =  o 
ou 

(a0 +&„*)/  +  («!+  ftta:)y+  («,+  -^.\y"  =  0 
sera 

J    [m-\-x)n 
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925.   III.   Dans  le  cas  de  b2  =  o,  on  a 

P         (70  -+-  ax  u  H-  (72  u2  A 

=  m  H-  «m  -+-  ■ i 


et  l'équation  (i)  devient 

( 25 )  [à  —  v.  ( m  -1-  ,r )] y  -+-  [m  -ha:  —  n v. ) y'  -+-  ny"  =  o. 

On  a  ici 

I    —  <•/«  —  m«  -| w1  -i-  A  log  (  «  —  a  j , 

J  Q  2 


U=    «  —  a  A-»e  2     . 


d'où 


J^'ï  U  (>JZ -+- .*)  +  -  «S 

(«_K)A-le  2       ^ 

t/(,  îi2  étant  les  racines  de  l'équation 

n 

i     n  \  i  \k     u[m-^-x\-\-  -"- 

(20)  (//  —  a)Ae  2     =0. 

Pour  avoir  l'intégrale  générale  de  l'équation  (25),  il  faut  discuter 
l'équation  (26). 

i°  Considérons  le  cas  où  l'on  a 

A  ^>o,  n  <^  o; 

les  racines  de  l'équation  (26)  seront 

//.  —  a,    -(-  co  ,    —  go  ; 
l'intégrale  générale  de  l'équation  (25)  sera  donc,  dans  ce  cas, 

(«  —  u)k~le  -     du 

,, rr.  n    _ 

+  C2  /  (m  —  «)A~'<?  2     </«, 

•^  oc 

ou,  en  posant  dans  la  première  intégrale  u —  a  =  ^  et  dans  la 
seconde  u  —  oc  =  —  p , 

y  =  e*xl         ,,A-le2      [C1el'("!+Wl,)+  ^2(?-r(m+x+«a)j  ^ 
«^0 
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Si  A  est  un  entier  positif,  on  pourra  écrire  cette  intégrale  sous 
la  forme 


0v.x  r»A  — 


2°  Si  A  et  n  sont  l'un  et  l'autre  positifs,  les  racines  de  l'équa- 
tion (26)  seront 

u  ==.  «,    +/x,   — /go, 

et,  en  posant   dans  la  première   intégrale  u —  cc=iv  et  dans  la 
seconde  u —  ce  = —  iV,  on  trouvera  de  même 

j  =  e%x  l       vk~1e    2      [Cie','C'"+;c+"a)+  C2e-'"(/"+-,:'+"a)]  f/i-. 

t/O 

Si  A  est  u/z  entier  positif,  cette  intégrale  est  susceptible  de  la 
même  transformation  que  dans  le  cas  précédent. 

3°  Si  A  et  n  sont  négatifs,  les  racines  de  l'équation  (26)  seront 
u  =ziz  co  ,  et  la  formule  de  Laplace  devient 


L 


itlm-\-x)-i — h2 
?  a       du. 


Mais  ici  elle  est  illusoire,  la  fonction  sous  le  signe  y  passant  par 
l'infini  dans  l'intervalle  des  limites.  Il  en  sera  de  même 

4°  Si  A  est  nul  ou  négatif,  n  étant  positif. 

Donc,  dans  le  cas  de  A<^o,  l'intégration  de  l'équation  (25)  ne 
peut  s'effectuer  par  la  méthode  de  Laplace.  Voici  la  méthode  que 
lui  substitue  M.  Spitzer. 

926.  En  posant 

l'équation  (25)  devient 

A  z  H-  (  m  -f-  x  -+-  n  v.  )  z'  ■+-  n  z"  =  o, 

ou ,  en  faisant 

m  -f-  x  -+-  nu.  =  />t, 

A/.-z  -+-  Pt  —  -h  n  — 7=0, 
dt  <U' 
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ou  enfin,  en  prenant  A2  =  —  n, 

dz        cPz 
^  kZ+tdt-d^  =  ^ 

où  A  est  supposé  toujours  réel  et  négatif.   En  représentant  ce 
nombre  par  —  a,  l'équation  à  intégrer  sera 

dz       <Pz 

28  ~2iZ-\-t- —  =0. 

v       ;  dt        df- 

Considérons  maintenant  deux  cas. 

i°  A  =  —  a  est  négatif  et  entier.  DifFérentions  alors  a  fois  l'é- 
quation (27),  ce  qui  donnera 

D*+2  ;  =  ?D°+1 z, 

ou,  en  posant  D^-1  z—  ç, 

~  =  fç, 

dt 

équation  à  laquelle  on  peut  appliquer  la  méthode  de  Laplace. 
En  posant  donc 

Ç  =  /     \utUdu, 
l'équation  devient,  en  opérant  comme  au  n°912, 

[e-u]--JJ>(«u  +  ^)^. 

On  satisfait  à  cette  équation  en  déterminant  d'abord  U  par  l'équa- 
tion 

TT      ,     t™  1'     >         TT  -ï 

«U  H — —  =  0,      d  ou     U  =  e    -5 

puis  choisissant  les  limites  de  manière  que  eutU  s'évanouisse,   ce 
qui  aura  lieu  pour  u  —  ±  go  .   On  aura  donc,  pour  la  valeur  de 

e        *  du. 


dl*  -'-00 


En  intégrant  a-f- 1  fois  les  deux  membres  de  cette  équation  par 
rapport  à  t,  les  intégrations  du  second  membre  étant  effectuées  entre 

II.  —  Cours  de  Cale,  infin.,  II.  3o 
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les  limites  zéro  et  t,  il  vient  [470] 


•  +  8    _«!  *     [eut  —  i 


i      /  ut        u-t-  uat 


a.  ta 


z—  I  e    ±  du  l  ua+l  \"  i  2!  a!  /  }, 

00  (        4-U, -h  LV  +  .  .  . -h  Ua+1  *»  j 

U|,  U2,  . . .,  Ua  étant  des  fonctions  arbitraires  de  u. 

Il  faut  maintenant  restreindre  la  généralité  de  cette  équation  en 
déterminant  les  arbitraires  superflues  par  la  condition  que  cette 
valeur  satisfasse  à  l'équation  (27).  On  trouve  ainsi  les  équations 

i.2ÏÏj  =  -  aUi, 
a.3U4  =  — (a— i)U„, 


(a—  i)aUa+1  =  -  2Ua_!,     p 
1 


Ua  = 


qui  déterminent  Ui}  U2,  •  •  -,  Ua  en  fonction  de  la  seule  arbitraire 
Ua+I. 

La  valeur  de  z  est  alors  exprimée  par  une  intégrale  dans  laquelle 

Cr,-=l  e     ±  Un4-i  du 


->< 


joue  le  rôle  de  constante  arbitraire.  En  multipliant  par  une  autre 
constante  arbitraire  C1;  on  aura  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion (28)  sous  la  forme 

X-+- M   —'il 
e     *a(u,  t)du  -4-  C2x(t), 
-  00 

cq  et  •£  étant  deux  fonctions  déterminées. 

Ainsi  l'équation 

dz        d2  z 
Z-tdï+dë  =  °> 

pour  laquelle  —  A  —  1 ,  admettra  l'intégrale 

z=C\  e     2( ^ "-Adu  +  Ctt. 

On  voit  que,  dans  le  cas  de  A  entier  et  négatif,  l'équation  (  27) 
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admet  une  intégrale  particulière  x(0'  *îu^  est  un  polynôme  entier, 
et  qu'il  sera  dès  lors  plus  simple  d'obtenir  par  la  méthode  des 
coefficients  indéterminés.  Ensuite  on  trouverait  l'autre  intégrale 
particulière  par  la  variation  des  constantes  arbitraires.  Nous  savons 
en  effet  [882]  que,  sij^  est  une  intégrale  particulière  de  l'équation 

X0j  +  X1j'+X2j"=o, 
on  aura  pour  seconde  intégrale  particulière  [881] 

y,  =  —  e   J  *2      • 
Xi 

927.  Si  maintenant  A  est  négatif  et  non  entier,  soit  a  un  entier 
positif  plus  grand  que  la  valeur  numérique  de  A,  et  différentions 
a  fois  l'équation  (27),  ce  qui  donne 

,  daz  da+lz        da+-z 

A  +  fl h  t =  o . 

1  ;   dta  dta+1         dtf1^ 

A  H-  a  étant  ^>  o  ;  on  aura  alors  une  équation  analogue  à  l'équa- 
tion (20)  du  n°  925,  au  changement  près  de 

)7l,  11,        A,  K,       J",  X 

en 

daz 
o,   —  1,     A  +  rt,  o,     — ,    t, 
dta 

d'où  l'on  tire 

u- 


-  —  C,   /  ux  +  a~ie        -du -h  C»l  uA 

ta  Vo  Vo 


En  intégrant  a  fois  par  rapport  à  t  chacune  de  ces  deux  intégrales 
elles  deviendront 

ux-xe    2     eut_x_ut  ___         — +U1+0,t  +  ...  +  Uaia-1  LfM, 

0  L  («-*)!  J 

et  l'on  déterminera  les  fonctions  arbitraires  de   a  comme  on  l'a 
fait  au  n°  926. 


928.   IV.    Soit  enfin 


P 

Q 

3o. 


468  LIVRE   IV.    —   CHAP.    IV,    §    IV. 

ce  qui  répond  à  l'équation 

(29)  («o+^)j  +  «lj'+  «2j"  =  o. 

On  trouvera 


[■ 


du  =  a0u  -\ lâ  H-  — -  h3 

Q  20 

d'où 


a,         „       «a 


U  =  e  2         3 


et  en  faisant,  pour  abréger, 

[a0  -f-  x)  u  -\ u%  -f-  —  uz  =  i|/  (  m  ) , 

on  a 

j=  /     'tÙWdu. 

Les  limites  m4,  h2  sont  déterminées  par  l'équation  U  =  o,  qui 

est  vérifiée  pour 

a%uz  =  —  00  . 

Si  donc  on  désigne  par  p1 ,  p2,  p3  les  trois  racines  cubiques  de •> 

les  racines  de  U  =  o  seront  p  s  go  ,  p2  °c  ,  p3  00  .  On  tire  de  là 

éiWdu  +  C2  i         e*tW  du-{-Cè  j         éW  du. 
0  Jo  J  o 

On  peut  facilement  vérifier  que  cette  valeur  satisfait  à  l'équa- 
tion (29)  ;  en  effet,  le  premier  membre  devient,  parla  substitution 
de  cette  valeur, 

C,   f      f  (u)e*Wdu  +  C2  f         f  (u)e*Wdu  +  C3  C  '    f  [u)e'H»)du, 

Or  on  a 

fV{u)e*(u)du  =  e*("\ 
d'où 

expression  qui  s'annule,  pourvu  que  les  trois  constantes  arbitraires 
soient  assujetties  à  la  condition 
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Si  l'on  pose  respectivement,  dans  les  trois  intégrales, 

U  =  p^',    p2P,    p3v, 

la  valeur  de  y  prendra  la  forme  plus  simple 

_*  CiPie 

(3o)  j=  /       e    3      +  C,0,e(<^^+¥^2  }Vfr, 


{a0  +  x)ç3v+  —  ?-i>2 

I    4-C3lo3e 
toujours  avec  la  condition  G|  4-C2  4-  C3  =o. 

929.  On  peut  encore  procéder  de  la  manière  suivante. 
Si  l'on  substitue  dans  (29)  la  valeur 

y  —,eXxZi 
il  viendra 

(a0-+-  «jA  4-  À2  4"  -v)z  +  («i-f-  2fl,À)s'4-  «23//  =;  O, 

équation  qui  se  simplifie,  si  l'on  pose 

rtl  +  2ff2l=  O, 

et  si  l'on  fait,  de  plus, 

a0  4-  « j  A  4-  )-2  4-  x  =z  —  t  \Ja%. 

On  obtiendra  ainsi  l'équation 

d*z 
iZ--dï  =  °> 

qui  aura  pour  intégrale  une  expression  analogue  à  l'expression  (3o), 
où  l'on  aurait  posé  a0  =  o,  aK  =0,  a»  =  —  1 ,  savoir 


*J  0 


e    3  (C^efi^-f-  C2/52ep2"f4-  C3p3e?3"')^, 

avec  les  conditions 

p3  =  i,      C14-C24-C3  =  o. 

930.  Equation  de  Riccati.  —  Cette  équation  est  la  suivante  '. 
z'  -+-az~  4-  bxm.—  o. 
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En  posant 

b  f 

a  y* 
l'équation  se  ramène  à  la  forme  linéaire 
(3i)  xmy—  j"=o. 

Cette  équation  s'intègre  immédiatement  par  les  méthodes  du 
paragraphe  précédent,  si  l'on  suppose  à  m  une  des  valeurs  zéro 
ou —  2. 

Pour  toute  autre  valeur  de  m,  si  l'on  pose 

x  =  t'\ 
l'équation  deviendra 

—  „S/««+s«-l  T+  (i_|g)-Z+  t*-4  =  O, 

v  '  dt  dt* 

et  celle-ci  se  simplifiera  : 

i°  Si  l'on  posemrc  -+-  in —  i  =  o,  d'où  n  =  5 

1  to  +  2 

t  ?n  -}-  1  dr  d2  y 

—  y  _|_  . --    -f-  t IL    ==  o 

(  m  -f-  2  )'2  m  -\-"X  dt  dt1 

-,        .        m  .  ... 

équation  qui  a  pour  intégrale,  si  -.  est  entier  et  positif, 

m        f  2\/7  21/7  \ 

(')  En  effet,  en  posant =  //.,  l'équation  devient 

(A)  —ly-1-}j~-ï-(p--t-l)y-jrty'  =  o. 

Or,  si  l'on  différentie  y.  fois  l'équation 

(B)  —fp-Lj  z  +  lz'-htz"z=0, 

on  obtiendra  une  équation  en  zW  qui  coïncidera  avec  l'équation  (A).  Si  l'on  prend 
maintenant  ^t  =  s  pour  variable  indépendante,  l'équation  (B)  se  réduira  à  la  forme 
/  i\°         d'z 

-Yt;}-*-*^0-  etc- 

On  traiterait  d'une  manière  analogue  le  cas  suivant. 
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.    m  -+-  4  •  •   •  /- 

et  si -.  est  entier  et  positif, 

2/W-1-4 

1  7?;  +4    /  2  \ll  eV? 

2°  Si  Ton  pose  mzz  -h  2  zz  —  1  =  1 ,  d'où  n  — 


m  -+-  1 


(3=)  -—itr+-^-d-f+t% 

v  (  m  -+-  2  ) 2  m-i-  2.  dt  dt% 

équation  qui  rentre  dans  l'équation  (9),  en  remplaçant 

m,    A,  B,  a,  /3, 

par 


'    2  m  -h  4        2  m  +  4  m  H-  2  2  m  H-  2 

Nous   avons  intégré  cette  équation  dans  tous  les  cas  possibles; 
nous  pouvons  donc  intégrer  dans  tous  les  cas  l'équation  de  Riccati. 

931.   Signalons  quelques  exemples  particuliers. 

I.  Si  m  est  un  nombre  positif  quelconque,  A  et  B  seront  positifs 
et  moindres  que  l'unité.  L'équation  (32)  se  trouvera  alors  dans 
le  cas  du  n°  918,  et  l'on  pourra  écrire  immédiatement  son  intégrale 

m 
Hl 

générale.  En  remettant  pour  t  sa  valeur  x 2      ,  et  posant  u 


IV 


m  -+-  2 
m 


l'expression  de  cette  intégrale  deviendra,  en  posant h  1  =  ,«, 

t#"    (1  — o9)     2(l   dv  +  C^œi         <#"   (1  —  v*)     -*   dv. 


En  particulier,  l'équation 

y"  =  xy 
donne 

e'â      (1  —  ^2)    6^-f-C2.z/  e3       (1—  «0    6 

II.  L'équation 

xï'' '  —J 
devient,  en  posant  x  —  t-, 

dy  d^-y 

~  4*J T  +  '-JT  =°- 


rf<\ 


4j2  LIVRE    IV.   —    CHAP.    IV,    §    IV. 

Gomme  on  a  pour  cette  équation  A  =  B  = •>  on  posera  [920] 

y  =  t-z,  d'où  l'équation 

,  dz  d~z 

—  Atz-hâ  —  4-  t  — —  =  o, 
n  dt  dt2 

3 
pour  laquelle  A  —  B  =  -■>  et  que  l'on  ramènera  [919]  à  l'équation 

d'C         d^Ç 
n  dt  dt1 

On  en  tirera 

r-+-  2  _1  /•-+-  2  _J_ 

e»'(ii«  — 4)    2du-hC2j         e'u{u"-~^)    âlog[f(a8— 4)]rf«, 
-  —  2  «-' —  2 

puis 
et  enfin 

y  —  C^  eu^x\Ju2  —  %du 

+  C2   /  e»^S/«2-4     .rlog[(«2-4)S/^]Hr   Vt^Zl  S  du. 

III.  L'équation 

jy  —  y(n)  =  o 

s'intègre  parla  méthode  de  Laplace,  et  la  valeur  générale  de  y  est 

o 

p, ,  . . . ,  p,t+l   étant  les  racines  de  l'équation  p"+l  =  i ,  et  les  con- 
stantes Cj ,  . . . ,  C/2+i  étant  assujetties  à  la  condition 

C,  +  Cs-i-..  .  +  CBfW=9. 
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